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Problema de Valor de Contorno

O problema associado a onda plana progressiva regular,

devidamente linearizado:
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1. No fundo:z=-h

dp(x,y,z,t)
=0
0z Z=—h

2. Na superficie-livre: z = {(x, t)
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Solucao do PVC de onda livre

A solucao pode ser obtida via Método da Separacéo de Variaveis, cujo
principio consiste em escrever:

d(x,z,t) = X(X)Z(z)T(t)
O processo completo pode ser encontrado, p.ex., em Dean &

Dalrimple, secdo 3.4, mas aqui tomaremos um “atalho”, observando
que:

X (x) : funcao periédica com A ‘ Rele tikx }

T(t) :fungio periédicacom T mm—)p Re{eiiwt}
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Solucao do PVC de onda livre

E também o carater progressivo da onda, cuja fase se mantém

: A %)
constante para uma velocidade ¢ = o=

Ou seja, se a onda se propagar no sentido x+, e quisermos acompanhar
a progressao de uma fase qquer (p. ex. uma crista de onda):

x(t) =x, +c(t-t0)

W
— x(t) —xq = E(t—tO)

Fase  kx(t) —~wt=kx, -wt, =cte=0



Solucao do PVC de onda livre

Suponhamos, entao, que, por convencdo, a onda que queremos
descrever tinha uma crista na origem (0,0) no instante t=0.

Entdo, a equacao de onda pode ser, por exemplo:

. {(x,t) =Acos(kx-wt)
to - O
c ou:
AN N
~— N x {(x,t) =Asin(kx-wt+m/2)
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Solucao do PVC de onda livre

Podemos usar a seguinte funcao que atende as caracteristicas
esperadas:

X(X)T(t) — Re{eii(kx—wt+50)}
Ou (convencao):

X(x)T(t) = Refe t(kx-wi)
Sendo uma possivel solucao:

¢(x,2,t) = Re{P(z)e~tkx~wt)}
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Solucao do PVC de onda livre

Obtencao de P(z):
1) Da equacao de Laplace:
Ve od(x,z,t) =0

. 2
V2 [P(2)e i x=00] = 0 mmmhp T22_k2P(2)=0  (e00)

0z2

Cuja solucao é dada por:

P(z) = C,eM? + C,e*??
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Solucao do PVC de onda livre

Obtencao de P(z):
Sendo a equacao caracteristica:

22— k2 =0

Logo:
P(z) = Cie*? + C,e™**
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Solucao do PVC de onda livre

2) Da condicao de impermeabilidade no fundo:

dp(x,z,t) 0 ‘ 0P (x,—h,t) —0

0z 0z
Satisfeita se:

kCie *" — kC,e" = 0, sendo: C;=Ce *" e C, = Ce*"
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Solucao do PVC de onda livre

3) Da condicao dinamica:

((x,t) = ——22 = Re {_%‘“ C Cosh(kh)e—i(kx—wt)}

Logo podemos escrever que: —i?w C cosh(kh) = A

Finalmente:
gA cosh k(z+h)
w cosh(kh)

d(x,z,t) = sin(kx — wt)
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Solucao do PVC de onda livre

E facil verificar, da condicdo cinematica para z=0, que:

gAcoshk(z + h)
w cosh(kh)

d(x,z,t) = sin(kx — wt)

{(x,t) =Acos(kx-wt)

w? = gktanh (kh) Relacdo de dispersdo da
onda linear em profundidade
constante h
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Solucao do PVC de onda livre

Exercicio: Suponha a sobreposicao de duas ondas planas que se propagam nas
direcdes indicadas na figura. Sabe-se que:

A=10m A=50m T =5,66s

yAR
y {1 (OIOJO) = Om (1 (010: T1/4) - _1;0m
e \B=30° A=2,0m MA=100m T,=8,0s
//< : \//\\/‘ >
el —_— 1 X CZ (0,0,0) = 1;5m CZ (OJO) T2/4) = +1'32m

Considere, entao, a existéncia de uma boia na posicao (x,y) = (40,200) m
Pergunta-se: qual sera a elevacao de onda medida pela boia no instante t=30s?
R: -0.48m
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Solucao do PVC de onda livre

Exercicio: Uma onda de mar tem periodo T=10s. Determine qual sera
seu comprimento (A) nas seguintes profundidades:

* h=10m
* h=100m
* h=300m
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