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Problema de Valor de Contorno

O problema associado à onda plana progressiva regular, já
devidamente linearizado:

1. No fundo: 𝑧 = −h

2. Na super1cie-livre: 𝑧 = 𝜁(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

= +0
!"#$

𝜕%𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑡%

+ 𝑔
𝜕𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= +0

!"&



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

A solução pode ser ob=da via Método da Separação de Variáveis, cujo
princípio consiste em escrever: 

𝜙 𝑥, 𝑧, 𝑡 = X x Z z T(t)
O processo completo pode ser encontrado, p.ex., em Dean &
Dalrimple, seção 3.4, mas aqui tomaremos um “atalho”, observando
que:

𝑅𝑒{𝑒±𝑖𝑘𝑥} 

𝑅𝑒{𝑒±𝑖𝜔𝑡} 



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

E também o caráter progressivo da onda, cuja fase se mantém
constante para uma velocidade 𝑐 = '

(
= )

*
.

Ou seja, se a onda se propagar no sen<do x+, e quisermos acompanhar
a progressão de uma fase qquer (p. ex. uma crista de onda):

𝑥(𝑡) =𝑥& +𝑐(𝑡−𝑡0)

𝑥(𝑡) − 𝑥& =
𝜔
𝑘

(𝑡−𝑡0)

𝑘𝑥(𝑡) −𝜔𝑡=𝑘𝑥& −𝜔𝑡& =𝑐𝑡𝑒=𝛿Fase



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

Suponhamos, então, que, por convenção, a onda que queremos
descrever =nha uma crista na origem (0,0) no instante t=0.
Então, a equação de onda pode ser, por exemplo: 

ou:

𝜁(𝑥,𝑡) =𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

𝜁(𝑥,𝑡) =𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥−𝜔𝑡+𝜋/2) 



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

Podemos usar a seguinte função que atende às caracterís=cas 
esperadas: 

X x T t = Re{e±,(*.#)/01!)}
Ou (convenção):

X x T t = Re{e#,(*.#)/)}
Sendo uma possível solução:

𝜙 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 𝑅𝑒{𝑃(𝑧)e#,(*.#)/)}



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

Obtenção de P(z):
 1) Da equação de Laplace:
 ∇% 𝜙 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 0

∇% [𝑃(𝑧)e#,(*.#)/)] = 0 3"4 !
3!"

− 𝑘%𝑃 𝑧 = 0
Cuja solução é dada por:

𝑃 𝑧 = 𝐶5𝑒'#! + 𝐶%𝑒'"!

(EDO)



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

Obtenção de P(z):
 Sendo a equação caracterís=ca:

𝜆% − 𝑘% = 0
Logo:

𝑃 𝑧 = 𝐶5𝑒*! + 𝐶%𝑒#*!



Soluc ̧a ̃o do PVC de onda livre 

2) Da condição de impermeabilidade no fundo:
  

  36(.,!,/)
3!

= 0   34(.,#$,/)
3!

= 0
 Sa=sfeita se:

𝑘𝐶5𝑒#*$ − 𝑘𝐶%𝑒*$ = 0, sendo: 𝐶5= 𝐶𝑒#*$  e C% = 𝐶𝑒*$
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3) Da condição dinâmica:
  

𝜁 𝑥, 𝑡 = − 5
8
36
3/
= 𝑅𝑒 − ,)

8
𝐶 cosh 𝑘ℎ 𝑒#,(*.#)/)

 Logo podemos escrever que: − ,)
8
𝐶 cosh kh = A

 Finalmente:

 𝜙 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 89
)

:;<= *(!0$)
:;<=(*$)

sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) 
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É facil verificar, da condição cinemá=ca para z=0, que:

𝜙 𝑥, 𝑧, 𝑡 =
𝑔𝐴
𝜔
cosh 𝑘(𝑧 + ℎ)
cosh(𝑘ℎ)

sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)

E:
𝜁(𝑥,𝑡) =𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

𝜔% = 𝑔𝑘𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑘ℎ) Relação de dispersão da 
onda linear em profundidade 
constante h
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Exercício: Suponha a sobreposição de duas ondas planas que se propagam nas
direções indicadas na figura. Sabe-se que:

Considere, então, a existência de uma boia na posição (x,y) = (40,200) m
Pergunta-se: qual será a elevação de onda medida pela boia no instante t=30s?

R: -0.48m
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Exercício: Uma onda de mar tem período T=10s. Determine qual será
seu comprimento (𝜆) nas seguintes profundidades: 

• h = 10m
• h = 100m
• h = 300m


