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INDUCEO MATEMATICA

Como prover afirmacies como :

2
(i) 8 --- + (n- 1)2< 2- ---+

S

(ii) 1+ 23 + -. - + 43 = (1 + 2+ 3 + - +n) ?

Principio da Induco Matematica

Suponha que A(n) e'oma afirmaco que depende de um natural ne M
,

come una

teriores
, esuponha que seja possicel provardas au

2casobase -> (i) que ACI) everdadeira e

desil que simple que Alk) everdadeira ,
Alk+1) tambem o e.ducas

Podemos enter concluir que A(k) everdadeira para
todo RENN

.

Prova : 0 que os items (i) e (ii) acima garantem eque o conjunto dos naturas R

parz os quais rale A(t) eum conjunto indutive .
Conw IN esta contido

em todo conjunto indutico e e , ele propio ,

indutico
, seque que AIR rale para

todo

I = IN.



vejamos como isto funciona no caso (i) acima
,
com algumas observacies importantes .

Vamos enter mostrar que , para
to do te IN

P2 ... + (k- 12 < E> 22 ... + R
.

GREES-
-Casosclate voc pode protar quantos quiter -

Para R= 1
,
a maneira vagovel de extender a expresser a esquerda que not

ha termos no soma
, que e, portanto , igual a zero : 0 << 1

.
V

Mas vis poderia achar que estamos
vorbando

,
enter facamos R = 2 .

Nelle caso
,

termos 1 <8 < 1+4
.

W

Facamos tambem - porque n8 -k = 3 : 1+4 <9 <14 + 9
.

V

Passo de induc
I

Esse o moments an que generalizamos o padrat que comepor a aparecer
has proval dos casos base acima .

E fundamental lembraw que teros que
vsar a chamada Hipoise D INDUCO

.

Nesse caso
,
a hipofese de induce e

H
.

I .: Spanha que provamos , para um corto t= n , que 1 ... +(n-1)2<4(Pt---+h2.



Temos
que mostrar que a afirmac vale para R = n+ 1 , isto e , que

17 22+ ... +↑ < (n+y < 122+ .. - + (n+1)2 .
Para isso

,
expandimos a expresser -

- (I)
&-artstent

ae

Moments crucial : usamos a H .
I .: A HI

, dis que isso satisfa is it...

(I) (I)
Juntando (I)

,
(II) e (11) em(*)

,
obteros

I
(1) () (

(i -- - +(-12) + n > (s+/En+ 43) < (iF -. . +n2) + (n+1)
-

--
(I)

Isso termina a prove (multicoloridal . I



Facamos agova a prova de (ii) (12 + .. - + n = n(n+1)/2) ,
suntantes cores e

setinhal
. I

Casos Bate
Bein wasexatamentate e

n = 1 = 1 = 1 . 2/2

n= 2 :
1 + 2 = 2 .3/2

HI
.

Palso de Induco : Supanos que provamos quet n(n+1)/aS

queremos mostrar que 112 + --+ n+ 1 = (n+ 1) (n+2)/2 :

Comeaudo pela esquerda em :

t
.I.I

1 + 2+ -- - + n+1 = (1+ 2 + - - . + n) + (n+ 1) = i(n+1)/z + (n+1) = (n+1)(= + 1)

= (n+1)(1-2) = (n+1)(n+2)/2-
Divirtarse agora voce mesmo fazendo of

Exercicios : Seco 14.4 (p . 35-37) : 1(b)
,
()

,
(4)

,
2

,
3

,
4
,
6
,
7
,
11

,
12

.



Exemplo super-importante : Seja a um mimero real
,

a s 0 .

Enter vale a

igualdade 1 + a+ a + .. - + a
*
= 1 - an

+1(*)
1 - a

Prove por induce :S

Catobase 1 = 0 : 1 = 1- a ot V
1 -a

n= 1 : 1 + a = 1 -a ! Lombre-se que 1-a
*
= (1 + a). /1-a) . Disco segue

1 -G

que 1-a ( ((a) = 1+ a
.

V=
a

1- G 1-a-

Exercico : Faca o calo n= 2
.

u- 1Passo de Induco : Suporos que provalos que
1+&+ -- - + G - a e quenemos

provar que 1tat - - -+ alt+a= 1 - auf
-

Mas
1 - G

n+ 1 ut
1 a+ ... + a = (7 ---+ah) + a.I. +

an
-

1-a+ *
- a

-
1 -a

-

1 -a 1-a

Me



Esse exemplo e to importante que valnos fajer una segunda demonstrac de (A) .

Primeiro
, introdugamos una notaca stil : se a , as , 93 , ...,

an sat minera qued

quremos somar , podemos denotar a some ,
come authl

, por astact ... + an ,

mas e util ter una notac um porco mais economica :

~
a letra" :"aqui pode ser trocade

G ,
+ at - - -

+ an
= : Yai L-por outra qualquer , que not seja 1 .

i = 1

Assine
,
a igualdade (*) pode sew reescrita come

a =1-ant (A)
1 - a

i = 0

Outra prova : Denotemos
Sn= "

Eclaro
que Sn+= Su+an .

Mas note tambam que

Sn+= 17 at ... +aut = 11 a (Hat---+ aY) = 1+ a.Sn
.

Seque que Stat=1+9 .Sn=> (1- a) Sn= 1- ant-> Su= Ian After



VALOR ABSOLUT

Ovalor absoluto de um numer real x edefinito por : IXI= !E
A descri informal elque"firames o sinal" dex

,
mas matematics say chatos e

preferen diger que (x) x ele proprio ,
sex e'positio ,

mas
,
se x negativ ,

trocamos sew final lobtendo
,
class un numero positivo) . Em particular ,

IXII 0
.

151 = 5 1- 21 = 2 .

Teorma : Se a so
,

entro IXIX a see comentese - a < x = a
.

Prove : Temos que provar was afirmacies
: ① Se IxII a euto - a ?X a e

② Se-a X a
,
enter IXI < a .

Prova de⑪ : Se /x1< a entro (pela questio da provinc , ja que (x1=0) , -a -
- /x1

.

Mas x = /x) or X = - 1x1 e
, portanto ,

-a - (x) = x = /x) = a -

Provide
: Supanha agore que - a x = a

.
Disso seque que

- a - X- a
.

/

Assim
,
se kx=X

, IX)? a e seIXI=-x
,
tamber rale < a.



Na reta real
,
o conjunto [x : /x)=a] erepresentado pelo intervalo

Oteorenic sequinte e nuito importante a
[(x1<a] R

8) 8 I

varios contextos : chama-se a DESiGUALDADE FANGUNAR -

a o a

Tecroma : Para quaisquer mimeros reais x
,Y ,

Ix+y) = (x) + /y) .

Prova : Como -1x1<X=W) e-ly)=y</y) , obteros , somando , que

- (x-1y) < x+y = (x+ 1y)

Do teorema anterior
, sique que 1x+y)< 1x + 1y).

Teorema : Se X , X2 , X3 , ..., u say univers reais guaisquer , vale

I als Ixil .

i = 1

Prova : Exercisio usaudo induct . In

Oprximo tecroma e una versat de una day mais importantes designaldades am
matematica

,
a Desigualdade de Cauchy-Schwarz .



Teorma : So an , ..., an ,
bi

, ...,
Du sa miners rais qrasquer ,

Designaldadede(aib) (a: )-(b? ) Cauchy-Schwarz .

Prover : Co o quadrado do todo miner real e=0 ,
Vale & (aix+bil

2

= 0
,
e

isso vale para todo xeR .

Calculando os quadrados e somando , obtemos

Ax2 + 2Cx+ B = 0
,

onde A = daR
,

B = ED? e C = aibi
.

Mas um polinonic quadratic Ina varicrelx) que sempre maior or ignal a 0
tem que satisfager (do ensiro medio)

4 C2-4AB - 0 Ex C AB
.

Lembrando o que scaw A
,
Be C

, provenes o enenciado
.

"

Exercicio : Se (aibi)- (Fait . (2d)
,
o que isso querdiger sobre aie di ?


