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OS NUMER0S REAS 3

Agora valos mudar de atitude um porco e valos passar a ASSUMiR a

existencia de um corpo ordenado completo denotado por R ,
e chamado

- I

de corpo de numeros reais .

Um corpoordenado completo eum conjunto R ,
comderas operates + e ·

que satisfazem os

Axiomas de Corpo (1a6) : comutatividade
,
associatividade

,
distributividade,

existencian de elementos neutios
,
existencia de inversos .

Axiomas de Order (7a9) : existe um subconjunto R+ que efechado por + -·
tal que 04R+e sexeR e xFO

,

entr XeRow-XeR
, was

nat ambol
.

Axioma de Completide (10) : Rea carpoordenado completo , ist e , todo

subconjunto de R que elimitado superiormente tem um supreme .

Seria possivel provor a existencia de R partindo de axiomas "mais basicos" do

que os
listados acima (os Axionas de Cleano

,
por exemplol , mas no faremos

isso aqui .



Forema : Todo numero real as O possi una "rain quadrada" , isto e ,
existe be R

tal que b2
= a

.

Prova : Vinos que , an todo corpo ordenado , seo conjunto Sa: (x : xcal
ten supremo , entai o supremo b : SupSa satisfa b = a .

Assim
, para

provar o tearma , pastor mostrarmos que Sa e limitado superiormente , ja'que , pelo
Axioma de completode , seque que Sa tem supremo .

Como vinos, (a)
*
= 1+2a + a2 > a

.

Assim
,
se XC Ha

, segueque , come
Ha>0

S
x
2
= (a)2 > a e

, portanto ,
X4 Sa .

Isto e
,
Ha ecota superior

para Sa :

"

Forema : Seja ScRum subconjunto limitado superiormente e seja alepsilon) um
numero positiv qualquer . Ento existe seStalque >sups -3 .

Prova : Obvio
, practicamente : se no hounesse untals

,
entio sups-a seriou cota

superior para 5 ,
0 que contrading a definit de supremo , pois sups - a <SupS "

Forema :
O conjunto dos nomers naturals NCR eilimitadosoperiormente .

Prova : Suponha o contraro ,
istoe

, suponha que IN seja limitado superiormente .

Pelo Axioma
de Completude ,

existe entob = sup1N eR .

Pelo teorema anterior
,
existe ntI



tal que n < b-1
.
Mas isso quer dizer que n+1< be , como Ne um conjunto indutive

ne I
,
n+1 tambem esta em IN

,
o que contradit b = sup IN . Isso mostrar

, portanto ,

que IN
now e'limitado superiormente .

"

De voltaa RETA

Vimos anteriormente que erazovel representer corpos ordenados por retas or por
segmentos do retar

. Naqule momento not ever clar se fagia sentido user um
segments de reta finito . Agora fica caro que una reta infinite euman
representago grafica mais adequada dos reais R , ja que Re'limitato ,

tanto

para "a diveita" (ilimitado superiormete , ja que INCR eilimitato superimente)
quanto para "a esqerda" (ilimitado inferiormente , ja que os inteiros negatives
o so : Exerccio

. )
↳
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Una forma de interpretar o axioms de completode messa representator ediger que
todo segments dessa reta possvi pintos extremol e esses pintos say numeros reais .



Por exemplo ,
Sa=[XeR : x

2
< a) = [x+R : -a x <[]

- Era , - R

Aqui estalnos usando a notaco f ↓ I -

SupSa= a positivo
a +

W
isto e

,
0 simbolo a denote o miner real supSa , que provamos existin acima .

Assim
,
emborn tambem face sentido representar o corpo ordenado dos racionais Q come

una veta
,
essa veta serio muito "porosa" ,

cheic de "poutos faltando" em lugares
come sup 9X=Q : x*<2] (que ,

como vincos
,
no existe em ⑫)

.

Propriedade Arquimediana dos Numeros Reas

Teorema : Dados x<0 eyeR ,
existe neN talque nx > Y .

Prova : Seyc0
,
tome n = 1

.
Se y>0 , considere o numer /y =R+ ·

Como

IN eilimitado superiormente ,
existe n = N

,
n > Y/x .

Isto e equivalente
90 enunciado : >Y .

M



Uma forma de interpreter esse terroma e dijer que possivel medir a distancia da
terra so sol usando uma vegue de 30cm .

Exercicio : Quantas reques de 30 am so necessaras para fazer um poute para forhiges
viajarem da terra no sol ? Dado : A distancia aproximada da terra as

sol e 151 millies de quilometros .

Teorama : Supanha que tres nimeros reais a ,
x

, y satisfabem as sequintes designaldades
para todo ne :

a < = a+ -

Entai x = a
.

Prova : Se x > a
,
oteorema anterior implica que existe neIN talque (x-a) > y .

Mas isso e'equivalente a diger que x> a+Y , the contrading a segunda defigual-
dade do envuciado

. (Oudeusamos a primeira ? ) u

Esse tecrema pode parecer meio bobiul , mas ele sere varial veges util a seguir .

Teorema : Sejam A
,
BCR e C = hatb : a+ A

, beB] ·
Se A eB tem Supremos

enter (tambee tem e <upC = Sup A+ SupB .



Prova : Supanha que = supA e 5 = supB ·
Isso quer diger , a particular qu

= a

para todo at A eb 5 para todo bt B .
Portanto at D +5 paratodo

at A e beB . Ist mostra que at ecota superior parar J .
Pelo Axioma de Completo-

de
,

I tem supremo ie ,
como at ecota superior para C , i < a+5 .

Seja n= N . Por um feorema anterior
,
sabemos que , com

a = SpA
,

B
= supB , existen

elementos a + A e be B
,
tais que

a <a - feb < 5 - 1 .

Seque que
a+ b > ats - - => a+5 < a+b + n

e
,
come atbe)

, seque que
c
= SupC ,

satisfas at5 <i + 2/ ·
Portanto

,

juntando tudo , obtemos
: a+5 < + 2n

.

Cono isso rale para todo heM ,
o tecroma bobinho implica que i = a + 5 .

M

Exercicio : Enrucie e proveu teorema analogo para lufimos .

Serio
,
isfoe

,
os exercicios

que escrew agei sa importantes para wi extender e fixar as conceitos . Fage-
te

.

los unito importan



Exercicios : Seco 13 . 12 (p. 28) : + a 6
,
10
,
11

.


