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Enunciado

A viga poligonal ABCD esta sujeita a recalques de apoio e a variagdo de temperatura.
Os comprimentos das barras sdo Lag = 3m, Lgc =4m e Lcp = 5m. As barras tém
rigidez flexional El = 25000kNm? e sdo feitas de material de constante de dilatacgo
térmica oo = 1075 °C'1 e tém a sec3o transversal de altura h = 0,5m. Obtenha o
diagrama de momentos fletores e a rotagdo no ponto C. Considere os seguintes valores
numéricos: 54 = 3mm, dp = 2mm, ¢4 =5 x 10~ 3rad, Af; = —10°C e Af = 10°C.
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Figura: Representacdo esquematica do problema
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Tratamento do problema hiperestatico £) PEFUSP

® Como visto no curso, desmembramos o problema hiperestatico em um problema
no qual as acBes externas atuam na estrutura isostatica fundamental (EIF)
escolhida removendo GH vinculos redundantes (no caso em estudo, GH=1 e a
EIF foi obtida suprimindo o vinculo no ponto D), superposto ao problema do
carregamento unitario associado ao vinculo removido multiplicado pela incégnita
hiperestatica X (aqui, a reacdo vincular no ponto D).

B A8y C B c
28,
26,] 28,
40, | AB, + X.
A ® A
4 — vw) Ry;=12-=2
Y m Ri=1 « -
Ry=0
Sp 1
SN 1.
b D

Figura: Desmembramento do problema hiperestatico.

POLIs PEF 3401 3/12



Calculos preliminares e tratamento do problema hiperestaticoft#gsiuORIg

® Curvatura decorrente apenas da variagdo térmica (em mdédulo), valida para

| — o (BO1—0602) _ 20x1075 _ —4 .
todas as barras: |wy/| = « 5 = Soi0-T = 4x107%1/m;

® Momento fletor na estrutura hiperestatica (real): M = m+ Xm com m o
diagrama de momentos fletores decorrentes das acdes externas na EIF e m o
diagrama de momentos fletores decorrentes da acdo do carregamento unitario
atuando na EIF. Note que as a¢es externas atuantes na EIF contemplam
recalques de apoio e efeito de variagdo térmica, o que levaa m = 0.
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Acdes externas na EIF PEFUSP

® Mostra-se, na segunda Figura desta apresenta¢do e , as curvaturas
induzidas pela variacdo térmica. Como mencionado, m = 0 no problema em
estudo, pois as a¢cdes externas na EIF envolvem recalques de apoio e efeitos de
variacdo térmica.
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Carregamento unitario e esforcos virtuais na EIF £/ PEFUSP

® Como no exemplo anterior, 0 campo de esforgcos virtuais sera proposto na EIF e
associado ao vinculo removido, de tal forma que o diagrama de momentos
fletores decorrente da acdo do carregamento unitéario seja igual ao diagrama de
momentos fletores virtuais (m = éM).

® A Figura abaixo mostra as rea¢bes vinculares virtuais na viga poligonal ABCD
(em vermelho) e o diagrama de momentos fletores virtuais M = m (
) decorrentes da acio do campo de esfor¢os virtais proposto na EIF.
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Figura: Esforcos solicitantes e reacdes vinculares virtuais.

POLIs PEF 3401 6/12



Trabalho virtual complementar interno 6 7

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associada a variagdo térmica:
Todos os sinais sdo positivos, pois 6M tende a curvar no mesmo sentido de wy/':

07/5/\4( ds—/ M| w, |ds+/ |5M]|w} |ds+/ |5M||w)|ds =

3 5x5
—4x10* | 4+5) 4 xat 222
— 2 T2 2

|W,,‘ N’ BC \,—/
¢ AB cD

=172 x107*

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associada a flexdo

SMM sM X
/ ds:/ (m £ Xm) o X -
El El
N e
0, pois m=0
3 bxbx4 5
X 22x245)+5(2x5+2 AR A 5(2x5))) =72x%x1073X
(sg@@x2es)+s@xss2)+ 220 2@ xs))

0Ty =
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Aplicacdo do TEV {(€) PEFUSP

® Trabalho virtual complementar interno:
ST/ =0T g+ 06T g =172x107* 47,2 x 103X
® Trabalho virtual complementar externo (Prestar atengdo nos sentidos das

caso, os trabalhos todos sdo positivos, pois os sentidos das reacdes de apoio e
dos recalques conjugados s&o os mesmos):

STY = 0R16A+OR3pa+0EGp =3 x 107342 x 5 x 107341 x 2 x 102 = 15x1073

® Aplicagdo do TEV: 6T =0T, — X = —0,306kN
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Solugdo do problema real (hiperestatico) PEFUSP

® O diagrama de momentos fletores reais pode ser obtido lembrando do
desmembramento do problema hiperestatico, ou seja, lembrando que
M = m+ Xm, com m = 0 no presente problema. O mesmo comentario & valido
com relagdo as reacdes vinculares do problema hiperestatico (ndo exibidas). As
unidades da figura abaixo, representativa da solu¢do do problema hiperestatico
sdo kN e m.

D

Figura: Solugcdo do problema hiperestatico - diagrama de momentos fletores e
reacdes vinculares.
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Calculo da rotacdo ¢¢

® Foi visto no curso que o calculo de deslocamento em estruturas hiperestaticas
via TEV pode ser feito aplicando-se os esforgos virtuais na EIF (Lembrem-se de
que os esfor¢os virtuais sdo equilibrados, algo facilmente feito em uma EIF).
Assim, propomos o campo de esforcos virtuais ilustrado a esquerda que, por sua
vez, esta associado ao diagrama de momentos fletores virtuais 6 M e as reagdes
vinculares virtuais ilustradas a direita:
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(a) Esforcos virtais propostos. (b) dM e reacdes vinculares vir-

tuais.
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Célculo da rotacdo ¢¢ (€) PEFUSP

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associado a variagdo térmica
(Observe os sinais (-) decorrentes da diferenca entre os lados em tragdo por
conta da variacdo térmica e de 6M):

57*9_/5/\4( w)l)ds =

7/ 15M]|w \dsf/ SM|[wllds+ 0 =
. BC ~~
SM=0 em CD
—(4x107% x1x3)—(4x107*x1x4)=-28x10"%

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associado a flexdo
(Lembrem-se de que, para o calculo de deslocamentos em estruturas
hiperestaticas, é necessario conhecer o diagrama de momentos fletores da
estrutura real!! Observe que M e §M tracionam o mesmo lado, levando a um
trabalho positivo em AB e BC. Como 6M = 0 em CD, essa Gltima barra ndo
contribui no termo em calculo.):

1 3 1
0Tiy= [ Mg ds == (1 x (1,53+0,61)§) + = (1x153x4)=37x10"*

El El
AB BC
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Célculo da rotacdo ¢¢ (&) PEFUSP

® Trabalho virtual complementar interno § T = 6T, + 0T, = —24,3 x 1074;

® Trabalho virtual complementar externo 6 T = 6E¢c — 6R1¢pa = pc — 5 x 1073
(o primeiro sinal positivo indica que escolhemos ¢¢ no mesmo sentido do esforgco
virtual §E (horario). O segundo sinal negativo vem da diferenca de sentido entre
a reacdo vincular virtual §R; e o deslocamento angular real (recalque) em A).

® Aplicagdo do TEV: 6T =0T < ¢c = 2,6 x 10~ 3rad (o sinal positivo obtido
indica que, de fato, a rotagdo & no sentido horario).
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