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Enunciado

Considere o sistema estrutural abaixo ilustrado formado pelas barras AB, BC e BD,
todas de comprimento igual a 4m. A estrutura reticulada é solicitada por um
momento concentrado e por variacdo de temperatura caracterizada por Af; = 20°C e
Al = —20°C. As molas 1 e 2 t&m, respectivamente, rigidez k; = 10°kN/m e

k2 = k1/2. As barras t&m segdo transversal retangular b x h = 0,20m X 0,40m e so
feitas de material de constante de dilatacdo térmica oo = 10~5 °C! e médulo de
elasticidade E = 2,5 x 107kN/m?. Obtenha o diagrama de momentos fletores e a
rota¢do no ponto B.
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Figura: Representagdo esquematica do problema
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Tratamento do problema hiperestatico

® Como visto no curso, desmembramos o problema hiperestatico em um problema
no qual as acBes externas atuam na estrutura isostatica fundamental (EIF)
escolhida removendo GH vinculos redundantes (no caso em estudo, GH=1 e a
EIF foi obtida desconectando a mola 1 do restante da estrutura) superposto ao
problema do carregamento unitario associado ao vinculo removido multiplicado
pela incégnita hiperestatica X (aqui, a forca na mola 1).
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aincognita

hiperestatica (no
exemplo, a fora
na mola 1)

Momentosfletores () e
reagdes de apoio
decorrentes do
carregamento externo
aplicado na EIF - atentar par
agio-reagio do exercicio!!

Figura: Desmembramento do problema hiperestatico.
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Calculos preliminares e tratamento do problema hiperestaticoft#gsiuORIg

® Momento de inércia: | = %5 = 1,06 x 10—3m?;

® Forca real na mola 1: Fp 1 =04 1X;

bh®
1

® Forca real na mola 2: Fp2 =25+ %;

® Curvatura decorrente apenas da variagdo térmica (em mdédulo):

NI, -5 _

( 5 2) = Uxio-t = 107%1/m;

® Momento fletor na estrutura hiperestatica (real): M = m+ Xm com m o
diagrama de momentos fletores decorrentes das acdes externas na EIF e m o
diagrama de momentos fletores decorrentes da agcdo do carregamento unitario
atuando na EIF.

lwg'| = a
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Acdes externas na EIF (&) PEFUSP

® A Figura abaixo mostra as reag¢des vinculares na viga poligonal ABCD (em
vermelho) e o diagrama de momentos fletores m ( ) decorrentes das
acbes externas atuando na EIF. Também sio mostradas, , as
curvaturas induzidas pela variagdo térmica.
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Figura: Esforcos solicitantes e reacbes vinculares decorrentes das acdes externas na
EIF.
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Acdes do carregamento unitario na EIF

® A Figura abaixo mostra as reag¢des vinculares na viga poligonal ABCD (em
vermelho) e o diagrama de momentos fletores m ( ) decorrentes da
acdo do carregamento unitario atuando na EIF.
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Figura: Esforcos solicitantes e reacdes vinculares decorrentes da acdo do
carregamento unitario na EIF.
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Esforcos virtuais propostos

® Para a aplicagdo do TEV, propomos o seguinte campo de esfor¢os virtuais sobre
a EIF, motivado pela escolha feita para a EIF. Note que os esforgos virtuais sdo,
por definicdo, esforcos equilibrados e é trivial essa proposicdo na EIF. Veja,
ainda, que os esfor¢os virtuais propostos levam a §M = m e a reagdes vinculares
virtuais iguais aquelas obtidas quando da aplicacdo do carregamento unitario na

EIF.
A B C
A .
§E =1
— —b
k, 6E =1

Figura: Esforcos virtuais propostos.
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Trabalho virtual complementar interno 6 7

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associada a variagdo térmica:
Atentem para os sinais, associados a diferenca (-) ou igualdade (+) entre os
lados tracionados por 6M e a curvatura decorrente da a¢3o térmica:

6T,-f9 :/6M(—w{,’)ds:—/ \6M|\w(§’\ds+/ \6M|\w(§’\ds—/ |SM||wy |ds =
AB BC BD
2x4

4x4
=-10"3x +1073x 2221073 x % =-8x10"3=_-80x10"*

Notem o diagrama &M

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associada a flexdo:

MM M(m + X/
ar,ff,:/‘sEl ds:/(s (mEJI“ ™) ds — + X -

= + +.0_+
BD

AB BC

+X = +X =
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Aplicacdo do TEV

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associada as molas:

* < F FIW.; X 1 X 1
5T motas = 0Fm.1 /21 +0Fma = x4 (2.5 + 5) o=
2 2
Sreal |1 Sreal ,2

=25x107*+15x107%X
® Trabalho virtual complementar interno:

0T =6T g+ 6T g +0T;

,molas —

—80x 1074420 x 1074 4+12x 104X +15x1074X +25x107*
® Como ndo ha recalque de no apoio A, o trabalho virtual complementar externo é
nulo (§TF = 0)
® Aplicagdo do TEV: 6T =0T, =0 — X = 4,26kN
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Solucdo do problema real (hiperestatico)

® O diagrama de momentos fletores reais pode ser obtido lembrando do
desmembramento do problema hiperestatico, ou seja, lembrando que
M = m+ Xm. O mesmo comentario é valido com relacdo as reacdes vinculares
do problema hiperestatico. As unidades da figura abaixo, representativa da
solugdo do problema hiperestatico sdo kN e m.

2,5+ 428, 4,63
A B ¢ 9% ot
4,26A
k2
4,26
2,5+ e 4,63 ‘

k, 426 426

Figura: Solugdo do problema hiperestatico - diagrama de momentos fletores e
reacdes vinculares.
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Caélculo da rotacdo ¢p

® Foi visto no curso que o calculo de deslocamento em estruturas hiperestaticas
via TEV pode ser feito aplicando-se os esforcos virtuais na EIF (Lembrem-se de
que os esforgos virtuais sdo equilibrados, algo facilmente feito em uma EIF).
Assim, propomos o campo de esforcos virtuais ilustrado a esquerda que, por sua
vez, estd associado ao diagrama de momentos fletores virtuais M e as reacdes
vinculares virtuais ilustradas a direita:

6E=1

A '/B\ C A B
A k, A k,

nool»—k

P b e b

ke, ky
Figura: Esforgos virtuais propostos na EIF.
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Caélculo da rotacdo ¢p

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associado a variagdo térmica:
0Ty = J M(—w/')ds = 0 (ver anti-simetria do diagrama §M do problema de
célculo de deslocamentos);

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associado a flexdo
(Lembrem-se de que, para o calculo de deslocamentos em estruturas
hiperestaticas, & necessario conhecer o diagrama de momentos fletores da

estrutura realll):

M 4
0T g = [ SM—ds = 2 xX—(18,52 x (2 x 0,54+ 0)) =
= [omMgds= 2 x L(852x(2x05+0)
simetria de MéM
- w =926 x 1074
6E/
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Calculo da rotacio ¢pg PEFUSP

® Parcela do trabalho virtual complementar interno associado as molas:

Fm,1 . Fm,2 4,26 14,63 _
ST* =6F, 1Y 4 5F,, =0x— = =1,16 x 107*
i,molas m,1 k1 + 2 ko k1 + 8 ko
S~~~ S~~~
Sreal,1 Sreal,2

® Trabalho virtual complementar interno
0T =0T g+ 6T g +0T7, e = 9,26 X 1074 +1,16 x 1074 = 10,42 x 1074,

® Trabalho virtual complementar externo 6 T} = §E¢p = ¢p (o sinal positivo em
6 T implicitamente indica que assumimos a rotagdo em sentido anti-horario).

® Aplicagdo do TEV: 6T =0T] <> ¢pp = 1,042 X 10~3rad (o sinal positivo
obtido indica que, de fato, a rotacdo & no sentido anti-horario).

® Caso também fosse solicitado o valor do deslocamento horizontal na mola 1, o
resultado é trivial. Como conhecemos o valor real da forca nessa mola, bastaria
dividir essa forca pela constante de rigidez dessa mola. Vale o comentario
analogo para a mola 2.
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