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Matriz de admitancias

* Equacionamento
* Ramos: Contém somente elementos passivos

* Nos: Interligam os ramos e onde séo inseridas as fontes (corrente ou tensao).

Va
Im M I e no I,
S —
Y,=1/Z,
Vm Vn
0
|
* Do circuito:
Va =Zaly (1)
YEVA = (2)

* Onde: Z, e Y, sao, respectivamente, a impedancia e a admitancia primitiva.,
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Calculo de Parametros

* Aplicando a lei de Kirchhoff nos nés e nos ramos:
s e mif 1 ISR
= | i S5 i
-l et )

* Substituindo em (2):
m| 1 NNV I
R i
n|-1 VAR

- £ #3501 -

G Y e W

n

n

* (3) € a equacao de admitancia nodal do ramo e a matriz de coeficientes € a matriz
de admitancias nodal.

* A matriz é singular, pois nenhum no esta conectado ao no de referéncia.

°* Se 0 no6 n fosse conectado ao n6 de referéncia;
m

m[Ya][Vm] R [Im]
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Matriz de admitancias

* A matriz de coeficientes relacionando as tensées e correntes dos nos surge devido a

multiplicacao:
m n

r:{—ll}[lm _”1] 3 r:{_ll _J

* A matriz anterior € chamada de bloco (matriz) de construcédo, e é importante na
representacao das redes mais complexas.

* Cada ramo da rede possui uma matriz similar marcada de acordo com os nos da
rede aos gquais o0 ramo esta conectado.

* Para obter a matriz de admitancias nodal completa da rede, basta combinar as
matriz de cada ramo somando 0s elementos com linhas e colunas de igual
marcacao.

* A soma causa 0 somatorio das correntes dos ramos, que fluem de cada no, a se
igualar a corrente total injetada no no (22 Lei de Kirchhoff).

* Na matriz geral, os elementos fora da diagonal principal serdo o negativo da soma
das admitancias entre dois nos e os elementos da diagonal principal serdo a soma
das admitancias conectadas a um no.
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Matriz de admitancias

* Exemplo:

* Matriz de coeficientes dos ramos:

g2 31 2onl

3[i]Y SIL. oLl S Dl 2k Ll
RN R R IR [ R AR I R R R

4 2 I

AR A 4[1]\(
=2 N RN (R S R B g
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Matriz de admitancias
* Combinando as matrizes de coeficientes:
|
8 1 2 3 4 5 J
LR Yy e Y, |
2| Yy Y, +Yq +Ye Yy, Y, |
Sl e Y, Y, +Y, +Y, 0
4] =Y Y, 0 Yo +Y; +Y,
. * Sistema de equacdes nodais da rede:
3 1 2 3 4 TS S 3
1| Y. +Yq +Y; —Yy4 LA e \A 0
ol Yy Yo B Y Sy Y, V,| |0
3 e e Ya Ry e 0 VAN
AL Y, 0 e RGN R TS
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Matriz de admitancias
* Ramos com mutuas |
I | l Zu b " 1o }
- vy ke i
Va Za Zb Vb |
I T T lq
%l |%
* Equacéao primitiva (impedancia):
Va N Za ZM Ia
W Z ]

* Equacéo primitiva (admitancia):

- -1

2Rz R 1 Z, —ZM}_[Ya YM}
TAN ey A A YinoXp,

_Ya Ym || Va BN R
Ym Yo [Vl Ll )

TR ——— Ry - " T ne S
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Matriz de admitancias

* Colocando V, e V, em fungao das tensdes nos nés m, n, p e q:

|

3 N l

monop g |'m Vim |

Ve [V VR R g G (A Vi |
Vi R Vo s Vo g g iV SRRV,
_VQ_ _VCI_

= E, para as correntes:
Inl ml1 0]

m
lhl] ni-1 0 {Ia} [ATP&}
b | p|O 1]l ly
g O

* Substituindo em (4):
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Matriz de admitancias

A

. _Vm _ _I . T
T| Ya Ym Vi I
Ym  Yp D 0
Wl el
* Portanto:
S5 n P e R
n _Ya Ya _YM YM Vn & In
P Y —Yum VNS (8 Vp |p
a =G Y| e VR
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Matriz de admitancias

* A matriz nodal dos ramos mutuos pode ser formada por inspecao:

RSN D[RR |
m 1 - Ve 1 —1Y |
R TR e |
m n RO
IR e
P Yy, P Y,
0| B A il

* Se dois ou mais nos forem os mesmos (curto-circuitados), basta somar as linhas e
as colunas correspondentes:

* Exemplo: V, =V, e |, e l, sao partes da mesma corrente injetada (sao somadas).

* Se um dos nos for o no de referéncia, basta eliminar a linha e a coluna pertencentes
ao no.

* Exemplo: n6 n é a referéncia: V,, = 0 e |, ndo precisa ser representada, pois ela é
dependente das outras correntes.
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Matriz de admitancias

Ym Yb
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-

q

ﬂ(— j6,25)

* Exemplo: Z,=7,=]0,25 Qe Z,,=j0,15 Q e n6 n = q (curto-circuitados)

i3,75
6,25
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Matriz de admitancias

* Como n = g (curto-circuitados), somam-se as linhas e colunas de n com as de Q:

m p q -2 =
m[ -j6,25 i3,75 i6,25—j3,75 Vs [
p i3,75 ~i6,25 ~j375+6,25 ||V, |=| I,
q|i625-j375 —j3,75+(6,25 —2x6,25+2x375] v, | |l +l,

* Resumo dos passos:

1) Inverta a matriz de impedancias primitiva de cada ramo para obter a matriz de admitancias
primitiva; Um ramo simples possui uma matriz 1x1, dois ramos com mutuas possuem uma
matriz 2x2 etc;

2) Multipligue os elementos de cada matriz de admitancias primitiva pela matriz 2x2 de
construcao;

3) Rotule as duas linhas e duas colunas de cada matriz de constru¢ao “diagonal” com os
nameros dos nés das correspondentes admitancias préprias. No caso de ramos mutuamente
acoplados e importante rotular na ordem do né marcado pelo ponto para o0 n6 sem o ponto;

4) Rotule as duas linhas e as duas colunas da matriz de construcao, fora da diagonal, com os
ndmeros dos noés alinhados e consistentes com os rétulos das linhas e colunas associados em

(3).

5) Combine, somando, os elementos que tiverem o mesmo roétulo de linha e coluna para obter a
matriz de admitancias nodal da rede inteira. Se um dos nés € a referéncia, omita as linhas e
colunas associadas a este para obter o sistema matricial da rede.

TR T
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Matriz de admitancias

* Modificagao de Y

* Quando for necesséario modificar a matriz Y, por conta de uma alteragao na rede, ndo ha
necessidade de montar novamente a matriz do zero.

* Utilizando os conceitos das matrizes de construcao pode-se alterar os elementos da
matriz Y,,, condizentes com a alteragéo da rede. Esta modificacao é realizada somando-
se ou subtraindo-se os elementos com 0s mesmos rotulos de n6 da matriz Y.

* Exemplo: Retirar o acoplamento mutuo da rede a seguir, dado a sua matriz Y ..

3 1 2 3 R
—j16,75 J1175 j2,50 2,50

j11,75 -j19,25 j2,50 5,00
12,50 S N250: 5800110
| j250  j5,00 SR TN

Ybus =

A WO DN P
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Matriz de admitancias

* Passo 1: Remover os ramos com acoplamento mutuo, subtraindo de Y, a seguinte
matriz (ver exemplo anterior): 1 2 3 4

1[-j6,25 3,75 2,50

o Ziare [o2s \[2.50

bus1 ™3| j2,50 2,50 —j5,00
4

* Passo 2: Somar a Y, as seguintes matrizes:

SR N N NS
IRE ST HEN TR
2R B e R R ~
Sredg |G Seasalt g EIE0)
4| ! 4| |
*  Entao: 1 2 3 4

—j14,50 j8,00 j4,00 j2,50
i8,00 —j17,00 (4,00 5,00
j400 j400 -j880 O

| j250  j5,00 O 830

Ybus,nova :Ybus 3R AYbus,l iz AYbus,2 ol AYbus,3 59

A WO DN P
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Matriz de admitancias

* Matriz de Incidéncia da Rede e Y,

* Até agora as equacoes nodais dos ramos (ou par de ramos mutuamente acoplados),
componentes da rede, foram obtidos separadamente um do outro e, entdo, combinados |
em ordem a obter a matriz Y, completa. |

* Podemos tratar o processo de maneira geral, ou seja, tratar todas as equacgoes do sistema
simultaneamente.

* Procedimento geral:
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Matriz de admitancias

—j0,80 :
~i6,25 j3,75
i3,75 —j6,25
8,00
—j5,00

: . . . N 2 Eh
: . . . . e

impedancia do ramo, exceto para ramos com acoplamento muatuo.

Yor [Vor [=lle ] ®)

* De forma compacta:

g

* 1) Dispor a matriz de admitancias primitiva de cada ramo (ou juncao de ramos, no
caso de acoplamento mutuo) dentro de uma matriz primitiva geral:

* Cada ramo contribui com uma entrada na diagonal com valor igual ao inverso (simples) da

* As equac0es primitivas nao informam como os ramos estao conectados na rede.

* A configuracdo geométrica dos ramos, topologia, € fornecida por um grafo orientado.
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Matriz de admitancias

* 2) Construcao do grafo:

* Cada ramo é representado por uma linha direta entre seus n0s com uma seta indicando o
sentido da corrente.

* Quando um ramo conecta um nd, o ramo e o0 nd sao ditos ser incidentes.
* Um grafo pode ser descrito em termos de uma matriz de incidéncias (ou conexao).

* A matriz de incidéncia [A] possui uma linha para cada ramo e uma coluna para cada no. O
valor de cada elemento da matriz segue a seguinte regra:

0O seoramoi néo se conectaao no j
a; =41 se a corrente no ramo i é dirigida para fora do no j
-1 se acorrente no ramo i é dirigida para dentro do no |
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Matriz de admitancias

referéncia).

* O no de referéncia néo é representado na matriz.

NN
0O O
Bsesd
-1 0
e R
Oaesd
-1 0

0 0

22

I
ol = P o
o e it e S
e e oo o

[Vpr ] = [A] [V] (6)

* A matriz [A] possui dimenséo R x N, para uma rede com R ramos e N nos (excluindo a

* 3) As tensOes nos ramos sao, entao, relacionadas com as tensdes nos nds por:
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14/05/2014

I ——
18



Entao:

Matriz de admitancias

R O e BN |

Vy, FRe R R
Vi |

V. = RSN RN R o Y |

Ve Si e e e G |
V3

V, g T o S

WA B MO R D

Vom0 g

. * 4) As correntes nos ramos sao relacionadas com as correntes injetadas nos nos por: .

o =, O O

B B
e NN RGN
ERa NG
(BRSO NS
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Matriz de admitancias

Multiplicando (5) por [A]" e substituindo (6) e (7):
(AT [Yer J[Var J=[AT 1]
(AT [Yor JATHVI=11]

Entao:

[Yous]=[A]' [Yr J[A]
[Y,us] € @ matriz de admitancias nodal da rede e tem dimens&o N x N. .

Para a rede dada, as equacdes nodais em forma matricial sera:

—j16,75 j1175 j2,50 j2,50 [V, 0
1175 & =j19,25" 2,50 5,00 {IVoi 0
j250 j250 -j580 O ||Vs| | 10£-90°

| j250  j5,00 0 -j830]V,| |068£-135°]

T ——— BT ——— BARAERCe e s e o —
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Matriz de admitancias

* Meétodo da Eliminacao Sucessiva (Gauss)

* Usado para resolver o sistema de equacdoes nodais sem a necessidade de inverter a
matriz de admitancias da rede.
YiVp +Y1oVo +Y13Va + Y10V, =1y
YoiV1 + YooV +Y53Va + Y5V, =15
Y31V1 +Y35V5 +Y33V3 + Y3,V =13
YaV1+ Y42V +Y43Va +YgaVy =1y

* O objetivo da eliminacéao é: reduzir o sistema de quatro equacdes e quatro variaveis para
um sistema de trés equacdes e trés variaveis e este para duas equacdes e duas variaveis
até chegar em uma equacao e uma variavel. Entdo, conhecido o valor da quarta variavel,
substituir o valor na equacéao precedente e encontrar o valor da terceira variavel e
proceder desta forma até encontrar o valor de todas as variaveis.

* Eliminacéo de V, das equacoes: divisdo da primeira equacéo por Y, (pivo).

Y
V1+Y£V2+£V3 Y£V4=i|1 (8)
Yll Y11 Yll 11

Profs. Silvio Giuseppe Di Santo e Carlos Eduardo de Morais Pereira 14/05/2014
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Matriz de admitancias

* Multiplicando (8) por Y,,, Y3, € Y,, € subtraindo o resultado das outras trés
equacoes, obtém-se:

Y5,Y
Y22 NS Y21Y12 V2 38 Y23 N B ) V3 B Y24 2N Y21Y14 JV4 o |2 £ hll
Yll Yll Yll Yll
YaqY. YaqY Y2, Y. Y
Y32 ——3\’(1 12 Vo +| Ya3 _—3\’; = V3 +| Y3y _—3\’; 14]V4 =13 _Y_31|1
11 11 &1 1kl
Y Y Y 1Y Y, Y Y
Y42 N2 V2 3R (Y43 141713 ]VB o [Y44 A e ) Jv4 = |4 RN ﬂll
Yll Yll Yll Yll

* Observa-se gque os coeficientes das equacoes gque irao permanecer sao
multiplicadas pelo seguinte termo:

yhovo _ v _inYik
IR R
~ - ]
* E as correntes seréo subtraidas por:
Ji
——1
Yi
* Onde i significa a equacao que esta sendo eliminada, que no caso acima € a

primeira.
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Matriz de admitancias

. e EmEsey

* Entado, eliminando a segunda equacéao (do novo sistema): pivo = YZ%)

Y
Vizy, 4 L3y, Sy

11 Y11 Y11 Y11
Yz(;)vz +Y2(§>V3 +Y2(411)V4 = 'él)
YV, + YN Y, =1
YV YN v, =1

V) +

(1) Ys(;)Yz(é) 1) Y;S)Yz(i)

(3 _ Y32 (1)

Yo, — Vi +| Yo,/ — AV A ey

33 YZ(;_) 3 34 YZ(;) 4 3 YZ(%) 2

o ee o e ol e

43 Y(l) 3 44 Y(l) 4 4 Y(l) 2
22 22 22
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Matriz de admitancias

* Eliminando a terceira equacao (do novo sistema): pivo = Y3(32)

Y
11 11 5 B 11 |
Vo 6 |
Va + 23V, =2y, = % 518 1%
Y22 Y22 2

2 2
Y3§3 3+Y:§4 4=§)

2 2
Y4$3 3 +ng4 4% |£1 :
s lElEse: w—

(2 (2)
Y44 Ny 43)Y34 V4 = |£12)_%|g2)
33 Y33

* Da equacgao anterior calcula-se V, e, por substituicao nas demais equacoes,
calculam-se as outras tensoes: V;, V, e V,.

T —— FOT——— . M et s e e e e S
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Matriz de admitancias

* Eliminacao de nés (Reducao de Kron)
* Vantagem: reducao de uma rede para uma rede menor com as barras de interesse.

* Processo de eliminacéo de Gauss mostrou a possibilidade de solucionar o sistema de |
equacoes nodais sem precisar inverter a matriz de admitancias nodal da rede.

* Por meio desse processo observa-se que ao eliminar uma variavel é idéntico a reduzir a
rede, uma vez que uma rede equivalente é obtida com a eliminacdo de um né em cada
passo.

* Em barras sem injecao de corrente pode-se aplicar a reducdo de Kron, que simplesmente
é a eliminacao de Gauss, porém sem alteracédo das correntes injetadas nas outras barras.

* Desta forma, basta escolher a barra (ou no) a ser eliminada e aplicar a expressao a seguir
para obter os novos valores das admitancias das barras remanescentes.

YiYi
Y.

novo __

* Onde o indiceiindica a barra a ser eliminada.

T ——— BT ——— BARAERCe e s e o —
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Matriz de admitancias
* Exemplo: Eliminar o no 2 da rede anterior.
—j16.75 1175 j250 « j2:50 [V 0 ]
j1175 -j19,25 j2,50 5,00 ||V, | 0
j250 j250 -j580 O ||V5| | 10£-90°
| j2,50 5,00 0 -j830]V,| [068£-135°]
* O pivo seray,, = -19,25.
* Aplicando a expresséao anterior na linha 1:
R % =-j9,57792

22

oo
YR e et 0597
Y22

Y,5Y :
Ve e e s e
. Y22 Va = .
Procedendo da mesma forma para as linhas 3 e 4, obtém-se o seguinte sistema:

—j9,57791 j4,02597  }5,55195 || V; 0
]4,02597 —]5,47532 j0,64935 ||V, (=] 1,0£-90°
j5,55195 j0,64935 —j7,00130 ||V, 0,684 —-135°
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Matriz de admitancias

* Que produz circuito equivalente:

-j0,64935

—/'mzj\—

-j4,02597

3

1,0£-90°A +T>

j0,8

-j5,55195

-j0,8

4

1)0,682-135°A

L\ +

* Fatoracao triangular (LU)

Em estudos praticos, o sistema de admitancias nodal (de grandes redes) € resolvido sob
diversas condicOes de operacao da rede.

Muitas vezes 0s parametros e a configuracédo da rede sao fixos e sao variadas as injecoes

das fontes. Desta forma, a matriz Y, € a mesma e ha variagdo nas correntes injetadas
nos nos, variando as tensdes n0S Mesmos.

Esforco computacional pode ser evitado se o processo de eliminacao de Gauss nao tiver

de ser repetido.
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Matriz de admitancias
* Afatoracao pode ser feita da seguinte forma: \ X
1 Y12 Y13 Y14
v 2 TR Ny |

- (1) Yol
TG : RN S S )
[L]= IR [U]= Mosaos
Y31 Y32 Y33 ) Y(z)
_Y41 ng) ng) Yﬁ)_ ' ' : %

Y —
33

* Entao:
[L][U] % [YbUS]

* Os coeficientes da matriz [L] sdo as colunas eliminadas em cada passo da
eliminacao de Gauss.

* Os coeficientes da matriz [U] sdo os termos remanescentes em cada passo da
eliminacdo de Gauss.

ey T —
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Matriz de admitancias

* Realizada a fatoracéo, o sistema pode ser resolvido da seguinte forma: |
[Yous ][V ] =[] |
LLIV=

* Um passo intermediario é:
Lvi=[] e [Ulv]=[v]

Os sistemas séao resolvidos apenas aplicando substituicoes, ndo necessitando
realizar a inversao das matrizes.

B e " e —— — - — R E———
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Matriz de impedancias

* Matriz de impedancias
* Pode ser obtida pela inversao da matriz de admitancias.

* Porém, quando somente alguns de seus elementos sao necessarios, é possivel obté-los
por meio da matriz de admitancias, sem a necessidade de inverté-la.

* Necessario obter as matrizes LU de Y.

* O processo de obtencao dos elementos que se deseja da matriz de impedancias € o

seguinte:
* Multiplica-se [Z,,] por um vetor com valor 1 somente na posi¢ao da coluna (ou colunas) a
ser extraida:
( Zyy Zy Zim Zin [[ O] | Zim |
Ly Ly Zom Zon || O Zom
Zml Zm2 me ZmN 1m me
IANERRANp Zm ZuN JLO ] [ ZNm |
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Matriz de impedancias

* O vetor de impedancias obtido pode ser escrito como:

[Z{’T’S}: z.

ZN
. * Sendo o produto da matriz de admitancias pela matriz de impedancias igual a matriz

identidade: T LR
0 0
0 0
[Ybus][zbus] = [Ybus][zgths} X [L][U ][Z&s} =,
1 T
BN 0 — L O -
* Entao, o vetor [Z{)Tjs] pode ser calculado por simples substituicGes, como no caso das
tensoes.
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Matriz de impedancias

* Exemplo: obter os valores de impedancias da terceira coluna de [Z, ]

fg - - - |[1 up Ug uy|[Zis| [O
b £ - . |- 1 Uy Uy |23 |0 |
e R P A SR S R R VS |
i afanantysn Lagile s s i s R0

* Fazendo:

’611 . . . Xl 0
L300 Sapiatas it RGN L
0

* POF SUbStItUIQéO Xl = 0 X2 == O X3 :]/€33 X4 = _643/(€44£33)

T —— FOT——— . M et s e e e e S
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Matriz de impedancias

* Entao: |
Z43 — X4 1

L3z = X3 —UggZy3
Zyz =Xy —Upzlag —UyysZys

Zy3 = Xp —UjpZo3 —Uy3Z33 —Uy4Zy3

* Impedancia vista da barra (ou nd) 3, Z,;, € a impedancia de Thévenin.

* No caso em gue se deseja obter a impedancia de Thévenin vista entre duas barras
(por exemplo 3 e 4), basta realizar o seguinte procedimento:

Ligants Xq 0
€1 £y Xa1_| 0
€31 L3p {33 X3 1
Lar Lap faz Laa||Xs] |1
(1 up Ug Uy |[Zig—Zia| [ %]
1 Upz Uy || Zos—Zoa|_| %2
1 Uzy||433z—Zas| |X3
i 1 | Z43—2Zaa] [Xa_
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Matriz de impedancias

* Entao:

X
=

Il

o

Xp=0  X3=1/l3; Xa ==Y 044 —Ca3/(Laals3)

Zy3 =Zas =%y

L33 = L34 = X3 —U34Zy3

Zy3 —Zps =Xy —Up3Z3z —UpsZy3

213 =24 =Xy —UppZo3 —Ui3Z33 —U1aZ43

* Impedancia vista entre as barras 3 e 4 sera (impedancia de Thévenin):

Zinzs =(Z33 = Z34) —(Z43 — Z44)

3

233 '234

34 =143
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