A INTEGRAL DE RIEMANN EM TRES VARIAVEIS

1. INTEGRAL EM PARALELEPIPEDOS
2. INTEGRAL EM DOMINIOS LIMITADOS DO ESPACO
3. INTEGRAIS ITERADAS E O TEOREMA DE FUBINI

Como no caso de duas variaveis, a ferramenta principal para o calculo
de integrais triplas é reduzi-las ao calculo de integrais de uma variavel
denominado integracao iterada.

3.1. Teorema de Fubini em paralelepipedos. Seja W = |a, b] x
[c,d] x [d,e] um paralelepipedo compacto em R*. Observe que W =
R x|e, f],sendo R = [a, b] X [c, d] um retanguloem R?. Se f : W — R
¢ uma fungao continua (por simplicidade), podemos definir, para cada
(z,y) € R a fungao de uma variavel f,,(z) = f(x,y,z). Por
integracao simples, obtemos a funcao de duas variaveis, ¥(x,y) :=

fef fay(2) dz. A integral

/7€¢(x7y)dxdy_/7€(/effxy(z)dz)-

¢ chamada integral iterada. Usando o Teorema de Fubini para
integrais duplas, podemos transformar o calculo da integral e R em
uma integragao iterada. O Teorema de Fubini afirma que o valor dessa
integral é exatamente o valor da Integral tripla em W.

Teorema 3.1. (Teorema de Fubini para paralelepipedos) Supon-
hamos que f : VW — R seja uma funcao continua no paralelepipedo
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W=Rxle, f] = e, fl e

// flz,y,z)drdydz.
Entao temos

Lw(x,y)dxdy/n</effxy(z)d2)
_/ab (/d (/eff(a:,y,z)dz> dy) dr.

Observacao 3.2.

e O resultado ainda vale se supusermos apenas que f € in-
tegravel em W. Nesse caso, porém, a funcao (x,y) estard
definida exceto em um conjunto de conteido nulo (onde pre-
cisa ser definida de alguma maneira de modo a ficar limi-
tada).

e Como no caso de duas varidveis, ha vdrias ordens possiveis
para a integral iterada (de fato, aqui hd 6 possibilidades). Por

exemplo, I = fef (fcd (fabf(x,y,z)dx) dy) dz, etc.

Exemplo 3.3. Cualcule a integral ffw 2xy + 22dxdy, sendo W =
{(,y,2) : 0<2<21<y<2—-1<2z<0}.

3.2. O Teorema de Fubini em dominios mais gerais. O Teo-
rema de Fubini pode ser estendido para dominios mais gerais. em par-
ticular, para dominios do tipo I, I e II1I, cujas definicoes lembramos
aqui por conveniencia:
e Dominios do tipo I- D = {(z,y,2) € R®: (z,y) € D,, €
R? a(z,y) < z < B(x,y)}, sendo D,, € R? conjunto compacto,
a(x,y) e B(x,y) funcdes continuas.
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e Dominios do tipo II- D = {(z,y,2) € R®: (z,2) € D, €
R? oz, 2) <y < B(x,2)}, sendo D,. € R? conjunto compacto,
a(x, z) e B(x, z) fungdes continuas.

e Dominios do tipo III- D = {(z,y,2) € R®: (y,2) € D,, €
R?, a(y, z) <z < B(y, 2)}, sendo D,. € R? conjunto compacto,
a(y, z) e B(y, z) fungdes continuas.

Teorema 3.4. Seja D um dominio do tipo [ e f : D — R uma
funcao continua. Entao temos

fla,y,2)dzdydz = B(x’y)f(x,y,z)dz dady.
D Dy y az,y)

Observacao 3.5.

e Resultado andlogo vale para dominios do tipo I e Il e também,
em vista da Prop. 3.8, para dominios que possam ser dividi-
dos em dominios desses tipos.

e O resultado ainda vale se supusermos apenas que f € in-
tegravel em W. Nesse caso, porém, a funcao (x,y) estard
definida exceto em um conjunto de conteido nulo (onde pre-
cisa ser definida de alguma maneira de modo a ficar limi-

tada).

Exemplos 3.6. Calcule as integrais triplas:

(1) [[[,yzdxdydz, onde D = {(z,y,2) : 0 < z2<1, 0<y<
22, 0 <z < z+2} (Resp: L.)
(2) [f[p ydadydz, onde D € a regido abaizo do plano z = x + 2y

e acima da regido no plano xy limitada pelas curvas y = x2,

y =0 ex =1 (Resp: 5.) item [[[,zydzdydz, onde D
¢ o tetraedro solido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) e
(0,0,3). (Resp: 55.)
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(3) [[[,x dzdydz, onde D € limitada pelo paraboldide x = 4y* +
42% e pelo plano x = 4. (Resp: 167”)

4) [[[o(x*+y?) dedydz, onde E € a regiao limitada pelo cilindro
x? +y* =4 e pelos planos z = —1 e z = 2. (Resp: 247.)

(5) [[[zydadydz, onde E € a regido entre os cilindros x*+y* = 4
e 22 +y* = 1, limitada pelo plano xy e pelo plano z = x + 2
(Resp: 0.)

6) [[[,x*dxdydz, onde E é o sdlido limitado pelo cilindro z* +

y> = 1, pelo cone 2* = 4x* + 4y* e contido no semiespago

2> 0. (Resp: 2.)
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