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1. A Topologia Fraca*

. Dado X um espaco normado X, mostre que (X*,o(X"*, X)) é um espaco vetorial topolégico local-
mente convexo de Hausdorff.

. Sejam X # {0} um espac¢o normado, x1,..., X, € X e € > 0. Mostre que existem y1,...,ym € Xed >0
tais que V (0; y1,..., Ym;6) €V (0; X1,..., Xp;€) € {y1,..., ym} € linearmente independente.

. Seja X um espaco normado (incompleto) de dimensao infinita enumerdavel e seja (x,);>1 uma
base algébrica de X. Dados m, n = 1, considere V" = V(O; X1,eeer Xn; %) Mostre que (V") n=1 €
um sistema fundamental enumeravel de w*-vizinhancas da origem em X*.

. Sejam X um espago normado que nio € reflexivo e x** € X** \ Jx(X). Mostre que Ker(x**) é um
subespaco fechado que nao é w*-fechado.

. Sejam X e Y espacos normados e considere o operador linear «f : £(X,Y) — £(Y*, X*) dado por
</ (T) = T*. Mostre que «f é sobrejetor se, e somente se, X = {0} ou Y € reflexivo.

. Dados dois espagos normados X e Y, considere # (X*,Y) = {T € £(X*,Y): T é w*-w-continuo}.

a) Mostre que # (X*,Y) ={T € £(X*,Y): y* o T é w*-continuo para todo y* € Y*}.

b) Dado T € £(X*,Y), mostre que T € # (X*,Y) se, e somente se, existe St € ZL(YV*, X) tal
que y*(T(x*)) = x*(St(y*)) para todos x* € X* e y* € Y*. Mostre também que a aplicacdo
T — S é uma isometria linear de #'(X*,Y) sobre # (Y *, X).

c) Mostre que #(X*,Y) é um subespaco fechado de £ (X*, Y) se, e somente se, X é de Banach
ouY ={0}.

d) Conclua que # (X*,Y) é de Banach se, e somente se, X = {0} ou Y = {0} ou X e Y sdo ambos

de Banach.

. Dados X um espago normado, A um subconjunto de X e B um subconjunto de X*, os anuladores
de A e de B sdo, respectivamente, 0s conjuntos

At ={x*eX*:x*(x)=Oparatodoxe A} e B={xeX:x*(x)=0paratodox* € B}.
Prove as seguintes afirmacoes:
a) A' éum subespaco w*-fechado de X*.
b) 1B é um subespaco fechado de X.
c) Se Y é um subespaco de X, entdo Liyh =Y.
d) Se Z é um subespaco de X*, entdo 2+ = Ew*.

. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear continuo. Prove as seguintes
afirmacoes:

a) Ker(T)=1(T*(Y*)).
b) Ker(T*) = (T(X))*.
c) T éinjetor se, e somente se, T*(Y*) é w*-densaem X*.

d) T* éinjetor se, e somente se, T(X) édensaem Y.
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. Sejam X um espaco normado e A um subconjunto de X. Mostre que as seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:

a) Aé w-compacto.
b) Jx(A) é w*-compacto.

c) Aélimitado e Jx(A) é w*-fechado.

Sejam X um espaco de Banach e (x,),>1 uma sequéncia w*-de Cauchy em X*. Mostre que
(x;)n=1 € limitada e w*-convergente.

n
. . * *
Seja X = (coo, | - llo) € considere, paracadan =1, x;; = nej e y;, = > x; em X*.
k=1

a) Mostre que x;, Y. 0. Conclua que (x,),>1 € w*-limitada, mas nio ¢é limitada.
b) Mostre que (y;,),>1 € w*-de Cauchy, mas ndo é w*-convergente.
Sejam X um espago normado e (x;) je; uma rede limitada em X.

a) Mostre que (x;) je; admite sub-rede fracamente de Cauchy.

b) Suponha que X seja reflexivo. Mostre que (x;) je;y admite sub-rede fracamente convergente.

Sejam X um espaco normado, D um subconjunto denso de X e (x;‘) jes umarede em X .

a) Suponha que (x;f) jes seja limitada. Mostre que x;.‘ Y, x* se, e somente se, x}’.‘ (x) — x*(x)

paratodo x € D.

b) Mostre, através de um exemplo, que a hipétese de (x;f) jes ser limitada ndo pode ser omitida

no item anterior.
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