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Capitulo 1

Monte Carlo

1.1 Integracao Numérica em espacos de alta di-
mensao

Considere o método de integragao numérica mais simples, chamado método do
trapézio (ver de Vries). Aproximamos a integral

I—/abf(x)dx

por
1.1

N-1
= G He)+ X )+ L), (1)

Ir
podemos mostrar que o erro cometido é proporcional a h?, onde h = (b—a)/N,
escrevemos entao que

I = I +9(h?).

Esta estimativa do erro também vale para integrais multidimensionais. Métodos
mais sofisticados, baseados neste (e.g. estilo Romberg-Richardson), levam a
melhorias no expoente de h, mas como veremos a seguir, nao suficientes.

O custo computacional no célculo de uma integral é proporcional ao nimero
de vezes que a rotina que calcula o integrando é chamada dentro do programa.
Na férmula do trapézio acima este nimero de chamadas é N. Suponhamos um
problema tipico de Mecéanica Estatistica, por exemplo um gas dentro de uma
caixa. Temos da ordem de k = 10 moléculas mas digamos que para poder
lidar com o problema temos somente k = 20. Uma aproximagao drastica, mas
veremos nao suficiente. Neste caso é necesséario lidar com integrais do tipo

Z = /g({ﬁzvhy,hz})dri’drg’di

uma integral em d = 3k = 60 dimensbes. Suponhamos que o volume da caixa
seja V = L3, e dividimos cada uma dos d eixos em intervalos de tamanho h .
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- (1)

pontos. Suponhamos que escolhemos um h extremamente grande, tal que L/h =
10, ou seja cada eixo serd dividido em somente 10 intervalos. Assim temos

Isto significa uma grade com

N =109

pontos na grade e esperamos ter um erro talvez da ordem de 1072. O qué
significa um ntimero tdo grande como 10°°? Suponhamos que a miquina que
dispomos é muito veloz, ou que a func¢ao que queremos integrar é muito simples,
tal que cada chamada & subrotina demore somente 10~ 'segundos. O tempo
que demorard para calcular I é 10°°s. Para ver que isso é muito basta lembrar
que a idade do universo é da ordem de 4 10'7s, portanto nosso algoritmo levara
da ordem de 103'idades do universo. Nio precisamos muito mais para que nos
convencamos a procurar outro método de integracao. Variantes do método de
trapézio nao ajudam muito. Infelizmente o que temos disponivel, o Monte Carlo
nao é muito preciso, mas é muito melhor que isso.

1.2 Monte Carlo

1.2.1 Teorema Central do Limite: revisitado

Considere uma varidavel X com valores z em um intervalo dado e distribuicao
P(x). Assumimos que os valores médios T e r2existem e sdo finitos.! A variancia
o € definida por

0_2

que também é finita.
Considere ainda uma sequéncia de N amostragens independentes de X:
{xi},_, N, € outra varidvel Y com valores y dados por

N
Y=+ T
v 2

Assintoticamente, isto é para N grande,a distribuicdo de y se aproxima de uma
distribuicao gaussiana, podemos escrever que aproximadamente

(y=m?
— 1 6’7 207
V2o

A aproximagao é boa na regiao central da gaussiana e melhora quando N cresce.
Mais detalhes no futuro ( ou em aulas anteriores). O valor médio de y e sua
variancia sao

P(y)

Og

Y= e 0y =

=

! Definimos os momentos z™ = [ 2" P(z)dz
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Notem que se o objetivo for encontrar o valor esperado de x, que é T, e
néo for possivel realizar a integral, podemos estimar T a partir de y (isso pode
ser generalizado para o calculo de f = [ fP(z)dz.) Qual é vantagem sobre
simplesmente fazer uma medida (amostragem) de x? E que neste dltimo caso
o erro seria da ordem de o,, enquanto que a estimativa baseada em y terd erro
estimado em o, = O'x/\/ﬁ, portanto o erro da estimativa é independente
da dimensao de x. Para grandes dimensoes isso é uma grande vantagem.
O problema é que para reduzir o erro por um fator 2 é necessario trabalhar 4
vezes mais duro. E isso para o caso em que as varidveis sao independentes e
condicional que sabemos gerar as amostras.... . O erro pode ser diminuido nao
s6 aumentando N mas também se mudarmos o,. Esse é o objetivo da técnica
de amostragem por importancia.

Exercicio : Considere uma variavel aleatéria X que toma valores —oo <
x < oo, com probabilidade P(x). é dado que o2 = x2 — 726 finito. Dado
y =L >N 2 mostre, a partir de

N
Ply) = /P(yaxlvx}an)dei
=1

= /P(y\xl,xg...xN)P(ml,xg...xN) H dx;
i=1..N
N
/P(y\xl,xg...xN)HP(xi)d:ri

i=1

P(y):/-~-/dxi-~-de6 (y—;[ixl)f[lP(xz)

que P(y) é aproximada por uma gaussiana para N grande. Determine a vari-
ancia de y.

Exercicio:Distribuicao de Cauchy Considere o problema acima, exceto
que 02 = 22 — 72 ¢ infinito pois P(x) = ﬂ%ﬂ% Encontre a distribuicao
P(y) de y, Note que ndo é gaussiana para nenhum valor de N. As integrais
necessarias sao relativamente faceis de calcular pelo método dos residuos.

1.2.2 Monte Carlo

A idéia basica é aproximar uma integral I por Iy;¢

b N
1:/ F@)de ~ e = %Z @) (1.2)

onde os {z;} sdo escolhidos aleatoriamente de forma independente da distri-
bui¢ao uniforme em [a, b]. Se a integral de f? existir e for finita, e se as amostras
f(z;) forem estatisticamente independentes - e isto é um grande se - entdo o
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erro da estimativa MC acima serd dado por

_ 9f

Olne = \/N

e podemos estimar oy a partir dos dados da amostragem

o} ~ %Zfz(mi) - [le Zf(xi)r.

Embora eq. (1.2) possa ser usada para o cdlculo da integral, em geral é necessario
reduzir a variancia da funcao f. Isso é possivel através de uma mudanca de
varidveis, que nem sempre pode ser implementada analiticamente e serd descrita
a seguir?.

O método que iremos descrever nao € 1til, em geral, para realizar estimativas
de Monte Carlo, mas servird para motivar e sugerir novos caminhos. Imagine
uma integral da forma

1= [ s@utaa,

em geral essa separacao do integrando em duas funcoes é muito natural. Tipi-
camente z é um vetor em um espaco de muitas dimensoes mas f(x) s6 depende
de algumas poucas componentes de z, enquanto que w(z) depende de todas.
Suponha que w(z) esteja normalizado. i.e:

/w(x)dx =1

Ilustraremos a separacao em uma dimensao, tomemos o intervalo de integragao
(0,1) e fagamos a seguinte mudanga de varidveis

y(z) = /OJC w(z)dz (1.3)

y(0) =0, y(1) =1

entdo dy = w(x)dx e a integral toma a forma

I= / Fa())dy

e a aproximacao Monte Carlo é

b 1 N
1= [ f@pu)s = hue = 3 fla) (1.4)

2Uma forma trivial de conseguir a reducdo de oy é considerar variacdes da identidade
fol f(x)dx = fol g(z)dz, onde g(z) = %(f(x) + f(1 —z)). Note que o cdlculo de g é duas vezes
2

mais caro que o de f, portanto devemos ter ;sz > 1 para ter ganho efetivo
9
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onde os valores de y; serdao amostrados de uma distribui¢ao uniforme no intervalo
(0,1). Depois basta calcular a funcao que relaciona y e x (eq. [1.3]). A funcao
inversa permite calcular o valor de x onde deverd ser calculada a funcao f(x).
Este método assume que saibamos fazer a integral da equagao 1.3, mas nao é
em geral possivel fazé-lo de forma analitica.

1.2.3 Exemplos analiticos.

Ao realizar um célculo MC teremos, tipicamente, acesso a um gerador de niimeros
aleatdrios distribuidos uniformemente em (0,1). O objetivo é, aqui de forma
analitica e posteriormente, de forma numérica, mostrar como gerar nimeros
aleatérios distribuidos de acordo com uma distribuicao dada a partir da distri-
buicao disponivel. Apresentaremos dois casos muito 1teis que podem ser feitos
de forma analitica.

Se duas varidveis (em e.g. RY) tem uma relagio funcional y = o(z), entio
suas densidades de probabilidade estao relacionadas assim

Py (y)dy = Px(z)dx

ox

Py (y)dy = Px(x) a9y

dy (1.5)

oz

dy
numeérico temos aproximadamente

onde é o jacobiano da transformacao e dy = [[, dy;. No caso de interesse

Py (y)dy = dy, 0<y;<1l,i=1.N

e zero fora.

Distribuicao Exponencial

Suponha que queremos gerar amostras de uma distribuicdo exponencial. i.e
Px(z) = exp(—=x). Integrando a eq. (1.5) obtemos

y(z) dr
y(x :/ Px (x)—dy
(z) ; x ( )dy

y(m):/or PX(x)dx:/Om eds

y(z) =1 — exp(—x)

ou x = —In(y) terd a distribui¢do exponencial desejada, pois se y é uniforme
em (0,1) entdo 1 — y também o é. Portanto é suficiente para gerar niimeros
distribuidos exponencialmente usar uma fungao que gera nimeros aleatorios de
distribui¢do uniforme RAND (SEED) e somente uma linha de (pseudo-) cédigo

x=-1log( RAND(SEED))

Compare na figura a distribuigdo uniforme (esquerda) e a a exponencial
(direita) (abaixo : série temporal, acima : histogramas)
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Distribuicao Normal

Para gerar niimeros distribuidos de acordo com a distribui¢ao normal é tentador
VN

2
que terd distribuicdo gaussiana (approximadamente). O problema é o custo
computacional, pois requer N chamadas da funcdo RAN para gerar uma sé
amostra de x. Portanto nunca gere ntimeros aleatérios gaussianos dessa maneira.
Mais facil, do ponto de vista computacional é partir da equagao (1.5) . O método
de Box-Muller, mostrado a seguir é muito mais eficiente, pois gera dois niimeros
gaussianos para duas chamadas da fungao geradora de uniformes. Dados y; e
12 obtemos z1e xo a partir da transformacao:

1= +/—2Iny; cos2mys
To = +/—2Inyssin2mys

mostraremos que a sua distribuicido conjunta serd Px (z1,22) = iexp(—(w% +
72)/2). Integrando a eq.(1.5) temos:

0
J [Pt an| 3 andns = [ [ Petoisas,

gerar um ndimero grande de amostras de Py (y) e definir z = \/% Sy —
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11

segue o resultado pois o jacobiano é:

J:

Y1 1 =23+

=72 = ¢ 5

2 21

9y
or

Usando este método obtemos a figura que segue, abaixo temos a série tem-
poral e acima o histograma dos desvios normais:

Estes resultados de muita utilidade na simulagao de distribuicoes gaussianas
multivariadas, a ser discutidas posteriormente.

300

200

100

T

1.2.4 Métodos Estaticos: rejeicao

Raramente é possivel realizar as integrais que permitem descobrir a trans-
formagao exata de varidveis e devemos entao encontrar uma forma gerar direta-
mente os z com a distribuigdo w(x). Os métodos que apresentaremos podem ser
divididos em duas classes, estaticos e dinamicos. Na primeira os niimeros sao
gerados independentemente um dos outros® , enquanto que na segunda classe,

3T30 independentemente quanto o gerador de niimeros pseudo-alealtérios o permitir.
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construiremos um processo dinamico que usara informacao anterior para gerar
0 proximo numero.

Suponhamos que a regiao onde w(x) # 0 estd contida em (a,b) e que ela é
limitada, tal que w(z) < ¢. No método de rejeigio estético geramos dois NAU
& e n e definimos

p=a+(b—a), p=cn

o valor de p serd aceito como o novo valor de x se ¢ < w(p) e rejeitado se nao.

Rejeicdo Estdtica (Von Neumann)

quad: rejeitados, circ. aceito

L T B ol B Bl TR b A T N

08

0.6

04

02

o

0 02 04 06 08 I
A sequéncia de ntumeros aceitos = sdo as abicissas dos circulos na figura
acima.

1.2.5 Circulo

Exemplo: calcule 7

A figura mostra os resultados de algumas simulagoes para estimar 7. Foram
gerados Njysc pares de numeros aleatérios (z,y). Se z = 22 + y? < 1 entdo
o ponto é aceito, de outra forma é rejeitado.Os resultados foram obtidos para
Npre = 10 % 2™ passos de Monte Carlo, com m = 2,4...,20. O resultado (figura
(a) abaixo esq. acima) mostra os pares aceitos. Continuando no sentido horario,
temos os resultados respectivamente :

e (b) do erro absoluto contra log(Nys¢)
e (d) resultado de 7y c=(numero aceito/numero total) contra log(Nas¢)

e (c) resultado de mprc=(numero aceito/numero total) contra Ny;c, os
graficos mostram os resultados de 20 corridas independentes. A dispersao
dos pontos nos da uma idéia dos erros estatisticos. As barras horizontais
mostram o valor 3.14159
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1.2.6 Rejeicao estatica em espacos de alta dimensionali-
dade nao funciona

Suponha uma melancia hiperciibica na caixa {0, L}"V. A espessura da casca é
€/2. Qual é a probabilidade de ao escolher um ponto cujas coordenadas sio
independendetes e uniformemente distribuidas em [0 — L], cair na casca? A
probabilidade de ao escolher uma das coordenadas do ponto nao cair na casca
é 1 —e. Ao escolher as N coordenadas, a probabilidade de nao cair na casca é
(1 — &)V = exp(—cN), onde ¢ = —log(1 — ¢) > 0. Portanto a casca domina e a
probabilidade de escolher um ponto ao acaso que seja casca vai para 1 quando

N = oo %

Isto mostra que se escolhermos amostras de forma independente nunca sai-
remos da casca, mas a massa da distribuicao pode estar em outras regioes e a
estimativa da integral e seu erro serao da mesma magnitude . O problema do
método estd na independéncia entre as diferentes amostras. Para corrigir isto
precisamos dos métodos dinamicos.

4 Alessandro Moura me disse para nunca comprar uma melancia em N dimensdes. Ele
atribuiu a histdria a outra pessoa mas a referéncia se perdeu no tempo
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1.3 Métodos Dinamicos

A idéia por trés dos processos de Monte Carlo dindmicos é a de um processo
estocdstico em tempo discreto. Desta forma a amostra em um dado instante
depende do passado do processo. Discutiremos nestas aulas somente processos
Markovianos de ordem 1, tal que a nova configuragao a ser considerada sé de-
pende da configuracao atual mas nao das anteriores. A ferramenta matematica
necessaria para este método é o teorema de Perron-Frobenius.

1.3.1 O Teorema de Perron Frobenius para matrizes de
Markov

Considere um processo estocdstico representado por um conjunto de varidveis
aleatdrias { X; } onde o indice ¢ pode ser considerado como um tempo discreto. O
valor da varidvel X; é x; que toma valores num conjunto L = {a1, as, ...k }. A
probabilidade do evento Xo,, = {X (t,) = z(tn), X (tn_1) = x(tn_1,... X (tg) =
x(tg)} é denotada por JP(XO’H). A regra do produto para essa sequéncia leva a

P(XOJL) = P(Xn - xTL|X0,n—1)P(XO,7L—1)

Para o caso Markoviano em que a tnica informacao relevante é o 1ltimo

valor de x R R
P(Xo,n) - lp(mn‘xnfl)lp(XO,nfl)

que pode ser estendido a

P(Xo,) = H IP(i|wi—1)IP(x0)

i=1,n

Seja I' a matriz de transigao de Markov. E uma matriz quadrada K x K
com elementos nao negativos:

Fij = P(l’n = aj|xn,1 = Cki),

7

é a probabilidade de transi¢ao (1-passo) do estado i para o j. Consideramos
0 caso em que estes elementos de matriz nao dependem do tempo. Note que
>-;Tij =1, mas } , I';; ndo é obrigatoriamente 1.

A probabilidade P(z,) é obtida marginalizando sobre todas as varidveis X,
1=0,...n — 1, em notagao de matriz

P, = I, I™ (1.6)

onde P, e Iy, vetores (linha) de dimensao K, sdo respectivamente as probabi-
lidades no instante n e 0.

Mostraremos a seguir varios resultados que coletados sao um caso particular
do teorema de Perron-Frobenius:

1. T tem um autovetor a direita v, que é o vetor coluna com todas as entradas
iguais a 1.
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2. O autovalor associado a esse autovetor é A'F = 1 de multiplicidade
algébrica e geometrica 1

3. Todos os outros autovalores A; de I satisfazem |\;| < 1

4. O autovetor & esquerda u’’*" associado a A’F tem todas as componentes

nio negativas. No caso de matrizes I' irredutiveis ((I'*); ; > 0 para algum
k > 0) todas sdo positivas. u”¥ pode ser normalizado de modo que a
soma das componentes seja 1.

5. Para cada um dos outros autovetores de I' & esquerda (com || < 1) a
soma das componentes é zero.

6. O vetor P, tende exponencialmente rdpido com n para u”*

Prova de 1 e 2: Como os elementos de I' sdo probabilidades (sobre o
segundo indice) temos >, I';; = 1. que vt = (1,...,1)T pode ser escrito

ZF,»j(vl)j = (v");

ou I'v! = v!, portanto v!' é autovetor e seu autovalor associado é 1.
Prova de 3. Seja v = (v1,v2, ..., v )T um autovetor a direita com autovalor

associado A\
)\U,’ = E Fijvj-
J

Como nem toda componente de v pode ser nula, existe uma componente que sa-
tisfaz |vg| > |v;| para todo i # k. Tomando o médulo da equagao de autovalores,
temos uma primeira desigualdade

Aoi| = [ Y Tl < Tjluy (1.7)
J J
e uma segunda desigualdade é obtida majorando |v;| por |v|
oil = D Tijosl < Tiglogl < Tiglowl = ok (1.8)
J J J

pois a somatdria é 1 por normalizagao das probabilidades. Assim temos que,
para todo ¢
|Avi| < fog (1.9)

e em particular para i = k
[Alvk| < fvg] (1.10)

Dois casos sao possiveis. Primeiro, se |A| = 1, entao as duas desigualdades acima
sao igualdades. A desigualdade 1.7 mostra que todos os termos v; tem a mesma
fase. A segunda desigualdade em 1.8 mostra que os v; também tem o mesmo
médulo. A conclus@o é que se |A| = 1 ent@o o vetor v so pode ser um miiltiplo
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de (1,..1)T e que A = 1, é portanto o tnico o autovalor 1, i.e. simples. Note
que vale o inverso: se v for um miltiplo de v! implica |\| = 1.

O segundo caso ocorre se v nao for um multiplo de (1,...1)T, entdo niao pode
valer a igualdade: [A| < 1.

Prova de 4: que o autovetor & esquerda uFF de autovalor 1 tem as compo-
nentes nao negativas. Para qualquer autovetor a esquerda temos

)\Uj = ZulF” (1.11)

tomando valor absoluto dos dois lados
Allug| = 1wl (1.12)
i
a desigualdade triangular
Alluj| = |Zuifij| < Z |ui| i (1.13)
somando sobre todo os j

D gl < fual YTy =) Juil (1.14)
j i j i

Se |A| < 1 néo diz nada, mas se A = 1 significa que a desigualdade acima é uma
igualdade. portanto a expressao 1.13 é uma igualdade e todas as componentes
tem a mesma fase, que podemos tomar igual a zero. Segue que todas as compo-
nentes sdo nao negativas. Ainda mais, se I for irredutivel todas as componentes
de uP'F serao postivas. Neste caso qualquer estado j pode ser atingido a partir
de qualquer estado i em k passos. k pode depender do par 1, j.

Prova de 5. Consideremos outro autovetor a esquerda w com autovalor
[A] < L.

)\u]‘ = ZUZF” (115)
)\ZUJ‘ :Zuifij :ZUZZF” (1.16)
J ij i J
)\Z’U,j = Zu, (1.17)
J i

e portanto para qualquer autovetor & esquerda com autovalor menor que 1, a
soma das componentes deve ser zero.

Prova de 6: Convergéncia para o equilibrio. Denote, para a = 2,....K,
os autovalores menores que 1 por {\,} e por {u®} os autovetores associados &
esquerda. Note que acima provamos

douff =1, > ul=0; (1.18)
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A condigao inicial II pode ser escrita na base dos autovetores & esquerda
My = cou’™ + ) cqu (1.19)

Somando as compoenentes dos vetores acima, por normalizacdo temos que 1 =
co X 140 ou seja

K
Mo = u™ +> " cou” (1.20)
a=2
e usando a equagao (1.6)
K
Py =TI = uP" +3 " coAut (1.21)

e podemos mostrar a convergéncia em qualquer norma apropriada
K
120 = PPl = 11 cariu?]] (1.22)
ordene os autovetores de forma que |A2| > |A,| para todos os a > 2:
1P, — uP || = [Ag|” ||an )l < Ce™™7T =0 (1.23)
onde 7 = 1/In|X2| ! é o tempo caracteristico de termalizacio.

1.3.2 Construgao do processo estdcastico

Dada uma matriz é tipico o problema de obter seus autovetores. Aqui o objetivo
é construir um processo estocastico com distribuicao de equilibrio associada
igual ao w(x) dado. Ou seja, dado um vetor de Perron-Frobenius w(x) queremos
encontrar a matriz de transicdo. A distribuicdo de equilibrio ou invariante ou
estaciondria deve satisfazer a condicao de estacionaridade

w(zx) = /w(z)F(a:|z)dz, (1.24)

mas se nao for estaciondria teremos a relagao entre a probabilidade no instante
t e no seguinte ¢t + 1 dada por

'IL+1 /P7L d

Dado que as probabilidades de transi¢ao sdo normalizadas 1 = [ I'(z|z)dz segue
que

AP, (z) = Poas () /zp )z — (J:)/F(z|x)dz
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AP, (z) = Pyyq(z) — Pp(z) = /[]Pn(z)f‘(x|z) — P, (z)T'(z|z)]dz  (1.25)

A interpretacao é imediata, a variagao da probabilidade, de um instante para o
outro, tem duas contribuigoes, de entrada e saida. O primeiro termo [IP, (2)T'(z|z)] dz
representa a probabilidade de uma caminhada aleatéria em um volume dz em
torno de z no instante n, que fizeram a sua transi¢ao para x no instante n + 1.

O segundo termo representa a saida, isto é a caminhada em x que escapa para

z. A integral leva em conta todas as contribuictes do espaco. E 6bvio a partir

das egs. [1.24, 1.25]

Aw(z) = / [w(z)T(z|z) — w(x)T(z|z)] dz = 0,
o que sugere uma condigao
w(z)T(z|z) = w(z)(z|x) (1.26)

que se a matriz de probabilidade de transigoes satisfizer entdo w(x) serd es-
tacionaria. Esta condigao, chamada de balanceamento detalhado, nao é
necessaria, mas s6 suficiente. Além de haver motivagoes fisicas para impd-la
como condigao deve ser ressaltado que é talvez a forma mais facil de realizar
0 objetivo para construir a matriz de transicao. Com qualquer escolha que sa-
tisfaga a condicdo eq. [1.26] w(z) é um ponto fixo da dindmica. Mas a pergunta
que resta é sobre a estabilidade. E razoavel esperar a estabilidade dado que se
emn , IP,(z) > w(x), o numero de caminhantes que sairdo da regido de z para
z serd maior que o que sairiam se a probabilidade fosse w(z). Analogamente,
se em n , IP,(xz) < w(x) entdo o nlimero serd menor.

H4 varias maneiras de satisfazer a equagao [1.26]. Embora todas levem a
algoritmos corretos, no sentido que

b 1 N
I= / Flayw(z)de = e = > Flan) (1.27)

é uma aproximacao que melhora para maiores valores de N, algumas serao efici-
entes enquanto outras ndo. Diferentes escolhas levam a diferentes sequéncias, e a
pergunta relevante é: quanta informagao nova é trazida por uma nova amostra-
gem? A funcdo de autocorrelagdo normalizada, que é fundamental para poder
julgar a eficiéncia do MC, é definida por

(Fufuir) — (f)°

C(k) =
(&) (Fufn) — ()

onde

<ﬁ:/ﬂmmmm
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e
I‘k(xn+k|xn) = /.../F(xn+k|xn+k,1)f‘(xn+k,1|xn+k,2)...F(xn+1|xn)danrk,ld:anrk,g...dfcn,l

é a probabilidade de transicao em k passos. E ébvio que nao é, em geral, possivel
calcular a autocorrelagao, mas podemos estimé-la a partir das amostras colhidas:

<fnfn+k>MC B <f>?\/IC
(fata)se = (Pie

onde definimos a média (empirica) sobre a amostra de dados

c(k) =

| Nk
(fuforedne = 5% > @) fain)
i=1

Tipicamente -mas néo sempre - C(k) tem um decaimento exponencial:
C(k) =eH/T

7 é tempo de correlagao exponencial e mede a eficiéncia do processo em gerar
configuragoes aleatérias independentes distribuidas de acordo com w(z). Agora
podemos escrever

b N
I:/a f(@)w(x)dx ~ IMC:;[; f(xn)iofﬁ

onde assumimos que depois de um tempo (em unidades de 1 passo MC) apro-
ximadamente 27 as novas amostras serao estatisticamente independentes e o
numero efetivo de amostras sera reduzido por esse fator.

Outro tempo importante e diferente é T = |log A2|, o tempo de relaxagao
para o equilibrio associado ao segundo autovalor no problema de Perron-Frobenius.
Este mede quanto tempo demora para que o processo estocastico perca memoria
das condigbes iniciais e os z sejam efetivamente reprsentativos de w(z). Do
ponto de vista de eficiéncia é razoavel nao considerar e.g. os primeiros K7g
passos gerados pelo processo. Qual é o valor de K? A resposta geral vai estar
errada em alguns casos interessantes, é preciso realizar testes numéricos sobre
a estabilidade das respostas. Mas K deve ser pelo menos maior que 5. Se C(k)
efetivamente decair exponencialmente esses dois tempos sao relacionados. Perto
de transicoes de fase criticas ou em fases de vidro de spin devemos ter cuidado
redobrado pois estes tempos divergem com o tamanha do sistema.

1.3.3 Algoritmo de Metropolis

O processo de geragdo dos numeros z, serd separado em duas partes. Em
primeiro lugar definimos a probabilidade de tentativa de mudanga T(xr|xy),
que determina a probabilidade de estando no tempo n em x,, seja escolhido
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o ponto xp como candidato ao préximo passo da sequéncia. Uma vez gerado
x7 passamos a segunda parte, que é onde se decide se é feita a transicao x, —
Tpt1 = T, OU seja xp é aceito ou se nao. Neste caso de rejeicao fazemos a
transicao trivial =z, — z,41 = x,, de forma que z,, é incluido novamente na
sequéncia, Isto é feito introduzindo a matriz de aceita¢io A(zp+1]|zT). Ou seja

[(z|z) = A(z|2)T(z|2)

e a condicao de balanceamento detalhado, para todo par de pontos x # z toma
a forma

A(z|2)T (x]2)w(z) = A(z|2)T (z]z)w(x)
que é satisfeita por uma familia de escolhas possiveis, em particular se definirmos
w(z)T(z|x)
A =F|—-——"
e =F (SEren

e I tal que o)
F(1/a)

A escolha mais comum, para a probabilidade de tentativa de mudanga é tomar

= a para todo a

T(z|x) = Const dentro de uma bola centrada em x

isso leva a uma taxa de tentativas simétricas (T'(z|z) = T'(x|z),)e portanto basta
tomar

Azlz)  w(x)

Alzlz)  w(z)
A escolha associada ao nome de Metropolis ( ) é
F(a) = min(1, z)
o que leva ao seguinte algoritmo:
1. escolha o valor inicial xq

2. dado z,, determinaremos z,1: escolha um valor de tentativa xr (unifor-
memente dentro de uma bola de raio d em torno de z;,)

3. verifique se w(zr) é maior ou menor que w(xy,).
e Se w(xr) > w(x,) entdo aceita : x,11 = 1

e Se w(xr) < w(x,) entdo escolhe um nimero aleatério uniforme 0 < ¢ < 1

e
aceita : z,41 = 7 se w(xr) > w(zy)E
rejeita : T,41 = x, se w(zr) < w(zy)E

volta ao item 2
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Imagine o caso em que a funcdo w(x) pode ser parametrizada da forma

e—BE()

wiz) =

esse ¢ um dos casos mais interessantes (distribuigdo d Boltzmann-Gibbs) e a
funcdo E(z) é interpretada como a energia de um sistema no estado x ou a
fungao custo de um processo. Z é uma constante em relacdo a x mas depende
do parametro 3 que em fisica é intepretado como o inverso da temperatura. Este
tipo de fungao ocorre quando a probabilidade que devemos atribuir a uma dada
configuracao é baseada na informagéo que temos sobre o valor medio < E(x) >e
é o resultado de encontrar a distribuigao com a maxima entropia consistente com
a informacao dada.
O algoritmo de Metropolis pode ser redescrito da seguinte forma:

1. escolha o valor inicial xg

2. dado z,, determinaremos x,,1: escolha um valor de tentativa xp (unifor-
memente dentro de uma bola de raio d em torno de z;,)

3. verifique se E(xr) é maior ou menor que E(x,).
e Se F(x7) < E(x,) entdo aceita : x,+1 = 1

e Se E(xr) > E(x,) entdo escolhe um nimero aleatério uniforme 0 < ¢ < 1
e

aceita : z,41 = zr se exp(—B(E(xr) — E(xy,)) > &
rejeita : T,41 = x, se exp(—B(E(z7) — E(zy)) <&

volta ao item 2

A processo realiza a caminhada aleatéria de forma que uma diminuigao na
energia € sempre aceito, mas se ha uma tentativa de escolha de um lugar de
energia mais alta, a tentativa nao é autoamaticamente rejeitada. Se o aumentode
energia for muito grande entdo sim é rejeitada, mas se nao for , entdo é aceita. A
escala de grande ou pequeno é determinada pela razao dos fatores de Boltzmann
de cada configuragao.
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