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Para as questoes a seguir, considere a seguinte definicao:
Sejam U e W subespagos vetoriais de um espacgo vetorial V. Dizemos que U + W é uma soma
direta de U e W se UNW = {0}.
Questao 1. Sejam V =R? e
U={(z,y) € R*: 2z + 3y = 0}
W ={(z,y) € R* 12 —y = 0}
Pergunta-se:

1. Os subconjuntos U e W sao subespacos de V7 Justifique.
2. A soma U + W é direta?

Solugao: Observe que U e W sao retas em R? que passam pela origem. De modo andlogo
ao caso dos planos de R? (Questao 3, Atividade 2), esses subconjuntos sao subespagos vetoriais.
Alternativamente, temos também que U e W sdo os subespacos vetoriais gerados pelos vetores (1,1)
e (1,—2/3), respectivamente. Verifiquemos agora a intersegao dessas retas. Se (xg,y0) € UNW,
entao as seguintes equacoes devem valer:

2%0 + 3y0 =0
To— Yo =10
Da segunda equacao, o = yo e da primeira, 2xy = —3xy. Isso implica que xy = yo = 0. Afirmamos

que U + W = R% Para isto, devemos mostrar que qualquer (zg,7,) € R? é uma soma de um
elemento de U e um elemento de W. Mas os elementos de U e W sao da forma (a, a) e (5, —%ﬂ),
respectivamente, onde «, € R. Assim, buscamos «, § € R tais que:

2
<x0a yO) - (a'/ (I) + (57 *56)
Comparando as coordenadas, chegamos ao seguinte sistema:
o+ ﬁ = 2o

2
(Jé—gﬁ—yo

G )6)-G)

Como o determinante da matrix associada é diferente de 0, esse sistema possui solugao (inica) para
todo (zg,y0) € R? e concluimos.

Escrevendo matricialmente:



Questao 2. Sejam U = {(z,y,2) eR3:z =z} e V ={(z,y,2) e R} : 2 =y = 0}.
1. Justifique o porqué de U e V serem subespacos de R3.
2. Mostre que U +V = R3. A soma ¢ direta? Justifique.

Solugao: O conjunto U é um plano que passa pela origem, cuja equacao é © — 2z = 0 e V
representa uma reta, a saber, o eixo z. Novamente pela questao 3 da Atividade 2 e pelo fato de que o
eixo z pode ser identificado como o subespago gerado pelo vetor (0,0, 1), temos que tais subconjuntos
sao subespacos vetoriais de R3. Note que os elementos de U e V sdo da forma (z,y,z) e (0,0, 2),
respectivamente. Para cada (z,y,z) € R3, podemos decompé-lo do seguinte modo:

(xvyu Z) - (xa?%l') + <0707'Z - .17),

o que mostra que U +V = R3. Se (9,50, 20) € UNV, entdao xg = 29 e 19 = yo = 0 e concluimos que
To = 1Yo = 2o = 0 e, portanto, a soma ¢é direta.

uestao 3. Encontre o subespaco UNW , onde U = ;a,b € W = ie,d € .
Questdo 3. E b UNW, onde U ggbRW 8§dR

Qual subconjunto finito S gera esse subespago?

€T T2

Solugao: Temos que U N W = {A = ( ) 1T, X0, 23,04 ER,AeU e A€ W} Como

T3 T4
A €U, temos x5 =0 =23 e como A € W, temos x; = 0 = x3, dai, precisamos ter na intersecao de
UeW que x1 =29 = x3 = 0. Logo,

0 O 0 0
UﬂW—{(O x4>,l’4€R}—{$4<0 1>,IL’4€R}.

Podemos escrever também da forma
0 0
oow={(5 1)

e assim vemos que U N W ¢ gerado pela matriz (8 ?)



