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@ @® ’rove os seguintes resultados de caleulo vetorial:

nos quais F, (G e [ dependem de F.

— =k
- -

Ov) Provemos primeiramente Vx(VxF)=V(V-F)-VF:
'ﬁ' :-'": (T_;' }{ F‘T) — Z {_.-'i'rl T I‘.":.]J.I' (-ﬁ }{ I:—:}I'H j'”'

l[,m,n

onde (V x F)™ ¢ a m—désima coordenada do rotacional de F', ou seja

(@ x Fym = Y,

i,
assi
Vx(VxF)= E gimn O (V x F)"x, = E elmn d,! E e’"o. F ]| 1,
Lom,n Lo, 1,7 i
- § , E_“” o ijm I':')JJ I.';)J- J ,f*” _— 2 : le'rl M ﬂ;* H;- [ -E*n
Lo, ng i, g l,m,n,i,}
|
onde foi usado que ™" = —e™" devido a permutacao impar dos indices e €'/ = ™'
devido a permutacao par dos indices. Assim, separando a soma sobre m, temos
VX (VXF)=- E E eminemil Ot O P72
Lon,t, g I
usando a seguinte propriedade do simbolo de Levi-Civita
E -f'”“'" t""“."i — f'i."lriﬂj _l'!;.!'_}f.}-rll.
m
Lemos
V x (V X F) = E ["'"it'l 'iru o 'EiI'J rii‘ll) EJ.H éj.:" I *;'n = E (fi“ ﬁl‘lf - fil'l‘)in_f_} EJJJ E).r' F? 'Ein
l.n.t, ] [,n, i,
—_ E tj“’,j 6” ; {'-j'_r' E-J'_rl FJ .E‘” _ E l‘.li.l_'l 'ISHJ. {t)_rl {{)'_rl FJ -E‘”
Ioni, i, I.ni,j
- E Oyt O Fl iy, — § D1 D, 0, E L,
[,n [ n

# o v iy - e
Para o somatorio a esquerda, suponhamos que F' seja de classe €' em I, entao o Teo-
rema de Schwarz nos assegura que 9. dpn F' = 0,0 90 F'. ¥, I. Logo

l.n !
)t D 01i | | Y F" i

— § f}r” *I'n E ‘{'}.H.r -Fll "'it'i a
r n

I

VX (VX F)=Y 0mdaFli,— Y 0,00, (Z F" i,
(
[

S VUx(VxF)=V(V-F)-V*F O
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Provemos agora V - (F x G) = ("f:’ x F)-G - (V xG)-F:

g

ﬁ(ﬁxé):Zﬁr, (F‘ﬁé)’ 5;'322311 ijkerGk 0i1 = Z e* o (FJG'L') i |
i. |

il ik il ]k

= Y ¥ [0, (F))GF + F9,: G¥] &,

i, 9.k
=Y MO (FI)G 6+ Y €M F o, G 5y,
il ik i,l, 9.k

no somatério a esquerda troquemos os seguintes indices 0, — du. G*¥ — G' e
0,1 — Ori. Facamos, também, a permutacao par ¢/ — €75 J4 para o somatoério
a direita troquemos d,; — O, G¥ — G’ ¢ FV — F'. Facamos, também, uma per-

mutacao impar e/%" — €70 e nma permutacao d,; — 4;; que nao altera o sinal. Assim

9
V-(FxG) =Y kg (F)G o~ Y ' (G7)F' 4,
i, 7 k i, L7,k
=Y |) R0 F ) Goi— Y D oG] Fia,
k.i I, [ 1 k.,
- -\ k . - 4 1
= (VKF) ,;”J;..,-—Z(Vx(}') F* 4y,
k.1 [, 1

— —

V- (FxG)=(VxF)-G-(VxG)-F O

Por fim, provemos V x (fF) = (V f)x F + fV x F:

Vx (fF) =) e 0u(f F)in =) 7" [0n () F' + [ 0n F] iy

i ik Lk

=Y €* 0 (f)Fl i+ )y €% fo,. Fl iy
i, 1, k i, 1.k

=) €tk (ﬁ' f) Flay+f) €7%0, F &,
i, 7,k ik

. ]
onde (V f) ¢ a i-6sima coordenada do gradiente de f em r. Portanto

—# — —d — —n

Vx(fF)=(V)xF+fVxF O
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2
Sua Yixyz)=2x -3y +UXyz
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Exemplo 1.5. Seja a funcao escalar
e

w
bg%‘jw“ < —®(z,y,2) = 2z — 3y* + dzyz

b) M Encontre V.

O gradiente de ® é dado pela expressao 1.51, isto é,

1.6, EXEMPLOS RESOLVIDOS

ou

87

+ J [2:1: — 3y + 4:J:yz] + R—Q [2$ — ?:y2 + 4:I:yz]

0z

ou ainda,

Vo = [2+4yz] i+ [-—Gy + 4mz]j+ 4myfc

84

Digitalizado com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

C/) )Q/Qual € a wintegral de linha de V® dos pontos (0, 0, () até (1, 0, 0), se for

utilizada uma reta como caminho entre esses dois pontos?

Queremos calcular a integral

(1,0,0) 3
f Vo .dl
(0,0,0)

Existem dois modos de calcular essa integral. O primeiro é o método direto,
considerando d¢ = dz i, e y = z = 0, ou seja,

1.6. EXEMPLOS RESOLVIDOS 890

(1,0,0) I ; ; . "
/ V. dl = / {[2 +4.0.0] i + [-6.0 + 42.0] j + 42.0 k} - dei
( 0

0,0,0)
1
= / 2dx
0

- 20,

(1,0,0) 3
[ Vo . dl =2
(0,0,0)

O outro método se vale do fato de que a integral de linha de V& independe
do caminho, como mostra a equacao 1.66,

f_rvq:-dé': ®(7) — B(7)

0

Sendo assim, obtemos

(1,0,0) .
f V- df = ®(1,0,0) — &(0,0,0)
(0,0,0)

= (2.1 — 3.0° +4.1.0.0) — (2.0 — 3.0% + 4.0.0.0)

(1,0,0) -
f VO .dl =2
(0,0,0)

que concorda com o resultado anterior.

Gﬁ) })’(V@ ¢ conservativo?

Pelo resultado anterior, percebemos que, se o caminho de integracao
for fechado, a integral se anula, e isto caracteriza um campo conservativo.

Além disso, calculando o rotacional de V@, obtemos, utilizando a proprieda-
de 1.58b,

VXxVe =0
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@@L Calcule o divergente e o rotacional para o campo vetorial o = r" r. Interprete geomet-
l/t ricamente o resultado do rotacional e verifique a consisteéncia do seu divergente atraves
do teorema da divergencia. Com o resultado. obtenha o valor da integral:

\
\V y G/U lfw [AWMAV“K&’\/\h
Ludoleme 1462 5 A
e e e TR

"R

onde V ¢ a esfera de raio r, centrada na origem.

Obtenhamos, primeiramente, V em coordenadas esféricas. Para isto tomemos a seguinte

parametrizacao
r'"".’f
W r=rcospsinfl , y=rsingsinf ., z=r cosf,
/ -
N de forma que os versores das coordenadas esféricas r. #, 2 sao definidos como
W r=cosysinfr+ sinpsinf y + cosf 2
[\~ / = cospcosfr+ cospsinfy —sinf 2

Y= —SIny.r+ cospy

Assim, analogamente a questao anterior, projetemos V = d, 1 + d, y + d. = nesses ver-
SOres

r-V = cospsinf d, + singsinf d, + cosf o. .
onde podemos notar que cos psinf = d, r, singsinfl = d, y e costld, z, assim

—

PV = (0, 2) 00+ (0ry) Oy + (0, 2) 0= = 7-V =0,

Analogamente, temos

=1

0-V =cospcostd, +sinypcosfd, —sinf o, ,

1l ‘ 1 ‘ 1 N
onde temos que cos pcost = =, sinpcost = —dyy e —sinfl = —dy 2, entao
’ r r
s S L . 1, . 1 ; - = 1,
-V = (F{J{;.E'}()_,- .z (; {‘)gy) I.'.’)H + {r—d{; :)(): = -V = ;EJ{}
Por fim
PV =—=sinpd, +cospd,.
& I = L] L] & I 1
que ¢ facil verificar que —sing = ——d_x e cosp = ———d, y, logo
rsinfl r sinf

o 1 | !
Cua® G (L 0,0)0, + (s 01Dy = ¥ = —— 0,

rsinfT rosin ! v rosinf
W%ﬁu
Wg e a1 1
> ?zrf}:—‘}‘ﬁr—_dﬂ‘FF_i‘,};

rsinf

Calculemos agora V - ¢

- l I
V.-v= (1 o + H -y + p —— EJ;) 3 i o8
" rosind
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agora nao podemos fazer o produto escalar de maneira usual, pois 7 nao ¢é constante,
entao devemos prosseguir da seguinte forma

~ | i l - ) | .
Vao=r-0,0"r)+-0-0(r"r)+ ——p-0,(r" 1),
r rsinf

onde lembremos que r = cos gsinf r +sinesinf y+ cosf z, de forma que r é constante
em relacao a d,, mas nao em relacao a dy ¢ d, entao

Oyt = Oy (cospsin@r+sinpsinfy+cosl z) = cospcost o+ cospsinfy —sinflz =6
{'I.

d,r = d,(cospsinfr +sinpsinfy + cosf z2) = —sinpsinfr + cos psinfl y = sinfl o

Assim, como dypr =6 ¢ d,r = sinf L. temos
- 1 :

V- o=rf-fnr14+=-r"g-0+ g r'sinfl oo =n -l 4 el 4 el
r I sin

V-7 =(n+ 2yt O

—
b

Calculemos tambem V o x o

8

= . -1, . | + .
Vxt=|ro,+0-0h+p——0, | xr"r
I rsinf "
. ‘ n ~ 1 ; ‘ n -~ 1 ~ ‘ n -
=rx0 (r"r)+—-0xg(r"r)+ —— o xad, (r"7)
r r sinf/

=nr" ' A x P+t Ox 0+ o x P

Este resultado pode ser interpretado como de forma que o objeto sujeito ao campo
vetorial o esta livre de rotacoes. [

Podemos também verificar se o resultado do divergente que encontramos esta de acordo
com ao teorema do divergente. ou seja

/rﬂf'ﬁ-ﬁ‘:%d.‘;-ﬁ
Jy S

Adotando V como o volume de nma esfera de raio ry, temos que o lado direito é dado

por
g 2w
& = J ompant 2 I B 1 T
frfs-t-—] dH] doryrg sintl =4 7r|
] L} 0

Ja o lado esquerdo é dado por

. ro ™ 27 . ro
/ dV'V -1 = / dr / dﬂf do(n+2)r" ' r? sinf =47 (n + 2) / dr ™t
v Jo Jo 0 Jo
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notemos agora que a primitiva da integral acima resulta. a menos de uma constante,

1
em —— "2 que diverge para n = —2, entao para n # —2
n -+ 2
. )
/fﬂ- V-v=4nrg
v
Mas notemos que se n = —2 = V - = (), assim na verdade temos
e Arri™2 sen # =2
] dV'V -v = v
v 0. sen=-2

o que nao esta de acordo com o teorema do divergente, pois para n =

f!S_‘* C=4nre =47 O
S

-2
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// Problem 1.49
; . i 1 — i |
mwf' First method: use Eq. 1.99 to write J = [ e " (4787(r)) dr = dze™ = | 47
Aﬁ—/ Second method: integrating by parts (use Eq. 1.59).
09 I 2 Pearson Fducation. o | [ajrct Smidille Hive N AN mnights reservied This material is
protected under all copyright laws as they currently exist. No portion of this material may be

reproduced. in any lorm or by any means, without permission in writing from the publisher.

L/L

18 CHAPTER 1. VECTOR ANALYSIS

-

i . X )
J = — fi Vie T)dr + /r_'l—,-u’n. But Vie ") = (_t—f_’)f'-— ¢ T,
2
V S
it

| : r : i , - _
[- -¢  dar® dr 4 [r P ersinflddor = drx [* dr + e ¥ /r«'luﬂrﬂhfn
i '- [} ;I- i 5

Ll

i | — ,‘.h‘ - dwe 1 i (—e¢ LIy “] b e . | Here R o, so e It ”}
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Problem 2.17 On the r z plane £ = 0 by symmetry. Set up a Gaussian “pillbox™ with one face in this |I'|i'-.1|]1'
/;unl the other at .
( \\Uﬂ L ““\KL\\ | Graussian pillbox
. .
N - ' | Evda = FE - A '_ Qene = -!. Ay p;

' L |
I —uyy || for | < ).
£l

2012 Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. All rights reserved. This material is
protected under all copyright laws as they currently exist. No portion of this material may bhe

reproduced, in any form or by any means, without poermmission in writing from the [|'.1f'-||~;!u| T

CHAPTER 2. ELEC'TTROSTATICS 31

Qenc = —Adp = IE /! dy | (for y > d).

.........................
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@ Problem 2.16
/»-?
N O)

= ErE

}* Granssian surface

— (Ganssian surface

- (aussian surface

"”"‘&X\ XS *‘M\h ») :
—

(ii) O) :

(111) O) |

> 2ms-1= A Qune = &

§ E-da = |
_ PS5
E= Efnb

f E:da=F  27s-[ = _-% Uenc = %;Jml‘gf:
| pa®
E = -
. Efu-‘"
t E- :.’u = FE 2as-[ = :l“{‘,_i._m =)
E=0
k
|
|
|
I
|
il fIi o

'l'.'T."\:ir:
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Exemplo 4.9. O modelo de Thomson, conhecido como “pudim de ameizas”.
supunha que o dtomo era formado por uma carga positiva distribuida de formc
homogénea num volume esférico de raio R e que nessa “massa” os elétron:
estariam incrustados. Considere o modelo de Thomson para o hidrogénio, ¢
responda.

a) Qual é o campo elétrico a uma distancia v quando r > R ?

Como o atomo é eletricamente neutro, as cargas positivas estao en
mesmo numero que as cargas negativas, e o total liquido ¢ nulo. Assim, fora
do d4tomo, quando r > R, se considerarmos uma superficie gaussiana esférice
de raio r, veremos que a carga total dentro da gaussiana é nula. O campc
elétrico, se existisse, deveria ter uma simetria radial. Portanto, o \inico modc
de a integral da lei de Gauss se anular ocorre quando £ = 0 fora do 4tomo.

b) Qual é o campo elétrico dentro do datomo, a uma distancia v do centro?

O clétron do atomo de hidrogénio, no modelo de Thomson, deve estar
situado em equilibrio no centro do atomo, porque nesse local as forgas elétricas
se anulam em virtude da simetria esférica. Portanto, ao escrever a lei de Gauss.
temos duas contribui¢oes, uma do elétron no centro da esfera e outra da carga
positiva distribuida no volume do atomo. A superficie gaussiana é uma esferz
de raio r, como mostra a figura 4.12 abaixo. A lei de Gauss para esta superficie

fica, considerando apenas a parte do campo gerada pela densidade volumétrica
de carga positiva,

f £, -ndA = 1 odV
S €E0Jv
% g.i-tda=L[ av
S €Jv
£ j{ dA = LA
+ S €n 3
4.4. APLICACOES DA LEI DE GAUSS 199
473
5 4 2 _ P
+EAT €0 3
£, = P
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A densidade volumétrica é dada por
dQ e Je

PT AV T mE T R

e o campo gerado pela carga positiva fica

5 T 3E " er -~
= f= r
T 3¢ dmR®  4megR3
O campo gerado pelo elétron no centro do atomo a uma distancia r é
- e
E_=— 'y
4egr?
e o campo total fica
g — §.|. - g_
er e

T

= r —
dmeg R3 Ameqr?

e r3 R
= —1}r
4‘?1'6[]7‘2 (RS )
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superficie S
no tempo f+dt

“cinta” ou ‘“‘tira’
que conecta as
S _%t S duas superficies

superficie S 8
no tempo ¢

Figura 18.7: Circuito de formato arbitrério para
demonstracao da equacao 18.5.

Na figura, vemos uma superficie S, de contorno C, que é atravessada por
um campo magnético B qualquer. A superficie se move e altera sua forma
no tempo, descrevendo um volume no espago. O fluxo magnético inicial que
passa pela superficie S é

onde 7, o versor normal & superficie, é escolhido de modo a concordar com a
regra da mao direita. Assim, percorrendo o contorno C da curva no sentido
horario, 7 apontara para dentro da pégina. Apés um tempo dt, o novo fluxo
sera

O ;(t + dt) =f B-iidA
S(t+dt)

A variacao no fluxo serd dada por
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A diferenca entre as integrais e dada pela integral de superticie da “tira” ou
“cinta” que une as duas superficies. Portanto,

dd; = f B.ndA
tira

Na tira, de acordo com a interpretagao geométrica do produto vetorial, um
clemento de area pode se escrito como

ndA = Tdt x df

onde ¥ € a velocidade de translacao da superficie S. Com essa expressio,
obtemos

d@g=£§-(ﬁdtxdf)

ou

EzﬁB-(deﬁ)

onde a integral agora € sobre todo o contorno C da superficie S. As cargas no
fio que define C tém, além da velocidade ¥, uma velocidade de arrasto 7, no
fio, de modo que sua velocidade total é

Vg = U + U

Como 7, || dZ, temos

—

Ty X dl = (T + T,) X df

TT;XdE': ﬁ)(d{

le modo que podemos escrever

558 18. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, I: LEI DE FARADAY

B _ B. (5, xdl
dt /t:ira (‘Ut )

Pela propriedade 1.17 dos produtos vetoriais, temos

=b.cxXa=c-axb

3

a-bx
Assim, identificando @ = B, b = v; e ¢ = d{, podemos escrever

—

B (5 xdl ) = 5-(dlx B) = di-(B x 7,)

de forma que achamos

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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ou, invertendo a ordem do produto vetorial, o que troca o sinal do vetor,

0o ; o
7t w—ij(i}tXB)'de

A forca magnética por unidade de carga é dada por 18.1, e assim,

Lembrando agora a defini¢ao de fem dada pela expressao 12.1,

e.—.j{ﬁm-dé‘
C

obtemos

d®
@t - ¢

que ¢ vilida para qualquer circuito de qualquer formato que é atravessado por
um campo magnético qualquer. Note que por tras dessa relagao esta o fato de
que € a for¢a magnética produzida pelo campo magnético que age como fonte
de fem no circuito, e a fem induzida é a responsavel pela producao de corrente
eletrica induzida. Assim, essa primeira experiéncia pode ser bem descrita por
meio dos conceitos ja estudados. Vejamos agora uma segunda experiéncia.
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O fluxo magnético que passa através do circuito varia no tempo. Na
primeira experiéncia ele pode ser associado com a fem & induzida no circuito.
Assim, pareceu légico a Faraday e Henry explicar a segunda experiéncia su-
pondo que a variagao do fluxo magnético através do circuito é responsavel pelo
aparecimento de um campo elétrico induzido, o qual produz a forca elétrica
responsavel pelo movimento das cargas e pelo estabelecimento da corrente
eletrica induzida no circuito. Assim, lembrando que, pela definicio da fem €
dada pela equacao 12.1, temos

(5'—_‘?[.ﬁnt'd€
C

e que a forca por unidade de carga responsavel pelo movimento das cargas é
o campo elétrico induzido, obtemos, utilizando a expresao 18.5,

ou, utilizando a expressao explicita do fluxo magnético,

ff-déé —ifﬁ-ﬁ,m (18.6)
C dt Jg

Essa equagao € a lei de Faraday escrita na forma integral. Considerando um
referencial no qual o circuito esteja fixo, podemos reescrever essa exXpressao
CcOmo

3. o8
ﬁé‘-dﬁ'—— SE-MA

18.1. CORRENTES INDUZIDAS E LEI DE FARADAY 561

ou, utilizando o teorema de Stokes 1.56,

/(Vxﬁ)-ﬁdA:fB*-dE‘
S C

para transformar a integral de linha do lado esquerdo numa integral de su-
perficie, temos

ff-dé’:/(?xé’)-ﬁm
C S

de modo que

ou entao,

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Considerando que o circuito é qualquer e que a integral acima é sempre nula,
o integrando deve ser identicamente nulo, de modo que obtemos

. 0B
VxE+ =0 (18.7)

que € a lei de Faraday escrita na forma diferencial. Ela é uma das equagﬁes
de Maxwell do Eletromagnetismo, ¢ amplia a validade da equacio 5.18,

VXxE=0

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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*Exemplﬂ 18.2. Um solenoide longo de raio R e n espiras por unidade de

comprimento € percorrido por uma corrente i que varia no tempo com uma

taza ﬁ—i. Responda ao que segue.

N)a) Determine a fem € induzida num circuito circular de raio p concéntrico
com o solendide, conforme mostra a figura 18.11. A corrente propaga-se pelo
\ solenoide, girando no sentido hordrio.

Figura 18.11: Forga eletromotriz induzida por um solcnéide.

De acordo com o exemplo 14.8, o campo magnético de um solendide
muito longo fica confinado no seu interior, e ele vale (equacio 14.23)

—_

B = 'Hrp‘,[]i.%

onde 1 estd orientado paralelamente ao eixo do solendide, de acordo com a
figura 14.21. Portanto, o fluxo magnético que passa alravés da superficie S

do circuito de raio p é diferente de zero apenas na regido interna ao solenéide,
e ele vale
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ngfﬁ-ﬁm= B-ndA
S Sint

ou, utilizando a expressao para o campo magnético e lembrando que n =1,

@52[5 nﬁgii*idﬂ

.‘ L
it

= nugi / dA
Sint

Q= n,ugi?rR‘!

Esse fluxo magnético varia no tempo porque a corrente nao € constante, de
modo que a fem induzida vale, pela equacao 18.5,
d®;

¢ =——B8 = —puyrR?

di

: (18.9)
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Ll

S>e a corrente aumenta com o tempo, de forma que 5 > 0, a fem Induzida
é negativa. Como a normal a superficie foi escolhida como sendo paralela ao
Versor i, o sentido positivo ao circular pelo circuito de raio R. é o sentido
horario, quando visto a partir da parte de baixo do solendide. Assim, ja que
a fem & é negativa, isso significa que ela circula pelo circuito no sentido anti-
horario. Essa conclusao também pode ser comprovada se verificarmos que o
campo magnético aumenta quando a corrente aumenta, de modo que o fluxo
através da superficie definida pelo circuito também aumenta. O circuito gera
uma corrente induzida, tentando se opor a essa variagao, e para isso ele precisa
de um fluxo magnético que passe da parte de cima do solendide para a parte de
baixo, no sentido do versor —i. Para que o fluxo seja desse modo no interior do
circuito, o campo magnético induzido deve ter o sentido de —1, o que ocorre se
a corrente for anti-horaria. Para produzir uma corrente anti-horaria, é preciso
uma fem € também anti-horaria, a qual corresponde, por sua vez, a um valor
negativo de €&, concordando com o resultado obtido anteriormente. Quando
a corrente diminui com o tempo, temos % < 0, e a fem €, que é positiva,
circula no sentido horario. Vocé deve confirmar isso através da analise fisica
da situacao, considerando os dois pontos de vista apresentados acima.

b) Determine o campo elétrico induzido no circuito.

Para determinar o campo elétrico induzido, devemos lembrar que ele
nao é gerado por cargas livres, ao contrario do que ocorre com 0 campo
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No presente caso, a forca por unidade de carga é o campo elétrico induzido,

de modo que
¢ = j‘( E.dl
C

A fem € é dada pela expressao 18.9,

O versor df pode ser escrito em termos do versor 8, o qual circula pelo circuito
no sentido horario, de modo que, de acordo com as convencoes adotadas,
temos d¢ = pdf 8. Pela discussao feita no item (a), o campo elétrico induzido
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pode ser expresso por £ = F£ 0, dependendo do fato de % ser positivo ou

negativo. Reunindo todos esses valores, achamos

di A N
— MO zd—; = ﬁqigﬂ-pd{?ﬂ
ou
d 27
-—ﬂﬁuﬂde—; = ZFEp/.D do
ou ainda,
7
—-nuu?rRza-;— = FEp2nw
de modo que
2 P
_ H}.L[}R di 18.10
E==x 2 di (18.10)

ou, vetoriamente,

npoR? di)n

— p— 9

E—71E0 :[:(d: 55
ou seja,

_n,uuRZ di p
2p dt
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Assim, 0 campo elétrico 1nduzido exibe uma simetria ciindrica em torno do
solendide e, se a corrente no solendide aumenta no decorrer do tempo, ele
circula no sentido anti-horario e induz uma corrente nesse sentido. Por outro
lado, se a corrente no solendide diminui com o passar do tempo, 0 campo
elétrico induzido circula no sentido hordrio, de modo que a corrente induzida
também tem esse sentido. E interessante notar que o solenéide vai induzir um
campo elétrico em toda a regido externa a ele, independente de existir um
circuito elétrico material formado por condutores ou nao, desde que o fluxo
magnético através dele seja varidvel. Se houver cargas livres ao seu redor que
possam se movimentar, como ocorre se existirem condutores em torno do
solendide, por exemplo, entdo aparecerd uma corrente elétrica induzida, pois
sd nesse caso teremos cargas que podem se mover para formar uma corrente

18. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, I: LEI DE FARADAY

—

elétrica. A fem € e o campo induzido £ independem da existéncia ou nao de
cargas elétricas e de meios materiais.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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Exemplo 14.9. Um tordide € a forma geométrica obtida quando as extre-
midades de um cilindro sao entortadas até que elas se toquem, formando a
- figura 14.22. Considerando um solendide de tamanho L, se o torcermos até
que seus extremos coincidam, formaremos um tordide magnético. Usando a
lei de Ampeére, calcule o campo magnético gerado pelo tordide.

224 14. CAMPOS MAGNETICOS, I: CONCEITOS FUNDAMENTAIS

K9

Figura 14.22: Um tordide de raio interno R; e raio externo He.
O raio do cilindro que deu origem ao toroide e I&.

Antes de mais nada, é preciso dizer que, ao entortarmos o solendide
finito para formar o tordide, idealmente as linhas de campo magnético que
antes safam por uma extremidade, passavam por fora do solendide e depois
entravam pela outra extremidade agora vao ficar sempre dentro do toroide,
j4 que os seus extremos coincidem. Assim, um tordide ideal limita o campo
magnético ao seu interior, e fora dele nao hd campo magnético. O campo
no interior do toréide deve ser circular, pela simetria cilindrica envolvida na
situacdo. A figura 14.23 apresenta a curva ampereana para esse problema.

algumas espiras
do tordide —

Figura 14.23: Curva ampereana para o calculo
do campo magnético num tordide.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Note que na figura o raio da curva ampereana é representado por p. Quando

14.5. APLICACOES DA LEI DE AMPERE 225

p < R;, a area definida pela curva nao é atravessada por nenhuma corrente,
o que faz com que a lei de Ampere 14.18 fique |

Se houvesse um campo magnético nessa regiao, ele teria uma simetria cilindri-
ca e as linhas de campo seriam trajetorias circulares, como acontece na regiao
em que R; < p < R,. Esse fato faria com que o fator B . df tivesse valores
nao-nulos em geral, de modo que a integral como um todo seria diferente de
zero. Para que ela seja igual a zero, é preciso que o campo magnético B seja,
nulo para p < R;. Portanto,

B=0, p<BR,

Quando p > R, a superficie circular definida pela curva ampereana corta as
espiras ao meio, de forma que a corrente que passa pelas espiras entra e sai
do plano da pagina um mesmo numero de vezes. Portanto, a corrente total
liquida que é envolvida pela curva ampereana é nula, o que faz com que o
campo magnético na regiao p > R, seja nulo, conforme a explicacao dada
para a regiao p < R;. Temos, entao,

-

B=0, p>R,

Assim, fora do tordide, o campo magnético é nulo. Resta, desse modo, a regiao
R; < p < R,. Neste caso, a curva ampereana envolve as correntes que passam
 pela parte das espiras que ficam dispostas sobre o raio menor do toréide
quando elas entram no plano da pagina, mas ela nao engloba a parte externa
das espiras, que ficam sobre o raio maior. Assim, a corrente total agora é
nao-nula, e ela vale, lembrando que existem N espiras no ‘tordide, I -= N1,
sendo i a corrente que percorre uma espira. Como B e df sio paralelos, temos,

pela lei de Ampére,
f B.dl =
C

f Bdl = pugNi
C

Bf dl = pgNi
C
B2mp = pugNi

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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B — jLuNi

27 p

ou, na forma vetorial, colocando um versor f tangente a curva ampereana,

6, R <p<Re (14.24;

que é o campo magnético gerado por um toréide. Note que ele nao é ho
mogéneo e diminui com o aumento da distancia do ponto considerado a«
centro do toréide. Além disso, apesar de termos deduzido essa expressao par:
um toréide de secio reta circular, ela vale para qualquer tordide, desde qu
a sua secdo reta permaneca sempre a mesma. Qutra verificacao importan
te ¢ que o campo magnético gerado por um fio infinito percorrido por um:
corrente N1i é, pela expressao 14.4,

poNi 4

B = 0

2mp

e ele é idéntico ao campo do toréide, ou seja, o efeito magnético produzid
por um toréide com N espiras equivale ao de um fio infinito conduzindo um:
corrente Ni. Para que os campos sejam equivalentes, o fio deve estar nun
plano perpendicular ao do toréide e deve passar pelo centro dele. Observe
nos dois casos, a existéncia de uma simetria cilindrica no campo magnético

que é proporcional a ﬁi como acontece no caso elétrico.
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J do capacitor.

m \g,f,& curva

ampereana C

\/&/Q//,[L superficie S, /

superficie S,

|

Figura 19.3: Um capacitor de placas planas paralelas circulares.

Exemplo 19.1. Considere um capacitor plano paralelo formado por placas

/:ircu!ams de raio R separadas por uma distancia L, como mostra a figu-
@ ra 19.3. A placa direita do capacitor € a placa positiva, e ele estd sendo car-
regado por cargas transportadas por uma corrente i. Considere que durante o
carregamento a carga se distribua uniformemente sobre a superficie das placas

@\) a) Considerando a superficie circular plana Sy de contorno C' e raio p, ache
a correnle de deslocamento através dessa superficie e o campo magnético B

na curva ampereanda.

Para determinar a corrente de deslocamento através da superficie, pre-
cisamos do campo elétrico dentro do capacitor, que pode ser obtido mediante

a equacao 4.24,

10.1. A LEI DE AMPERE-MAXWELL

de modo que

0 _100. 1ldo,
at_'fuat _Eudt

Assim, a corrente de deslocamento 19.4 fica

o€
ip =€ — ndA
D 0 5 aﬁ
011

: 1d
11'_:=E[]/ —*—gﬁ-ﬁdﬂ
S, €0 dt

711

(19.13)


https://v3.camscanner.com/user/download

ou ainda,

do
ip = — A
P dt S1 ?
de modo que
: do
ip =mp*—

dt

Podemos agora utilizar a lei de Ampeére-Maxwell 19.5,

L. . OE
?{B-dﬁ'zﬂu/J-ndA+#u£g/—-ﬁdA
C S Sat

lembrando que nao hd nenhuma corrente real atravessando a superficie S;, de
modo que J = 0 e a primeira integral é nula. Obtemos, portanto,

f g' Effz ;L[]ip
C
ou, como B= B8O e dl = pdb 8, temos

2 dﬂ_

2
BO-pddh = i
fu p HoTp” —

(12 19. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, II: LEI DE AMPERE-MAXWELL E EQUACOES DE MAXWELL

ou ainda,

2m do
_ 25
By [D B = o

de modo que achamos

pop do
B =
2 dt
ou, vetorialmente,
B— pop do 0

2 dt

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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b) Refaga os cdlculos anteriores, sé que agora utilize a superficie cilindrica So,
que se estende para fora do capacitor e que € limitada pela curva ampereana C.

A superticie S, é formada por duas superficies: a parte plana circular e
a parte lateral do cilindro que atravessa o capacitor. Na parte plana nao hi
campo elétrico variavel, de modo que por ela ndo passa nenhuma, corrente de
deslocamento, assim como ocorre também com a parte lateral fora do capa-
citor. Na parte lateral dentro do capacitor existe um campo elétrico variavel,

sO que ele ¢ tangente & superficie, de modo que o produto escalar %‘f « 73, onde
n € o vetor normal a superficie, é sempre nulo. Portanto, por S» nio passa
nenhuma corrente de deslocamento. Por outro lado, ela é atravessada por cor-
rentes reais. Na parte circular plana existe uma corrente i que passa por ela,
e na parte lateral a carga do capacitor passa por Ss & medida que o capacitor

se carrega. Portanto, temos duas contribuicées para a corrente total.

A corrente que passa pela superficie circular plana vale i, e a carga que
passa pela superficie lateral pode ser determinada mediante a consideracio
de que ela se distribui uniformemente sobre a placa do capacitor, de modo
que a densidade de carga varia no tempo, mas nao no espaco. Assim, como

_e_¢

G‘ ——

dA A
podemos escrever, para a carga que passou pela superficie Sy e que se encontra
na placa do capacitor a uma distancia maior que p,

Qf = o(tR* — np?)

19.1. A LEI DE AMPERE-MAXWELL

Hssa carga gera a corrente

do
dt

d
if = —Q'f = ('H‘RZ — ?sz)

dt

A corrente total que passa por S, é, entao,

ir=1i— i

onde o sinal negativo aparece porque as correntes i e iy atravessam a superficie
Ss em sentidos opostos, j4 que a densidade de corrente J estd na mesma
direcao e sentido que a normal apresentada na figura e j} esta no sentido
oposto ao definido pela normal & superficie cilindrica lateral. Portanto,

iTzi—(sz—-ﬂpg)i—i
011
do do
ir =1— TR*— Sl
I =1—T dt-l-'rrp g

Como a carga que chega a placa do capacitor é dada por

Q

o= ——
mR2
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temos

do 1 dQ
dt wR? dt
Ol
do i
dt  7wR2
de forma que
I =1— TR " —— + 1p°—
w2 P dt
o1l
'i, 2 dﬂ'
T =Tp —
dt
714 19. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, II: LEI DE AMPERE-MAXWELL E EQUACOES DE MAXWELL

Utilizando agora a lei de Ampere-Maxwell 19.6,
?{ B-dl = poli + ip)
C

temos, lembrando que B = B#é e dl = pdh 8,

27
- ~ d
BO-pdfo = pgﬂpg-d—g
0 t
ou
5 do
B2m = gl
POLTT = Lo P dt
de modo que
pop do
B =
2 dt

que é o mesmo resultado obtido com a superficie S;, como deve ser, ja que a
curva ampereana C é a mesma. Em termos vetoriais, achamos

pop do 4

B = 0

Podemos reescrever esta expressao em termos da corrente elétrica que chega
na placa do capacitor se utilizarmos a expressao 19.14, o que resulta em

> MHop 1 &
5= 2 ?TREB
ou
B= 1,4 (19.15)

21 R2

(19.14)
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OR" : ‘L -
@ i?j 295 po ponto de vista matematico, podemos obter a equacido 14.16 se con-
siderarmos a lei de Biot-Savart 14.14, tomando o seu divergente, o que resulta

. T = = =
v.B=v. |k [ HD)xF-T) 4,
47 )y |7 — 7| |
- J(7) % (7 — 7'
v-B=g V'[ 7 7P ]‘W
Agora, precisamos da relagdo vetorial 1.58¢
V-(AxB)=(VxA)-B-A.(VxB)
que fica, para o nosso caso,
206 . 14. CAMPOS MAGNETICOS, I: CONCEITOS FUNDAMENTAIS

= r—7 - r—r' - r—r
v [‘”Fr) X F’F] = [VxJ) - g — ) [W ]

17— 7|3

Como J(7') nio é funcdo de 7, e considerando que o operador V s6 age nas
coordenadas 7, o primeiro termo do lado direito é nulo. O segundo termo pode
ser reescrito se lembrarmos a expressao 0.9,

1 7=
v -
=

Assim, temos

V- [f(f”) X I; 5‘3] = J(7 - {vallrjr I]}

Entretanto, da relacao 1.58b obtemos, para qualquer fun¢ao escalar @,

VXV® =0

ou seja, o rotacional de um gradiente é sempre nulo, de modo que o lado
direito da expressao acima se anula, e assim,

- r—r
V- |J(F =0
T =]
Com esse resultado, achamos
v.B=L2%[ odv

i1sto é,
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2. Deriving Gauss’'s Law for Magnetlsm from the Law of
/ Universal Magnetism —> M
/o g éwx,ﬁwvm/éa@/c&m & %@

A/,UCr;d
wJﬁ Gauss’s law for magnetism cannot be derived from Law of Universal Magnetism
Pedd

alone since the Law of Universal Magnetism gives the magnetic field due to an
individual magnetic charge only. However, Gauss’s law for magnetism can be
proven from Law of Universal Magnetism if it is assumed, in addition, that the
magnetic field obeys the superposition principle. The superposition principle
says that the resulting field is the vector sum of fields generated by each particle

or the integral if the magnetic charges are distributed smoothly in space.

Law of Universal Magnetism —> N ,Q,K/LI/S@/ oMo fb &
e
s k,H H, AN //@v[@\\,@/wv

re eving X
Substituting the speed of light squared for specific orbital energy (¢ ) we obtain
\]/ / kl’ H] H.".

L Mhiican TG

where, V‘MW '

F = force (Newtons)

H, and H, = magnitudes of magnetic poles (ampere-meter)

(1 = permeability of the intervening medium (tesla meter/ampere, henry/meter
or newton/ampere®)

r = separation (meter)

¢ = speed of light (m?/s’)

k =c’u [4n

o K, . .
Substituting in 20 for Coulombs Constant —-, we obtain the classic force

-
4n C

-

of attraction equation between two magnetic poles when both poles are small

enough to be represented as point magnetic charges,
o—
/ -

4m"' "'WW)V WM

Law of Universal Magnetism states that the magnetic field due to a stationary
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magnetic charge is:
N e /- e

where, l/%rim |

e, is the radial unit vector,

g,, 1s the magnetic charge of a test particle (SI unit: ampere-meter),

u is the permeability of the intervening medium (SI unit: tesla meter per am-
pere, henry per meter or newton per ampere squared),

ris the separation (SI unit: meter).

Using the Law of Universal Magnetism, we get the total field at r by using an

integral to sum the field at r due to the infinitesimal change at each other point s

in space to give: éAA/\%L e M S
1 p,,, Ticon
B(r)=4- | T e

an r —5|

where p is the magnetic charge density. If we take the divergence of both

sides of this equation with respect to rand use the known theorem [ 7|

/ h
y
V- T :4?[5(.?')

K‘rl y

where & r) is the Dirac delta function, the result is

'fp — S d3
Using the sifting property of the Dirac delta function, we arrive at
V-B(r):ppm N

where u =, the vacuum permeability,
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