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Problemas 2D em coordenadas polares.
Parte 2

1. Efeito de orificios circulares na distribuicdo de tensdes em chapas
2. Forca concentrada em um ponto de um bordo reto;

3. Solucao geral do problema 2D em coordenadas polares
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1. Efeito de orificios circulares na distribui¢cao de

Hipoteses:

tensdoes em chapas

e Chapa fina, submetida a tracao uniforme de valor o, na direcdo x;

e Pequeno orificio circular de raio a existente no centro da chapa.
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Consideremos a porcao da chapa no interior de um circulo de raio b (b >> a),
concéntrico com o orificio. Considerando que o efeito do orificio é localizado,
podemos admitir que as tensoes a distancia b sao efetivamente as mesmas
gue em uma chapa sem orificio.
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Assim, o estado de tensdes para os pontos que estdao sobre a circunferéncia
de raio b é dado pelo tensor:

0
[T]b = “o Onde: b= (éxﬂéy)
0O O
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Vamos determinar as componentes do vetor tensao que atua em um
plano tangente a um dado ponto da circunferéncia de raio b:
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As componentes normal e cisalhante do vetor tensao no plano inclinado
sao dadas por:

2
c,.cos” 0

c=0,=pNn

T=1,=pf =—0,.cosf.send

Assim, a distribuicao de tensdes nos pontos distantes do orificio é dada por:

o, =0,.c08" =0, 1+M
2 2
sen(29)

T,y =—0,.cosfsend =-o, )
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Pelo principio da superposicao:
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7cos(29)
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— — > sen(20)
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A solucao para o primeiro caso pode ser obtida a partir da solucao para
vasos de pressao de parede espessa, ou seja:

(p, —p)a’h®  pia’—p,b’

o, =
(b* —a*)r? (b* —a?)
212 2 2
S (P, —pi)a”b”  pra”—p,b
(b* —a*).r? (b* —a*)
TI”@ == 0

que, aplicada para este caso em particular, resultara:

a’ o, a’
Gr,l :_po' 1——2 =—" 1——2
v 2 r
pl =O :> 5 5
a o
— _ 0]
b? —a® = b> gy =—Po| 1+ | === 1+—
r 2 v
z.1”9,1 =0

e
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Falta determinar a solucao para a parte restante do carregamento:

Oo
> cos(260)

\Ql

Oo

O-O
— -5 sen(26)

L)

Lembrando, porém, que:
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Tal carregamento sobre o contorno sugere o uso de uma funcao de tensao
da forma:

¢(r,0)= f(r).cos(20)

Substituindo tal funcao na equacao de compatibilidade de deformacdes:

2 2 2 2
CRENIALNYNE AR
o ror r* 00* \or* r or r* 06°

obteremos a seguinte EDO para a determinacao de f(r):

[d_2+1 d 4][d2f+1 @_ﬂ}o

ar’ rdr r*Ndarr r dr

cuja solucao geral é:

f(r)=Ar*+Br*+ C.%+D
r
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Logo: o(r,0) = {A.r2 +Brt+ C.% + D}. cos(260)
r

Que leva ao campo de tensoes

2
:l 8¢+ L 09 :—£2A+%+4—?}005(29)

O-r,2

r . or r’ .892 r r
2
Gy = o9 _ [214 +12Br* + E).cos(zer)
; 2 4
or r
2
ro=t 00 109 £2A+ 6B.r* —@—Z—Dj.sen(ze)
76,2 5 4 2
r< 068 r orof r r

onde as constantes A, B, C e D sao obtidas a partir das condicoes de
contorno do problema (22 parcela do carregamento).
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O',, =
Parar = a, devemos ter:
Tro =
B __ cos(20)
E, parar = b, devemos ter: )
Tos = 0.sen(26?)
2
24 +£+4—D:O
Cl4 a
, 6C 2D
Resultando no seguinte sistema linear: 24+6Ba _?—a—z—o
2A+6C 4D __ o,
bt b? 2
24+68b2 -0 2D _ %
— bt b? 2
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A:—O-o B:()
. 7 . H 4
vira (no limite para § = 0): 4 5
C:_O-O-a_ D:O-O a
4 2
— 4 2
o =201+ Sa__4a .cos(260)
r,2 4 2
2 r r
Resultando: 4
Cpy=— %01+ 3a .cos(260)
; 4
2 r
4 2
T.pr=— Yo |1- Sa e 2d sen(26)
: 4 2
. 2 r r
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Finalmente, pelo Principio da Superposicao, teremos o campo de
tensoes resultante:

2 4 2
-4 ]+ % (1+ 3a__4a j.cos(29)
2 Pt 7

2 4
1+4 )— %o [1 + 3a ).005(26’)
2 Pt

4 2
T.g=— % (1 _3d + 2a J.sen(ZH)
2
r

Esta solucao foi obtida por G. Kirsch em 1898.
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Em particular, no bordo do orificio teremos:

g9 = 0,(1 — 2cos(20))
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2. Forg¢a concentrada atuando em um ponto de
um bordo reto

Consideremos agora o problema referente a uma forca vertical
concentrada, de intensidade P, atuando em um bordo reto horizontal
de uma chapa semi-infinita. Consideremos também que a forca esteja
distribuida uniformemente sobre a espessura da chapa.
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A solucdo deste problema pode ser encontrada pelo uso da funcdo de
tensao (biharmonica) dada por:

¢(r,0) = Crfsend

qgue leva a seguinte distribuicao de tensdes (denominada distribuicao
radial simples):

_10¢ 19°¢p 2Ccosf

o T or Trzaer T 7
0%¢
Op :W:O

__ 9109\ _ .
0 = "o \v90)
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Verifica-se que as condi¢cdes de contorno sobre o bordo reto (visivelmente
descarregado, exceto no ponto de aplicacdo da carga) ficam prontamente
atendidas com esta solucdo (tensdes cisalhantes e tensdes circunferenciais
nulaspara@ = +mw/2er > 0).

Para obter a constante C da funcao de tensao basta impor que a resultante
das forcas que atuam em uma superficie cilindrica de raio r seja igual a P,

ou seja:
/2
J o,.cosfrdf = —P
—1/2
/2 /2
J <M> cosOrdl = —P <:> 2C J cos?0df = —P
2 r —1/2
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/2 /2

1+ cos(20)
2 2 = — = —
C j cos*0do P <:> 2C j ( > )d@ P
—-1/2 —-1/2
(o sen(20) /2 __»p C = P
—-1/2
2P cos@
Logo: or ="

A solucao deste problema foi obtida por meio da solucao tridimensional de
Boussinesq por Flamant, em 1892.

01/09/2023 PME-3454 Introducdo as Estruturas Aeronauticas - Aula #07

20



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

3. Solucao geral do problema 2D em coordenadas polares

Uma expressdo geral da fungdo de tensdo ¢ = ¢(r, 8) para a solugdo de
problemas 2D em coordenadas polares foi apresentada por Michell, em
1899. Tal funcdao de tensdo é uma superposicdao de varias outras solucoes
encontradas e pode ser aplicada para casos gerais.

Os trés primeiros termos da 12 linha, por exemplo, representam a solucao
para a distribuicao simétrica de tensdes em relacao a origem. O 12 termo
da 22 linha fornece a solucdo para a distribuicao radial simples (problema
de Flamant). J& os termos restantes da 22 linha juntamente com os termos
da 32 linha fornecem a solucdo para uma por¢cao de um anel circular
submetido a flexao. Os termos da 42 linha, para n = 2, fornecem a solucao
do problema de Kirsch, e assim por diante.
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Distribui¢do simétrica de tensoes em relagdo a origem

Distribui¢do de
\_ tensodes cisalhantes
__________ - - - ./ uniformes (para um
o (r,0) —Lao In(r) + bor? + cor ln(r)'+ dor?0 +la 9' dado r) em um anel

a
=t rHsenéh  byr3 + — birin(r) | cos6

2
/7l _____ ;:

Distribui¢do C 4

Flexdo de um anel
<— circular por uma

-— o = -

1 1 forga concentrada
radial simples ——10cos + | dyr3 + —+ djrin(r) | send com orientagéio
(problema de 2 ____r_ - . _ qualquer
Flamant) t— 0 T T T T T T T T T N \

| an n Solugdo para o
i 2 anr™ + by ™+ — + —— cos(nf)e—— problema de
'\ n=2_"‘>_ _ T_ _ _7‘ _______ ,l Kirsch (para n=2)
o !/ /
+ Z c,r™ + d,r"t? + r:l‘ + sen(nf)
n=2
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Reportagem — Jornal da USP (31/08/2023)

Projeto de avidao da USP pode reduzir até 30% o consumo de combustivel
Juncao inédita de duas tecnologias inovadoras nas asas e nas turbinas conseguiria
economizar 12% do combustivel queimado, que pode ser poupado ainda mais com
as inovacoes previstas para os proximos 20 anos.

Fig. 1. Projeto de asa em caixa. Foto: Pedro Bravo-Mosquera (vide:
https://jornal.usp.br/ciencias/projeto-de-aviao-da-usp-pode-reduzir-ate-30-o-
consumo-de-combustivel/).
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