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1 Introducao

Dada uma funcao continua f : [a,b] — R tal que

fla) = f(b) <O, (1)

o método da dicotomia calcula uma raiz aproximada Z de f no intervalo (a,b).
Porém a convergéncia é lenta e por essa razao buscam-se métodos de con-
vergéncia mais rapida para aproximar raizes. Entre eles, o Método de Newton é
muito popular, quando f é derivavel e podemos calcular a sua derivada. Porém,
a convergéncia do Método de Newton s6 pode ser garantida localmente.

2 Meétodo de Newton modificado

Este método consiste em combinar a certeza de convergéncia do Método da
Dicotomia com a eficiéncia local do Método de Newton. Suponha que a fungao
f :]a,b] = R é continua, tem uma raiz isolada no intervalo [a, ] e satisfaz (1).
Partindo-se da condigao inicial zy dada pelo extremo do intervalo mais préximo
da raiz, o intervalo que isola a raiz é modificado a medida que as iteragoes
sao calculadas, de forma que a nova aproximacao é um dos extremos do novo
intervalo e a funcao f troca de sinal neste intervalo.

As iteragoes sao calculadas da seguinte forma. Se a proxima iteracao usando
a féormula do Método de Newton cair fora do intervalo atual que isola a raiz,
ou se o tamanho do passo a ser dado pelo método de Newton nao decresce
suficientemente em relagao a passos anteriores, aplique o Método da Dicotomia
para calcular a nova aproximacao. Caso contrario, use o Método de Newton.

Suponha que a aproximacao x,, ja foi calculada, estando isolada no intervalo
[an,by] onde x,, é um dos extremos. A préxima iteracao calculada pelo Método
de Newton caird dentro deste intervalo se e somente se (EXERCICIO)

(@ = an) * f'(2n) = f(@n)] * (20 = b)) * f'(2n) — f(20)] < 0. (2)

Para decidir se o tamanho do passo estd diminuindo de forma aceitdavel, pode-
se compara-lo com a metade do tamanho do passo usado para se obter x,,_1.
Admitindo-se que z, ja foi calculado e usando-se a notagao Ax, = T, — Tn_1,
para o passo do Método de Newton ser menor do que a metade do passo anterior,
a seguinte desigualdade deve ser satisfeita (EXERCICIO):

2 [fzn)] < |f'(2n) * Ay, 3)

Note que as desigualdades (2) e (3) foram apresentadas evitando-se divisoes
pela derivada de f. Usando estas desigualdades, a ideia pricipal do método pode
ser esquematimazada da seguinte forma:



se [(zn — an) x ' — flx[(zn — bn) *x f' — f] < 0e2x|f| < |f'*Ax,| entao

calcule z,, 1 pelo Método de Newton;

atualize o intervalo;
senao

calcule x,, 41 pelo Método da Dicotomia;

atualize o intervalo.

Nas expressoes acima, f e f’ sao calculadas no ponto z,,.

Em todo método iterativo é necessario impor crtitérios de parada. Por exem-
plo, pode-se usar uma tolerancia RTOL para o erro relativo entre duas apro-
ximagoes consecutivas, delimitar o nimero maximo de iteragoes por um inteiro
MAXIT ou parar a execucao na eventualidade de acharmos a raiz com a pre-
cis@o usada. Ou seja, a execugao é encerrada caso pelo menos uma das condigées
abaixo esteja satisfeita:

(a) |Az,| < RTOL;
(b) ntmero de iteragoes igual a MAXIT;
(c) f(zn)=0.

Se o numero de iteragbes atingir M AXIT, é aconselhavel imprimir uma
mensagem alertando este fato. Assim como verificar o valor de f na aproximagao
final calculada. Caso a raiz seja nula ou muito préxima de zero, o critério (a)
pode nunca ser atigido e precisa ser modificado.

3 Tarefa

Implemente o método de Newton modificado conforme descrito na secao ante-
rior, usando a linguagem Python (especificamente, Python 3). Documente bem
o programa e pense cuidadosamente em quais informagoes relevantes fornecer
a um usuario, tanto para a entrada como para a saida do programa. No re-
latério, discuta decisOes relevantes para a elaboracao do programa, as escolhas
de parametros, bem como a andlise dos resultados dos testes abaixo.

3.1 Queda de um corpo sob a agao da resisténcia do ar

A equacao diferencial para a velocidade de um corpo de massa M em queda sob
a acao de uma forga de resisténcia do ar proporcional a velocidade é

Mo(t) — Mg+ kv(t) = 0.
A solugao com velocidade inicial v(0) = v é dada por (verifique!)

Mg — e */M (Mg — vk
v(t) = k( )

Supondo as constantes g = 10 e M = 1, determine o valor de k sabendo-se que
com vy = 3 temos v(2) = 20.



3.2 Altura de fios de transmissao de eletricidade

Usando principios da Fisica pode-se mostrar que quando um cabo flexivel for
pendurado entre dois postes, ele tomard a forma de uma curva y = f(z) que
satisfaz a equagao diferencial

2 2
Yy _rg (W
dx? T dx

onde p é a densidade linear do cabo, g é a aceleragao da gravidade e T € a tensao
do cabo em sua parte mais baixa. Uma solugao para a equacao acima é dada
por (verifique!)

Um cabo pendurado sempre toma a forma de uma catendria

y = f(x) = a+ Bcosh (;)

onde « e B sao constantes. Suponha que tenhamos um cabo pendurado entre
z = —10 e £ = 10. Determine o valor de § tal que a diferenga de altura
£(10) — £(0) seja igual a 0.5.

3.3 Intersecao de curvas em coordenadas polares

Queremos saber quais os pontos de intersecao duas a duas das curvas dadas em
coordenadas polares abaixo. Para todas as curvas considere 0 < 6 < 27.

1. Curva da borboleta: r = e5m? — 2 cos(46).

2. Cardidide: r = 1 — sin 6.




3. r = sin?(46) + cos(46).

4. r =14 2sin(0/2).

(veja na préxima pagina uma figura com todas as curvas, para se ter uma ideia
da escala)

Observacgoes:
e Veja que pedimos 6 conjuntos de intersecoes.

e Na curva da borboleta podemos ter r < 0. Assim, convém lembrar que
um ponto com coordenadas polares (r,0) é o mesmo que com coordenadas
(=7, 0+ 7).

e Como o método descrito necessita de um intervalo onde a funcao troca de
sinal, é possivel que algumas intersegoes escapem.

e Um ponto de partida para aprocura automatica dos zeros seria particionar
o intervalo [0, 27] em, digamos, 100 subintervalos e depois testar cada um
deles.
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