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Observacao: Lembre-se que subespacos vetoriais também sao espagos vetoriais.

Questao 1. Seja P3(R) o conjunto formado pelo polinémio nulo e pelos polinémios de grau menor
ou igual a 2 com coeficientes reais. Definimos a adi¢ao e a multiplicagao por escalar da seguinte
maneira:

1. Se p(z) = ag + a17 + axx? e q(x) = by + b1z + baz? sdo elementos de Py(R) entdo

p(x) + q(z) = (ag + bo) + (a1 + b))z + (az + by)a?

2. Se p(x) = ag + a1x + axx® é um elemento de Py(R) e A € R, entao

Mp(z) = (Nag) + (May)z + (Aag)x?

Sabendo-se que Py(R) é um espago vetorial, faga os seguintes itens:

1. Mostre que o conjunto P5(R) = {p(x) € Po(R) : p(0) = 0} com as operagdes acima é um espago
vetorial sobre R.

Solugao: Temos que P3(R) C Py(R) e Py(R) é um espaco vetorial. Para mostrarmos que
P5(R) é um espaco vetorial, basta mostrarmos que é um subespago vetorial. Provemos entao
as 3 propriedades.

e O elemento neutro de Py(R) é o polinomio nulo. Ele estd em P5(R)? A resposta é sim.
Veja que o polinomio nulo é da forma n(z) = 0, logo, a sua imagem em 0 é n(0) = 0,
portanto pertence a P5(R).

e Tomemos dois polindémios p,q em P5(R), onde p(z) = ag + ez + azx? e q(x) = by +
bix + byx?. Temos que p(0) = 0 e ¢(0) = 0, porque p e ¢ estao em P3(R). Observe
que como p e ¢ pertencem a P3(R), temos ag = 0 = by, entao p(x) = ajz + az? e
q(x) = bz + byx®. A soma desses polinémios pertence a P3(R)? Para responder isso,
precisamos entender o que significa a soma estar nesse conjunto. Precisamos mostrar que
ao somarmos dois polinémios desse conjunto, a imagem dessa soma em 0 é igual a 0.
Vejamos como mostramos isso.

) def. de soma_dc polinémios (

p(0) +¢(0 a1+ b1).0 + (as + by).0> =0+ 0 = 0.

logo, p + ¢ € P3(R).

e Seja A € Rep e P5R), isto é, p(0) = 0. Temos Ap(z) € P5(R)? Para que pertenca,
temos que ter Ap(0) = 0, o que é verdade pois Ap(0) = (X.ay).0 + (A\.az).0 =040 = 0.



Comentarios.

e Observe que mostramos que P3(R) é espaco vetorial provando apenas as 3 propriedades
de subespago. Nés sé pudemos fazer isso porque sabemos que P5(R) é um subconjunto
de Py(R), que com as operagdes usuais, é um espago vetorial. Em resumo, ndo podemos
mostrar que qualquer conjunto munido de duas operagoes é um espago vetorial com apenas
3 propriedades, antes precisamos ver se ele ¢ um subconjunto de um conjunto que munido
de duas operagoes é um espacgo vetorial.

2. O conjunto P3 (R) = {p(z) € Py(R) : p(xr) > 0 Yz} com as operagdes acima é um subespago
vetorial? Justifique.

Solucao: Temos que verificar se valem as 3 propriedades de subespaco vetorial. O polinomio
nulo estd em P5 (R)? Se n(z) = 0 ¢ o polinémio nulo, temos que ele nao pertence a P3 (R) pois
nao é maior que 0, é exatamente igual a 0, em todo x. Portanto, a primeira propriedade nao é
satisfeita e o conjunto com as operagoes usuais de polinémios, nao é subespaco vetorial.

Questao 2. Seja I = [0,1] e C(I) o conjunto das fungoes continuas em I com as seguintes operagoes:
L (f+9)(x) = f(z) + g(x)
2. (A () = Af(x)
Sabendo-se que C(I) com as operagdes acima é um espago vetorial, pergunta-se: o conjunto
v ={feci: 1) = f(1)}

¢ um subespaco? Justifique.

Solucgao: Vamos verificar se valem as trés propriedades de subespaco vetorial.

e O elemento neutro de C([) é a func@o nula n(z) = 0 para todo = € R. Ela pertence ao conjunto
V? Para pertencer temos que ter n(0) = n(1). De fato temos, pois n(0) = 0 = n(1). Provamos
assim que a funcao nula pertence a V.

e Sejam g,h € {f € C(I) : f(0) = f(1)}, isto é, g(0) = g(1) e h(0) = h(1). Temos que verificar
se (g+ h)(0) = (g+ h)(1). Vejamos.

def. de soma de funcoes {g(0) = g(1),h(0) = h(1)} def. de soma
(g + n)(0) =0 9(0) + h(0) T T g(1) +h(1) =" (g+h)(1).

logo, g + h pertence ao conjunto.

e Sejam A € Re g e V, isto é g(0) = g(1). Temos que provar que Ag pertence a V. De fato
temos, pois
(Ag)(0) = Ag(0) = Ag(1) = (Ag)(1)
0 que mostra que \g pertence ao conjunto V' e com isso mostramos que V é um subespaco
vetorial.



Questao 3. Considere R? com as operacoes usuais de vetores. Mostre que um plano passando pela
origem ¢é um espago vetorial.

Solugao: Um plano passando pela origem ¢ um conjunto da forma W = {(z,y,2) € R3 azx +
by + cz = 0}, para a,b,c € R. Observe que W C R? e R? é espaco vetorial, logo, para provar que W
é espaco vetorial, precisamos apenas mostrar as 3 propriedades de subespaco.

e Temos que provar que o elemento neutro de R3, ou seja, (0,0,0), estd em . Temos que
a.0+b0+c0=0+0+0=0, logo, (0,0,0) € W.

e Tomemos u = (x1,y1,21),v = (T2,Y2,22) € W. Temos u+v € W? Isto é, se (x1,11,21) +
(72,92, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22), NOs temos

a(z1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + 22) = 07
A resposta é sim! Vejamos.

a(xy +x2) +b(y1 +y2) + (21 + 22) = axqy+axs+ by +bys +c.z1 + .z
= (a.x1 4+ by +c.z1) + (a.xe + b.ys + c.29)
= 040
= 0

logo, u+v € W.

e Sejam A € Reu = (x1,y1,21) € W, isto é, a.xy + b.y; + c.z; = 0. Temos que verificar se
Au = (Axq, A\y1, Az1) pertence a W. Isso significa que devemos provar que

a.(Azx1) +b.(Ay1) + c.(Az) = 0.
Isso é verdade, pois
a.(Azy) + b.(Ay1) + c.(Az1) = Aa.xy + Ab.yy + Ae.zp = Ma.xg + by + e.z1) = N0 = 0.

Logo, A\u e W.

Comentarios.

e Veja que a,b,c sao constantes arbitrarias fixadas. O que isso significa? Significa que para
a, b, c reais, variando x,y e z, obtemos um plano. S6 estamos mudando os valores de x,y, 2,
e deixando fixos a,b e c. Por exemplo, U = {(x,y,2) € R* 2 +y + z = 0} é um plano com
a=b=c=1eV ={(z,y,2) € R*2zx+ 2y + 32 =0} é um plano coma =b =2 e c= 3.
Colocamos as letras a, b e ¢ para representar nimeros reais de maneira geral. Portanto, ao nao
atribuirmos valores especificos a a,b e ¢, mostramos na questao 3 que tanto U quanto V' sao
subespacos vetoriais de R?, pois sdo casos particulares da questao 3.



