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Questao 1. No conjunto V = {(z,y)); z,y € R} definamos “adi¢ao” da seguinte forma:
(z1,91) + (22, y2) = (21 + 22, 0)
e multiplicacao por escalares como no R?, ou seja, para cada a € R
a(x,y) = (azx, ay).
Nessas condigoes, V é um espaco vetorial sobre R?
Solugao: Se V' é um espago vetorial, deve haver um elemento (zy,yo) tal que:
(x,y) + (xo,y0) = (x,y) V,y €R,

ou seja, (o, yp) denota o elemento neutro com relagao a adigao. No entanto, considerando como a
soma foi definida, temos que:

(2.9) + (w0, 40) = (2 + 20,0)

e entao a igualdade (z + xo,0) = (x,y) s6 pode ser verdadeira se y = 0. Como estamos tomando um
elemento genérico (z,y) € R?, para o qual pode ocorrer y # 0, temos uma contradigao e, portanto,
V' NAO ¢ um espaco vetorial com as operagoes acima definidas.

Comentarios. Lembre-se que para a conclusao sobre V nao ser um espaco vetorial é suficiente
mostrar que o axioma do elemento neutro nao ¢é valido.

Questao 2. Seja R* = {(x,z,...) : x; € R} munido das seguintes operagoes:
1L (xy, 22, ... )+ (Y1,y2, ... ) = (z1 + Y1, 22 + Yo, ... ).
2. a(xy,xe,...) = (azxy,az,,...), para cada a € R.
Mostre que R* é um espaco vetorial sobre R.
Solucao: Verificaremos trés dos oito axiomas e os demais seguem de modo similar.

1. Elemento neutro: O elemento neutro 0 = (01,09,...) € R* deve ser tal que para qualquer
r = (x1,29,...) € R™ deve valer que:
(01702,...)+ (fL’l,[L'Q,...) = (01 +LE1702+[L'2,...>
= (z1,%9,...)
Isso implica que 0; + x; = x; para todo i. Como x é arbitrario, o elemento neutro deve ter

todas as entradas nulas, ou seja, 0; = 0 para todo i. Isso mostra que 0 é o elemento neutro de
R,



2. Associatividade: Dados (21,2, ...), (y1,¥2,...), (21, 22,...) € R® temos que:

T+ Y, T+ Y2, ) (21,22,
(1 +y1) + 21,02+ (Y2 + 22), .. )
Z (1+Zl)7$2+(y2+22)7--'>
1, Ty )+ (Y1, Y2, -2 ) + (21,22, ... ))

(1,22, ) + (W1, 92, - ) + (21,22, .. ) =

(
=
=
=

A pentltima igualdade segue da propriedade associativa dos numeros reais: x; + (y; + z;) =
(x; +y;) + 2 para todo i.

3. Distributiva: Dados A € R e (z1,x9,...), (¥1,%2,...) € R®, temos que:

A(xy, e, )+ (Y1, 92, .- ) =A@ + Y1, 22 + Yo, - . )

= (A@1+y1), A2 +92),...))
= (Az1 + \y1, Ara + Ao, .. .)
(A1, Ao, ... ) + (Ay1, Aya, .. .)
= MNxy, 22, ... )+ AMy1,y2, .. .)

Visto que pela propriedade distributiva dos reais, vale que \(x; 4+ y;) = Az; + Ay; para todo i.

Comentarios. E importante ter atencao sobre a notagao, principalmente porque os vetores conside-
rados possuem um numero infinito de entradas. Por outro lado, as verifica¢oes sao similares aquelas
que fizemos para R? e R3 e sao sempre baseadas nas propriedades bésicas de R.

Questao 3. Seja V um espaco vetorial.
a) Aplicando os axiomas de espago vetorial, mostre que se v + w = u + w, entdao v = u.

b) Para qualquer v € V| —(—v) = v.

Observagao: Lembre-se que para qualquer v € V', o seu inverso aditivo ¢ tnico e denotado
por —uv.

Solugao: Para o item a), seja —w o inverso aditivo de w, isto é, o inico elemento de V' tal que
w + (—w) = 0. Para simplificar a igualdade, somaremos —w ao vetor v + w que é igual ao vetor
u + w. Temos entao que:

A segunda igualdade é consequéncia da associatividade, a terceira, do fato de —w ser o inverso aditivo
de w e a ultima, da propriedade do elemento neutro 0 € V' com relacao a adicao.
Para o item b), as seguintes igualdades seguem da definigao de —v e de —(—v):

v+ (—v) =0
(—v) + (=(=v)) =0



Portanto,

0=v+(—v)
=(—v)+v

v) + (=(=v))

logo, v+ (—v) = 0 = (—v) + (—(—v)) e entdo pelo item a), concluimos que v = (—(—v)).

Uma solucao alternativa é a seguinte. O elemento (—(—wv)) é o inverso aditivo do inverso aditivo
de v e, portanto, deve ser unico. Em outras palavras, é a (dnica) solu¢do da equagao = + (—v) = 0.
Mas por definigdo x = v é uma solugao e e segue que x = v = (—(—v)).

Comentarios.

e O argumento principal para o item a) é “somar”o inverso aditivo —w em ambos os lados, mas
como estamos em um conjunto abstrato, cada passo deve ser devidamente justificado pelos
axiomas de espaco vetorial.

e No item b), pode-se aplicar a Proposigao 1.8 da apostila, mas é importante que as solugoes
baseadas neste resultado facam mencao ao mesmo. Note, no entanto, que a solucao apresentada
aqui é mais direta.



