ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS (A.C.P.)

(Principal Component Analysis — PCA)
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ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS (A.C.P.)

Objetivo: A partir de um numero grande de p variaveis X;, X,, ---, X,
medidas em n individuos, encontrar algumas combinacdes lineares

dessas variaveis para produzir novas variaveis

Zi = aile + aizXz + -+ aipo

que ndo sejam correlacionadas entre si e que descrevam a maior par-
te da variabilidade dos dados originais.

e Asnovas variaveis (ou indices) sdo chamados componentes prin-
cipais (CP).

o A falta de correlagdo entre os CP’s significa que eles medem dife-
rentes dimensdes dos dados e quando percebemos o significado
dessas dimensoes, podemos dar nomes aos CP’s.
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Os CP’s sao obtidos de tal forma que:
var(Z,) > var(Z,) = - 2 var(Z,)

Em que var(Z;) denota a varidncia amostral do componente Z;.

o Espera-se que poucos componentes possam explicar a maior par-
te da variabilidade dos dados iniciais resultantes da avaliagao de
um numero grande de variaveis e que os ultimos componentes
tenham variancias despreziveis (quase nulas).

e A ACP nem sempre funciona, ou seja, nem sempre conseguimos
que um grande nimero de variaveis iniciais seja reduzido a um
pequeno numero de componentes principais.

¢ Os melhores resultados serdo obtidos quando as variaveis origi-
nais forem altamente correlacionadas, positiva ou negativamente.
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PROCEDIMENTO DE ANALISE

O primeiro componente principal (CP1) é uma combinagdo linear
das variaveis:
CP1 = a11X1+ a12X2 + ...+ alep

tal que: var(Z,) é a maior possivel e a?, + a3, + --- + afp =1

O segundo componente principal (CP2) é outra combinacao
CPZ == a21X1+ a22X2 + ...+ aZpo

Que é obtido de tal forma que: var(CP,) < var(CP,), Z] ) azj— le
corr(CP;,CP,) = 0.

Os outros componentes CP;, ..., CP,, sdo obtidos de forma analoga.
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Se existem p variadveis originais existirdo, no maximo, p compo-
nentes principais.

O calculo dos coeficientes a;; envolve a obtenc¢do dos autovalores
e autovetores de uma matriz de covariancias (dados originais) ou
matriz de correlagdes (dados padronizados), que é uma operacdo
algébrica conhecida como decomposi¢do espectral da matriz de
variancias e covariancias ou da matriz de correlagdes.

As variancias dos CP’s sdo os autovalores (raizes caracteristicas)
desta matriz de covaridncias ou da matriz de correlacoes.

Autovalores negativos ndo sdo possiveis para uma matriz de co-
varidncias ou de correlagdes.
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e A cada autovalor, 4;, esta associado um autovetor de componen-
tes {ail, iz, ", aip}, que sdo os coeficientes do i-ésimo componen-
te principal:

CPi = ai1X1+ aizXz + ...+ aipo.
PROPRIEDADES IMPORTANTES:

o YP A =X var(X;), no caso de se usar a matriz de variincias e
covariancias das variaveis originais.

o Zle/li =p (numero de variaveis originais), no caso da ACP ba-
sear-se nas variaveis padronizadas (matriz de correlagdes).
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Exemplo 1. Consideremos as cinco medidas feitas nos corpos das 49
pardocas (planilha Pardocas)

Variavel X X, X3 X4 Xs Total
Média 157.98 241.33 31.46 18.47 20.83 -
Variancia 13.35 25.68 0.632 0.318 0.982 40.969

Em que X;: comprimento total, X,: extensao alar, X5: comprimento
do bico e cabeca, X,: comprimento do imero, Xs: comprimento da
quilha do esterno.

Note que as variaveis apresentam variancias bem diferentes e as cor-
relagdes entre as variaveis sao todas positivas e superiores a 0,52,
indicando que a ACP tera éxito.

Calculando a correlagdo linear de Pearson entre as variaveis, obte-
mos:

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gongalves de Lima - FZEA/USP



Correlacao: X1; X2; X3; X4; X5

X2
X3
X4
X5

O O O o

X1

.7135
. 662
. 645
.608

X2 X3 X4

0.674
0.769 0.763
0.530 0.526 0.606

Contetido da Célula: Correlacédo de Pearson

Importante:

e Quando as variancias das variaveis forem muito diferentes é indi-
cado realizar a ACP com os dados padronizados.

e A padronizacio dos dados das variaveis nao altera as correlacdes

entre elas e sera utilizada neste exemplo.
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Para verificar fazemos Calc > Padroniza¢ao, em Colunas de entrada
escolher as variaveis X1, ..., X5,em Armazenar resultados em: digitar
71, 72, 73, 74, Z5 e marcar a opc¢ao Subtrair média e dividir pelo
desvio padrao.

Calculando a correlagdo entre as varidveis padronizadas, podemos
verificar que sdo iguais as calculadas com as variaveis originais.

Correlacao: Z1; Z2; Z3; Z4; Z5

Z2
zZ3
Z4
Z5

O O O O

z1

.735
.662
. 645
.608

Z2 Z3 zZ4

0.674
0.769 0.763
0.530 0.526 0.606

Contetlido da Célula: Correlacdo de Pearson
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Para realizar a ACP dos dados da planilha Pardocas, entramos em
Estat > Multivaridado > Componentes Principais, em Variaveis sele-
cionamos X1-X5 e em Tipo de Matriz marcamos Correlagdo se qui-
sermos trabalhar com os dados padronizados.

Os resultados serdo idénticos se usarmos as Variaveis Z1-Z5 e em
Tipo de Matriz marcarmos qualquer uma das opgdes.

Analise de Componentes Principais: X1; X2; X3; X4; X5

Autoandlise (Autovalores e Autovetores) da Matriz de Correlagdo ™
Autovalor  2.6173 05313 03856 03015 0.1644
Proporgio 0723 006 0.077 0060 0.033
Acumulado 0723 0830 0807 0867  1.000
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Neste quadro aparecem os autovalores da matriz de correlagdo e as
proporg¢des da variabilidade total dos dados que é explicada pelos
CP’'s.

Note que somente o primeiro autovalor é superior a um.

A soma dos autovalores é igual a 5, que é o numero de variaveis me-
didas nas pardocas, porque usamos os dados padronizados.

Os coeficientes dos componentes principais também sdo listados:

Variavel Cp1 CP2 CP3 Cp4 CP5
X1 0.452 0.062 0.687 -0.422 -0.376
X2 0.462 -0.297 0.348 0.545 0.530
X3 0.450 -0.329 -0.451 -0.0606 0.343
X4 0.471 -0.191 -0.409 0.390 -0.650
X5 0.398 0.873 -0.190 0.072 0.194
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O primeiro componente principal é uma combinacao linear das va-

riaveis padronizadas:

CP1=0,452X, + 0,462X, + 0,450X; + 0,471X, + 0,398X:

e explica 72,3% da variabilidade total dos dados padronizados e os
outros quatro CP’s explicam, juntos, somente 27,7 %.

Autovetores
Varigvel  CP1 CF2 CP3 CP4 CP3
X1 0452 0082 0687 -0422  -0.376
X2 0462 -0.297 0348 0545 0530
X3 0450 -0.320 -0451 -0.606 0.343
X4 0471 -0.91 -0409 0390 -0.650
X5 0398 0.873 -0.,90 0072 0094

Como os coeficientes do
CP1 sdo aproximadamen-
te iguais, podemos inter-
pretar Z; como um indice
de tamanho das pardocas,
porque pondera todas as
medidas.
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Portanto, 72,3% da variabilidade nos dados padronizados esta rela-
cionada com as diferencas de tamanho das pardocas.

O CP2 é um contraste entre as variaveis X, (extensao alar), X5 (com-
primento do bico e cabeca) e X, (comprimento do imero) de um
lado e X5 (comprimento da quilha do esterno) do outro.

CP2 =0,062X, — 0,2597X, — 0,329X5 — 0,191X, + 0,873X-

Representa um indice de diferenga de forma entre pardocas e assu-
mira valores altos para valores altos de X< e baixos de X,, X; e X, e
assumira valores baixos e positivos para valores altos de X,, X5 e X,
e valores baixos de X:.

Juntos, os dois primeiros componentes principais explicam 83% da
variabilidade inicial das variaveis padronizadas.
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Podemos calcular os escores das 49 pardocas relativos a cada um dos
CP’s, substituindo, por exemplo, na expressao do CP1:

CP1 = 0.452X,+ 0.462X, + 0.451X5 + 0.471X, + 0.398X

os valores padronizados das variaveis X;, X,, ..., X5 de cada uma das
pardocas.

O Minitab pode calcular automaticamente os escores de cada obser-
vacdo para os dois primeiros CP’s.

Basta indicar em Niimero de componentes para calcular o ndmero 2,
clicar em Armazenamento e em Escores escrever os nomes Escorel
Escore2 das colunas onde os escores serao armazenados.
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Com os escores calculados, podemos construir um grafico de disper-
sdo para estudar a distribuicdo das aves sobreviventes ou ndao, com
base nos indices de tamanho (CP1) e de diferenca de formas (CP2).

Em Graficos > Grafico de dispersdao marcamos a op¢ao Com grupos,
em Variaveis Y escolhemos Escore2 e em Variaveis X escolhemos
Escorel. Em Varidveis categdricas para o Agrupamento escolher a
coluna Sobreviveu e em Multiplos Graficos marcar a op¢ao Sobre-
postas no mesmo grafico.
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Grafico de Dispersao dos escores
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A partir da distribuicdo dos escores dos dois primeiros CP’s, Bryan
Manly comentou que:

e As pardocas com escores extremos (muito altos ou muito baixos)
de CP1 ndo sobreviveram, ou seja, a selecao estabilizadora pode
ter agido contra os passaros muito grandes ou muito pequenos.

e Com um pouco de “esfor¢o” e “boa vontade” noés podemos perce-
ber que o mesmo acontece em relacao ao CP2, diferenca de forma.

UMA APLICACAO

Como o CP1 explica 72,3% da variancia total dos dados originais, po-
demos comparar as médias dos escores do CP1 dos grupos de aves
sobreviventes e de aves nao sobreviventes usando um teste t para
duas amostras.
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Antes de comparar as médias dos dois grupos, precisamos saber se
as suas variancias podem ser consideradas iguais ou nao, testando

C 12— 52 52 2
Hy: ONzo = Ogim VeErsus Hg: oyzo # Osim

Em Stat > Estatisticas basicas > Teste para 2 variancias marcamos a
opcdo: As duas amostras estdio em uma coluna; em Amostras
selecionamos a coluna Escorel e em Identificagdo de amostra
selecionamos a coluna Sobreviveu.

Em Opg¢des > Razdo escolhemos (varidncia da amostral)/ (varian-cia
da amostra 2) e marcamos a op¢do Usar o teste e intervalos de
confianga com base na distribui¢do normal. Em Resultados marca-
mos somente a opc¢ao Teste.
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Teste

Hipotese nula He oo/ os”
Hipotese alternativa  H. ov®/ o2
Mivel de significdncia o = 0.05

.

Estatistica
Método deteste GL1 GL2 \alor-p
F 2.09 27 20 0.093

O valor-p = 0,093 > 0,05 indica que a hipétese de igualdade das va-
ridncias (Hy: 0%, = 0e:,) deve ser aceita, o que permite concluir que
as variancias de Escorel dos dois grupos de pardocas devem ser con-
sideradas iguais.
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Para comparar as médias: em Estat > Estatisticas basicas > Teste t
para duas amostras, marcamos a op¢ao As duas amostras estdo em
uma coluna; em Amostras selecionamos a coluna Escorel, em Iden-
tificacdo da amostra selecionamos a coluna Sobreviveu e em Opgdes
marcamos Assumir variancias iguais.

Método N Teste N
pa: média de Escorel quando Sobreviveu = Nao Hipotese nula Holfa - P2 =0
p=: média de Escorel quando Sobreviveu = Sim Hipdtese alternativa Ho e -2 0
Diferenca: i - pz Valor-T  GL  Valor-p
Assumiu-se igualdade de varidncias para esta andlise. 033 47 0.746
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A comparagdo das duas médias pelo teste t resultou nao significa-
tiva (valor-p = 0,746) indicando que as médias dos escores de CP1
dos dois grupos de pardocas devem ser consideradas iguais, ou seja,
os dois grupos apresentam o mesmo indice médio de tamanho.
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CRITERIOS PARA ESCOLHA DO NUMERO IDEAL DE CP’s

e Escolher um niimero de CP’s que explique uma porcentagem da
variacao total das variaveis superior a 90% ou 95%.

e Se o estudo estiver baseado na matriz de correlagdes (dados pa-
dronizados), escolher os CP’s relativos a autovalores superiores a
um (4; = 1), ou seja, mantem-se no estudo os CP’s que conse-
guem explicar ao menos a quantidade de variabilidade de uma va-
riavel padronizada.

e Escolher o ponto (cotovelo) do Scree-plot em que os valores de
A; tendem a se estabilizar.
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Autoanalise (Autovalores e Autovetores) da

3.6173 05313 0.3836 03015 0.1644
0106 0077 0060 0.033
0.830 0807 0967 1000

Autovalor
Proporgdo 0723
Acumulado 0723

Matriz de Correlacdo ~

Scree Plot - Pardocas

Numero do Componente

No exemplo das Pardocas
temos um unico autovalor
superior a 1, que explica
72,3% da variacdo dos da-
dos originais.

O cotovelo indica a esco-
lha por 2 CP’s, se quiser-
mos explicar mais de 80%
da variacao, 3 CP’s.
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COMENTARIOS GERAIS

A ACP ndo pressupde nenhuma distribuicao de probabilidades
para as variaveis em estudo.

e Como o objetivo da ACP é resumir as informagdes das p variaveis
originais, sugere-se a escolha de um numero pequeno de CP’s.

e Geralmente, quando os CP’s sdo extraidas da matriz de correla-
coes necessita-se de um nimero maior de componentes para ex-
plicar uma boa parte da variabilidade dos dados.

e CP’sresultantes de autovalores proximos a zero podem ser elimi-
nados do estudo.
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Exemplo 2. Considere os dados de poluicdo atmosférica apresenta-
dos na planilha ACP - Air-pollution.MTW, de p = 7 variaveis regis-
tradas ao meio dia em Los Angeles: Velocidade do vento, Radiacao
solar, mondxido de carbono (CO), mondéxido de nitrogénio ou 6xido
nitrico (NO), diéxido de nitrogénio (NO2), oz6nio (O3) e hidrocar-
boneto (HC). (Fonte: Johnson & Wichern, 2007).

Estatisticas Descritivas: Vento; Radiacao; CO; NO; NO2; O3; HC

Variavel
Vento
Radiacéo
CO

NO

NO2

03

HC

Média

7

.500
73.
4.
2.
10.
9.
3.

860
548
190
048
405
095

Variancia
2.500
300.520
1.522
1.182
11.3064
30.979
0.479
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A variancia dos dados de radiacao solar (X2) é bem maior que a das
outras variaveis, principalmente dos hidrocarbonetos.

Matriz CORR1 -

1.00000 -0.10744 -0.19320 -0.26954 -0.10982 -0.25359 0.15610
-0.10144  1.00000 018279 -0.07357 Q11573 031912 0.05201
-0.19380  0.18279  1.00000 0.50215 055658 041093 0.16603
-0.26954 -0.07357 050215 1.00000 0.29690 -0.13395 0.23470
-0.10882 011573 055658 0.29690  1.00000 0.16864 044777
-0.25359 031912 041093 -0.13385 0.16664  1.00000 0.15445

015610  0.03201 016603 023470 044777  0.15445  1.00000

As correlagdes entre as variaveis ndo sao altas, sendo algumas positi-
vas e outras negativas. Esses aspectos podem tornar os resultados
da ACP, pouco proveitosos.
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Desconsiderando o comentario sobre as diferencas nas variancias

das variaveis, vamos iniciar o estudo realizando uma ACP com os
dados originais (ndao padronizados).

Em Estat > Multivariada > Componentes principais > Variaveis se-
lecionar as variaveis C1-C7, em Tipo de matriz marcar Covariancia e
em Graficos marcar Scree-plot - grafico de perfis de autovalores.

Autoanalise (Autovalores e Autovetores) da Matriz de Covariancia

Autovalor 30426 28.28 1146 232 1.28 0533 021
Proporgio 0.873 0081 0033 0007 0004 0002 0.00
Acumulado 0873 0954 0987 0994 0993 0999 1.000

Avaliando o Scree-plot e as porcentagens acumuladas percebe-se
que com dois CP’s conseguimos explicar 95,4% da variabilidade to-
tal dos dados originais.
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Scree Plot - Air-Pollution (DADOS ORIGINAIS)

Numero do Componente
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Note que os maiores coeficientes dos 4 primeiros CP’s estao associa-
dos as 4 variaveis com maiores variancias, quais sejam Radiagdo, 03,
NOZ2 e Vento.

Variavel CpPl Cp2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7
Vento -0.010 -0.076 0.031 -0.920 0.342 -0.012 -0.170
Radiagédo 0.993 -0.11e6 0.007 0.000 0.002 -0.003 -0.002
CO 0.014 0.100 -0.183 0.138 0.650 0.564 0.444
NO -0.005 -0.013 -0.130 0.328 0.643 -0.498 -0.463
NO2 0.024 0.150 -0.955 -0.102 =-0.207 0.009 -0.105
03 0.112 0.973 0.170 -0.063 -0.000 -0.051 -0.067
HC 0.002 0.024 -0.085 -0.110 0.062 -0.657 0.738

Se refizermos a ACP utilizando a matriz de correlagdes, ou seja, pa-
dronizando as variaveis, obteremos os seguintes resultados:
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Autoandlise (Autovalores e Autovetores) da Matriz de Correlacdo ~

Autovalor 2.3368 13860 1.2041 07271 065335 05367 0.1559
Proporgdo 0334 098 0472 0004 0093 0077 0022
0.978 1000

Acumulade 0334 0532 0704 0808 0901

Neste caso, para explicar mais de 90% da variabilidade dos dados
padronizados precisaremos de cinco CP’s!

Esse resultado desanimador (resumir um conjunto de 7 variaveis
por 5 CP’s) pode ser explicado pelo fato de as variaveis originais
apresentarem baixos valores dos coeficientes de correlagao.

..A ACP ndo vai auxiliar na diminuicao da dimensao deste problema.

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gongalves de Lima - FZEA/USP



31

Mesmo assim vamos continuar a analise com os dados padronizados
e com trés primeiros CP’s que sdo superiores a um e juntos explicam
70,4% da variabilidade das variaveis padronizadas.

Scree Plot - Air pollution (DADOS PADRONIZADOS) Com os dados padroniza-
dos, o scree — plot é pou-
co informativo, ndo mos-
trando claramente a loca-
lizagdo do cotovelo.

Autovalor

Temos somente trés CP’s
com autovalores maiores
que um.

Namero do Componente
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Note que os coeficientes dos 3 CP’s, calculados com as variaveis pa-

dronizadas, ndo evidenciam uma Unica variavel como a mais impor-
tante naquele CP.

Autovetores Problemaf C(.)m(') ;iar nomes aos compo-
Varidvel CP1 Ccp2 CP3 nentes prlnCIPals'

Ventoe -0.237 0278 -0.843

Radiagdo 0206 -0.527 -0224 Exemplo: O primeiro CP é um contraste
co 0531 -0.007 0174 l d d d d .
O 0378 0435 0407 entre a velocidade do vento e as demais
NO2 0498 0200 -0.197 medjdas(?)

Q3 0325 -0367 -0.160

HC 0319 0308 -0541 Valores altos e positivos de CP1 indicam

altos niveis de poluicao.

Podemos visualizar a distribuicdo dos escores dos dois primeiros
CP’s e identificar os valores (altos ou baixos) de CO.
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Grafico de escores (DADOS PADRONIZADOS)
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No grafico dos escores percebe-se a presenca de altos valores de CO
(5, 6 e 7) nos quadrantes 1 e 4 e baixos valores (2, 3 e 4) nos qua-
drantes 2 e 3.
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A planilha Exemplos.xlsx apresenta outros conjuntos de dados sobre
o0 assunto.

Utilize-os para exercitar a ACP, analisando a correlagao linear entre
as variaveis utilizadas no estudo (o que pode garantir sucesso na
andlise); olhando para as variancias das variaveis, decida sobre a
necessidade (ou ndo) de utilizar as variaveis padronizadas e sobre o
numero de CP’s; tente dar nomes aos CP’s e busque agrupamentos
interessantes entre os individuos com base nos seus escores.
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