A INTEGRAL DE RIEMANN EM TRES VARIAVEIS

As definicoes e propriedades da integral de Riemann para funcoes de
trés varidveis f : A C R® — R sao muito semelhantes ao caso de duas
variaveis, como veremos. Vamos rever inicialmente alguns conceitos de
topologia, enunciados anteriormente para o caso do plano.

1. CONCEITOS BASICOS DE TOPOLOGIA NO ESPACO R?

Os conceitos que usaremos sao bastante similares aos introduzidos no
caso do plano.

Definicao 1.1. Dado o vetor v = i+ yj—k 2k em R? definimos
sua norma (euclidiana), por

61l = /a4 g7+ 22

Dados agora os pontos Py = (xg,v0,20)e P = (z,y,2) em R3
definimos a distancia entre eles por

d(P, Py) = [Py — P|| = \/(z — 20)? + (y — 40)> + (2 — 20)*.

Definicao 1.2. A bola aberta de raio r > 0 e centro em Py =
(zy,z) € R é o conjunto

Bp(r) ={X € R’ d(X,P) <r}

A bola fechada de raior > 0 e centro em Py = (v y) € R® é definido
analogamente, trocando a desigualdade estrita < por <,

Definicao 1.3. Uma vizinhanca Vp, do ponto P € R? é qualquer
suconjunto do espaco que contenha uma bola aberta centrada em
P.
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Definicao 1.4. Dado um conjunto A C R3, dizemos que um ponto
PeRé:
e ponto interior de A se existe uma vizinhanca Vp de P.
contida em A.
e ponto aderente de A se toda vizinhanca Vp de P, contém
algum ponto de A.

(]
Denotaremos por A e denominaremos interior de A o conjunto dos
pontos interiores de A. Denotaremos por A e denominaremos fecho
(ou aderéncia) de A o conjunto dos pontos aderentes de A. Nao é

dificil verificar que IZC AeACA

Definicao 1.5. Um conjunto A C R? é denominado:

e aberto se ;1: A,
e fechado se A= A.

Em outras palavras, A C R? é aberto se, para todo P € A, existe
alguma bola aberta contendo P e totalmente contido em A. e fechado
se todo P € R, que possui pontos de A arbitrariamente proximos esta
em A.

Exemplos 1.6. e O espaco todo € um subconjunto aberto (e
fechado!) do espago R3.
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e O semiespaco aberto {(z,y.2) € R3: x > 0} € um subconjunto
aberto do espaco.

e O semiespaco fechado {(z,y,2) € R3: 2 > 0} € um subcon-
Jqunto fechado do espaco.

o A bola aberta de centro em P, Bp(r) € um suconjunto aberto
do espaco.

e A bola fechada de centro em P ¢ um suconjunto fechado do
espaco.

e R3— {(0,0)} € subconjunto aberto do espago.

e O complementar de uma bola fechada € subconjunto aberto, o
complementar de uma bola aberta é um subconjunto fechado.

e O conjunto vazio € aberto e fechado.

e O fecho de um conjunto A € fechado.

e O interior de um cojunto A € aberto.

Proposicao 1.7. Um conjunto A C R? é fechado se e somente se
seu complementar R®\ A € aberto.

Dem. Suponhamos que A é fechado e seja P € R3\ A. Entao P €
R3\ A. Portanto existe uma vizinhanca Vp de P tal que Vp N A =
N — Vp C A.

Reciprocamente, suponhamos que R?\ A é aberto e seja P € A.
Entao toda vizinhanca de P intercepta A de onde segue que P ¢ R3\ A
e, portanto, P € A. ]

Proposicao 1.8.

(1) Se Ayer € uma familia qualquer de abertos de R, entdio a
uniao Uyep Ay € um conjunto aberto de R3.

(2) Se Ay e Ay sdo subconjuntos abertos de R?, entdo Ay N Ay €
subconjunto aberto de R?.

Dem.
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(1) Se P € UyepA) entao P € A, para algum A € A. Sendo A,
aberto, existe uma vizinhanca de P, Vp C A) e, dal Vp € UyepA).

(2) (1) Se P € AiN Ay entao P € Ay e P € A;. Sendo Ay e A4
abertos, existem vizinhancas de P, Vp' C A; e Vp? C Ay. Segue que
Vp = Vp! N Vp? é vizinhanca de P contida em Aq N As. ]

Corolario 1.9.

(1) Se Ayen € uma familia qualquer de fechados de R?, entdo a
intersecao Nyepr Ay € um conjunto fechado.

(2) Se Ay e Ag sdo subconjuntos fechados de R3, entdo A; U A
¢ subconjunto fechado.

Dem. Basta tomar complementos na proposicao anterior e usar as
“Leis de Morgan”. ]

Definigcao 1.10. A fronteira (ou bordo) de um subconjunto A C
R3, denotada por OA € o conjunto dos pontos de R® que sdo ader-
entes a A mas nao sao pontos interiores de A. Ou seja:

DA = A\ A,

Observacao 1.11. (1) Um ponto P pertence a QA se e somente
se toda vizinhanca de P contém algum ponto de A e também
algum ponto do complementar R?\ A.

(2) A € fechado se e somente se 0A C A.
(3) A € aberto se e somente se 0AN A =().

Definicao 1.12. e Dizemos que um conjunto D C R? € limi-
tado, se existir um retangulo compacto R = |a,b] x [c,d] tal
que D C R.

e Dizemos que um conjunto D C R?® é compacto se D for
fechado e limitado.

Exemplos 1.13. e O semiespaco aberto W = {(z,y) € R :
x > 0} ndo € limitado
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o O fecho de W € o semiespaco fechado {(z,y) € R?: 2 > 0} ¢
fechado, mas nao limitado

e O disco aberto de centro em P e raio r, Bp(r) € limitado,
mas nao € fechado.

e O disco fechado de centro em P e raio r, Bp(r) € compacto.

o O fecho de qualquer conjunto limitado D C R? é compacto.

2. INTEGRAL EM PARALELEPIPEDOS

Definicao 2.1. Um paralelepipedo é um subconjunto W de R® que
¢ produto cartesiano de intervalos da I I e I3 ou seja:

W={(z,y,2) eR*wcl, ycl,z €I}

Diremos que o paralelepipedo VW € compacto se Iy = |ay, by], Is =
lag, ba], I5 = |as, bs] sao intervalos fechados e limitados.

Definicao 2.2. Uma particao do paralelepipedo compacto VWV =
la1, b1] X [as, by X [as, b3] € um produto cartesiano P = Py X Py X P,
sendo

Plz{.ﬁl?(),ﬂfl,ﬂfg,"' 73317}
P2:{y07y17y27”' 7ym}

P3:{Z07217Z27”' ,Zn}

particoes de |ay,by], |as, bo] € [as, b3, respectivamente.

Dada uma particao P do paralelepipedo W, este fica dividido em
subparalelepipedos Wi, = [wi—1, 2] X [yj—1, ;] X [2r—1, 2], 0 < @ < m,
0 < j < m. Usaremos as notagoes Azx; = x; — xj_1, Ay; = y; — Yj_1,
Azj = zp — z—1 € V(W) = Az;Ay;, Az, (o volume do ¢jk-ésimo
paralelepipedo V). A <
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Definicao 2.3. A norma da particio P, denotada por |P|| € o

mdximo dos comprimentos das diagonais dos subparalelepipedos
Wik

Definicao 2.4. Dizemos que a particao P do paralelepipedo VV foi
marcada, se fot escolhido um ponto &, em cada subparalelepipedo

W,

Definicao 2.5. Se f: ACR? - R e P ¢ uma particio marcada
de W C A, definimos a soma de Riemann de [ relativa a P
por

{ m n
S(FiP)=> 3 > fl&im)Ax AyiAz, =Y &)V (Wign).

i=1 j=1 k=1 ijk

Podemos agora definir a integral de Riemann de f no paralelepipedo

W.

Definicao 2.6. Dizemos que a funcio f : D C R — R ¢ Rie-
mann integrdvel no paralelepipedo VV C D se existir o limite L
das somas de Riemann de f no paralelepipedo VW ou, mais exata-
mente, se para qualquer € > 0, existe 0 > 0 de forma que a soma

de Riemann de [ relativa a qualquer particao marcada P, com
| P|| < 0 satisfaz

IS(f;P)— L <e.

Se f é Riemann integravel no paralelepipedo W, o limite L acima é
denominado a integral de Riemann de f em VW e escrevemos

-t fff -
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Outras notagoes, como [, f(z,y) dx dy, f[a ixiea | (@ y) dwdy também
sao frequentemente usadas.

3. INTEGRAL EM DOMINIOS LIMITADOS DO ESPACO

Seja D C R? um dominio limitado no espaco e f : D — R uma
fungao qualquer. Se W ¢ um paralelepipedo contendo D podemos

definir uma extensao de f a W, ou seja, uma nova funcao f : WW — R,
cuja restricao a D é f da seguinte forma:

) flx) se €D,
1) f'{O se veW-—D.

Definigao 3.1. Seja D C R3 um dominio limitado no espaco,
f:D —Ref aextensio de f definida por (l). A integral de f

gL

se f for integrdvel em W .

Agora, como ja observamos, a funcao f pode ser descontinua em
0D, mesmo se f for continua em D. Ocorre que, em muitas casos de
interesse, 0D é um conjunto ”pequeno”, como veremos.

Definicao 3.2. Dizemos que um conjunto D C R3 tem contetdo
nulo se, dado € >, existir uma familia finita de paralelepipedos
Wi, Wo, -+ W, cuja uniao contém D tais que a soma de suas
areas seja menor do que €, ou seja: UPW,, D D e > | AW,) <,

Proposicao 3.3. Sdo subconjunto de contetido nulo em R3.

e Um subconjunto finito.
e A uniao finita de subconjuntos de contetdo nulo.
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e O grifico de uma funcao continua f : D C R> = R, se D for
subconjunto limitado de R3.

Teorema 3.4. Se f : W — R for continua e limitada no par-
alelepipedo W, exceto em um subconjunto A C R de conteido
nulo, entao [ ¢ integravel em VV.

Corolario 3.5. Se f : D — R for continua e limitada, exceto
em um subconjunto A C R de contetdo nulo e a fronteira de D
também tiver conteudo nulo entao f € integravel.

Um caso particular importante de dominio com fronteira de contetido
nulo é o de dominios de um dos seguintes tipos:

e Dominios do tipo I- D = {(z,y,2) € R®: (z,y) € D,, €
R? a(z,y) < z < B(x,y)}, sendo D,, € R? conjunto compacto,
a(x,y) e B(x,y) fungdes continuas.

e Dominios do tipo II- D = {(z,y,2) € R®: (z,2) € D, €
R% oz, 2) <y < B(x,2)}, sendo D,.. € R? conjunto compacto,
a(x, z) e B(x, z) fungdes continuas.

e Dominios do tipo III- D = {(z,y,2) € R® : (y,2) € D,, €
R? a(y,z) <z < B(y, 2)}, sendo D,,, € R? conjunto compacto,

a(y, z) e B(y, z) fungdes continuas.
N

(O]~ P
A

2 ?

Exemplo 3.6. O conjunto D .= {(z,y) eR*: 0< 2 <2,0<y <
3, 0< z < a2?+y} € um dominio do tipo I.
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Algumas propriedades importantes da integral de Riemann sao as
seguintes:

Proposigao 3.7. (Propriedades algébricas da integral) Suponhamos
que f,g: D C R? = R sdo integrdveis . Entdo
a) Se k € R, kf € integravel em D e

Ik =+ 1)

b) f+ g € integravel em D e

o= 12 e

c) Se f(z) < g(x),Vz € D entao

=111

d) A funcdo |f| € integravel em D e

JILA= I

Dem. Vamos demonstrar b), os outros itens sao semelhantes e ficam
a cargo do leitor.

Seja Ly = fffabf e Ly = fffabg. Dado € > 0, sejam 61 e 09 tais que
[Pl < or=[S(f.P) = L] <€/2e|P| < 2= [5(9,P) — La| <
€/2.

Se 0 — min{dy,da} e 1P| < 0, teremos entao |S(f + g,P) — (L +
Lg)‘S‘S(f,P)—Lﬂ—f—‘S(g,P)—LQ’<6/2—|—6/2:€. []

Proposicao 3.8. Suponhamos que f : D CR* = R, D = D;UD,
e D1 N Dy tenha conteudo nulo. entao f € integravel em D se e
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somente se f € integrdvel em D1 e Dy e, nesse caso,

W= I 10,
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