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Rotor rigido

Rotacoes moleculares

Centro
de massa
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Massas m, e m, rodam ao redor
do centro de massas.

71 e 1y: distancias fixas até o
centro de massas.

Vrot: frequéncia de rotagao.

Sem acao de forgas externas.




Rotor rigido
Rotacoes moleculares

Velocidades

V1 = 2T Vpot = T1W

Vo = 2TTralpot = ToWw

Centro

de massa [ * w = 2mv: frequéncia angular
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Rotor rigido

V1 = Mw

Energia cinética (K)

1 1
K = Emlv% + Emzvg

2

1 1
— 5 (m1r1w2 + mzr%wz) — 5 (mlr% + mor

1
= — Jw?
2w

2 2
I =myr{ +mer; = ur

2

Momento de inércia
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V9 = oW
)w’
mimoa
IJ, —
mi + Mms
Massa reduzida




Rotor rigido

Energia cinética (K)

1 1 p2 p2
K==-mv’+ —mov? = 2 2
SRR L s vty s was

1
= —Ju?
20:.)

Momento angular (L)

K=_+ V(z,y,2) =0
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Rotor rigido

E=K+V : H=K+V
Mecanica classica Mecanica quéntica
@) . [7
K = 5T K = _sz (r constante)
V(z,y,2) =0 V=0=0

29/08/2023 5930300 - Quimica Quantica



Coordenadas esféricas

» N

T(ra 99 qb) < (.’E, Y, Z)

('r = (:cz + o —I—zz)l/2
z
cos @ =

(:192 -+ y2 —+ 22)1/2
tan ¢ = g
\ I

> Y

0<r<o
0<O0<mw
z - 0<¢<2r

x=rsenfcos¢p —oo0o<x <00

y=rsenfsen¢gp —oo0 <y < o0

z=rcos@ —00 < 2 < 00
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Rotor rigido
Operador momento angular

o 5?2 52 5?2 {mzfrsené’cosqﬁ

+ + — y = rsenfsen ¢
0z* Oy 07 z=rcosf

| Regra da cadeia

V? = ii('rzi) + ! 0 (Sené’i) + ! ( o )
2 0r\ Or),, r?senf 00 00 )., r’sen’6 \0¢° /),y

Para r constante:

ot 1 o/ ,0) 1 1 9*
B ,’,,2 senf 00 00 ,,,2 sen29 aqﬁz
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Rotor rigido
Operador momento angular

V2 = 1L 1 9 sené’i + L L o ( tante)
= 2 5en0 30 50 7 wonlg 3(;32 para r constante
2, . L
21

2 1 0 0 1 02
L =—n? —
L |:S€1’19 89 (Sengag) + sen29 (3¢2)]

A [ 1 0 0 1
H__QI [sen@ 00 (sené’%) i
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Rotor rigido
Equacao de Schrodinger

ﬁ__rﬂ 1 0 00 ) 1 0?
" T2l |sen0 80 \"" 86 sen” @ \ O¢?

E[Y(Q, ¢) = EY (6, ¢)

h? 1 0 O 1 9?2
Tl Lene 96 (Seng%) T en? ((%2 )] Y(0,9) = EY(0,9)
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Rotor rigido
Equacao de Schrodinger

h? 1 0 O 1 o2
Tl Lene 96 (Seng%) T en? ((%z )] Y(0,9) = EY(0,9)

x sen” @
B2 O 0 02 . 2
~57 lsen 9% (sen 9%) + (T&)] Y (0,¢) = Esen” 0Y (0, ¢)
0 0 0?
lsen 9% (sen 9%) + (W)] Y(0,9) = —(2IE'/h2) sen’ 0Y (0, ¢)
2IF
— -3

0 oY 0%Y 5
- A Y =
sen@ag (sen@(%)—l— Y —l—(ﬂsen 9) 0
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

%Y, 2IF
sen 9% (sen 9?9—1; + g—éJ + (ﬂsen2 0)Y =0 B = -3
Separacao de variaveis |

Y(0,9) = 0(0)2(¢)

d doe d’Y
®(¢p) sen §— (sen 9—) + @(O)T& + (,BSen2 0)0(0)®(¢) =0

dé dé
+0(0)2(¢)

senf d ( do©

_ 2 —
6(0) df sen9d0)+ﬂsen 0 + 0
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

senf d d® 1 4?9
H—- 20 =

10 dg(sen dg)—h@sen +<I>(¢) 1 0

\ v \ Y J
S6 depende de 6 S6 depende de ¢

(senf d do vn

6(0) 0 (sen@E) + Bsen“ 0 =m
<

1 de
®(¢) d¢?

m? é uma constante (de separacdo de variaveis).
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

1 d*® )
() dp
Qual fun¢do ®(¢) que derivada duas
vezes resulta nela mesma vezes uma
d¢2 constante ao quadrado com o sinal

trocado?

Formula de Euler

e’ =cosx+isenx

B(¢) = Ape™ B(p) = A e ™
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

d2® |
g =R 2(9) = Ape™
ima¢
d(Az’; ) = imALe™ =im®(¢)
d*(Ane™) g d(Ap,em?
EAne™)
de? "

O mesmo pode ser verificado para outra solucao.
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

(I)(¢) — Amelm¢ deve ser fungao univoca de ¢.

®(¢ + 2m) = B(¢)
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

®(¢p) = Ame™ O(¢p) = A_ppe ™ ®(¢ + 2m) = B(¢)
Ay @™ = 4, ™ A_pe MO — A em Mo
eim(e+2m) _ jime e im(¢+2m) _ —imé
eim(¢-+27) . o —im(¢-+2m) .

elmqb e —ima¢

29/08/2023 5930300 - Quimica Quantica



Rotor rigido
Harmonicos esféricos

_ Formula de Euler
+127mm
e — 1 im .

e’ =cCcosx +1senx

Tr = 2T™m

cos(2mm) + isen(27mm) =1
sen(2rm) = 0
) m=0,+1,+2,...
cos(2mm) =1
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

B, () = Apne™® m=0,+1,+2,...

®.,,(¢) deve ser normalizada.

/ "% () Bm()dd — 1

2m
/ A e P A e™Pdgp = 1
0

27
A2 fo d— 1 B() =

A [*27 = 1
A, = (27‘(‘)_1/2
1 .
™ m=0,+1,42,...

(2m)1/2
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

send d (sen@ﬂ) + Bsen’ § = m?

e(h) df de
<
2 1 ,
1 d(I):_m2 — $,(0p) = ™ m=0,+1,+2,...
q)(¢) d¢2 (271‘)1/2
Equagdo para ©(0) ndao tem coeficientes constantes: dificil de resolver.
Condicdes da solucao:
204+1) (1= |m) Y2,
o) = P/™ (cos 6) B—1I(l+1)

2 (I 4+ |m|)!
1=0,1,2,...

m=0,41,42 ... +l

PlImI (x): fungdes associadas de Legendre

(polinbmios em cos 6 e sen 0).
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

(20+1) (I—|m|)]"?

Y,"(0, ¢) = P™ (cos §)eim?
[ ( 7¢) AT (l+‘m‘)' l ( )

Notacao especifica para rotor rigido:
1=0,1,2,... |l —>J=0,1,2,...
m=20,+1,+2,...,+£l m— M;=0,+1,£2,...,+J

M
Y,"(0,¢) — Y; (6, ¢)
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Rotor rigido
Harmonicos esféricos

y) =
0 (471.)1/2
1 ( 3 )1/2 i
Y = - sen e
1/2
Y = (41) cos 0
T

29/08/2023

15\ /2 |
Yy = (375) sen? fe?
T
15\ 1/2 |
Y, = (8—5) sen 6 cos fe'?
T

I~<

£\ 1/2
) (16_7r) (300529—1)

15\ 1/2 |
Y2_1 =( 5) sen 0 cos Qe ?

87

1 1/2 |
Yz_2 = (375) sen’ Qe %0
T
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Rotor rigido

Harmonicos esféricos
Autovalores e autofuncoes

Y]M] (8, @) sdo autofuncdes de L2.

~20 M 2 M
LY (6,¢) = KI(I + 1Y} (6,9)
Operador Autofungao Autovalor Autofuncio

Os valores possiveis de L? sdo A?J(J] + 1),com ] = 0,1, 2, ...
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Rotor rigido

Harmonicos esféricos
Ortonormalidade

T 27
[ dosend [ agv(6,0)Y4(6,8) = b
0 0

Note que a integral é sobre uma superficie esférica, cujo elemento

diferencial de area é d() = sen 6d6d¢ .

Z
A

dQ
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Rotor rigido
Energia

AY}"(0,4) = Z-¥}71(6,9) = BY;"(0,0)

R2[ 1 0 %, 1 o2 o .
o a0 Y-/ = FY;"/
21 [Sen9 06 (sen@ 89) sen? 0 (3q§2 )] J (6, 9) 7 CX)

v

E
f=— =J(J+1) J=0,1,2,...
h2
= = 1
Ej 2IJ(J—I— )
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Rotor rigido Evo

. h2/21
Energia A
LTy N It
J= o7 (J+1) J=73
J=0,1,2,

Mj;=0,+1,+2,...,+J

O numero quantico M; ndo aparece na Y I
expressao da energia: J=

* Estados com mesmo ] e diferentes M;
tém a mesma energia, sao

degenerados. J =

Degenerescéncia: gy = 2J + 1
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Espectroscopia rotacional

Regra de selecao: A = +1 (Transicdo observada/permitida)

AE=FE;1—E;

h2
= oA+ DI +2) - I + 1)}

:Z—;{/+3J+2—/—J}
2 2

W g =

821 47

2I(J+1)
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Espectroscopia rotacional

Regra de selecao: A = +1 (Transicdo observada/permitida)
h2
AE=Brn—B; = (J +1)
AFE = hv
AFE h
V= —— =] J+1 J=0,1,2,...
h AT )
E comum reescrever assim: h
B =
821
V= @J + 1) Constante rotacional (frequéncia)
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Espectroscopia rotacional

B h
v=2B(J+1) J=0,1,2,... 8l

Constante rotacional (frequéncia)

Em termos do nimero de onda (V)

- | 4
vV = —
C
_ h
L B=
p=2B(J+1) J=0,1,2,... S2El
Constante rotacional (nim. de onda)
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Espectroscopia rotacional
J

4 A
T -
AE =8B
©
[
2
§ 3
o
.© AE = 6B
>
&
Qo 2 A !
2z . :
o AE = 4B ;
‘©
= 1 A
= AE =2B
0

o —s Linhas igualmente espagadas de 25.
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% TRANSMISSION

100

50

Espectroscopia rotacional
Exemplo

O espectro micro-ondas do H3>Cl consiste numa série de de linhas igualmente

espacadas de 20,9 cm™. Determine o comprimento da ligacdo do H3>Cl.

2B = 20,9 cm ™! B= h
82l
I = pR?

300 200
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% TRANSMISSION

100

50

Espectroscopia rotacional
Exemplo

O espectro micro-ondas do H3>Cl consiste numa série de de linhas igualmente

espacadas de 20,9 cm™. Determine o comprimento da ligacdo do H3>Cl.

. 1/2
r=( )
47r2ué(20,9 cm_l)

u(*H**Cl) = 1,6266 x 102" kg
¢ = 2,99792458 x 10 cm s™!
h =6,62607015 x 10734 J s

R=128x101"m

R=128A

300 200
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