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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele ndo substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Figuras foram produzidas com
o GeoGebra http://www.geogebra.org

Motivacdo: Estabelecer propriedades e exemplos de funcdes e
aplicacBes continuas (que servem para modelar ndo s6 as funcdes
que futuramente serdo otimizadas, mas também os vinculos que
determinardo as regides onde acontecerdo as otimizacdes) além de
dar exemplos de curvas e superficeis de nivel (uteis para entender,
e.g, curva e superficie de indiferenca, curvas "isoprofits"etc)
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Objetivo:

Conjuntos abertos, fechados, compactos
aplicacdes continuas
Curvas de nivel em R?

Superficie de nivel

)

)

)

) Curvas parametrizadas
)

) Exemplos de Parametrizagbes de superficies
)

Obs: Curvas espaciais em R3



Conjuntos abertos, fechados, compactos

Def: Um conjunto U C R™ é chamado um conjunto aberto se
para cada p € U existe um raio € > 0 tal que 5.(p) C U onde
Bs(p) = {x € R™|||x — p|]| < €} & bola (aberta) de centro p e raio
.

Ex:

U=1{(x1,%) €R%|x; >0} e Bs(p) = {x € R?|||x — (2,2)]| < 1}
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Def: Um conjunto D C R™ é chamado um conjunto fechado se
seu complementar D¢ = {x € R™ x ¢ D} é aberto.

Ex: D = {(x1,x) € R?|xx < 0}




Def: A fronteira ou bordo de um conjunto U C R™ é o conjunto
IU={xeRM VY e NU#D e B(x)NU #0}

Ex: Se U = {(x1,x) € R?|x, < 0} entdo
ou = {(Xl,X2) S R2|X2 = 0}

oU ‘




Def: Um conjunto K C R™ é chamado compacto se atende as 2
condicBes a seguir:
» K é fechado

> K é limitado, ou seja existe uma bola fechada
B,(p) = {x € R™|x — p|| < r} tal que K C B,(p)

Ex: Seja K = {(x1,x) € R?||x1| < 1,|x| <1}
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Problema 1

Sejam xi, x2 quantidades (nimeros reais ndo negativos) de
mercadorias A e B consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e
$3,00 os precos unitarios de A e B respectivamente.

(a) Descreva em coordenadas euclidianas o espaco R das
quantidades de mercadorias, quando a despesas para
mercadorias é no maximo $ 10, 00.

(b) Esboce R.
(c) R é fechado e/ou aberto e/ou compacto?
(d) Qual a fronteira de R?



Sol: R={xcR%0<x <50<x< % — %xl} € um conjunto

compacto. Seu bordo é:

OR = {(x1,0) eR?0<x; <5}
10
U {(0,x) €R?0<x < ?}

10 2
U {(xl,? — §xl) eR?,0< x <5}
3 JR

-3 -2 -1 0 ()R1 2 3 4 5




Obs: No problema anterior vemos que nossa regido K é
determinada por meio de desigualdades que envolvem trés funcdes:

> g1 :R? - R onde g1(x) = x

> 2 :R? = R onde g»(x) = x

> g3:R? = R onde g»(x) = 2x1 + 3%
Isto ilustra uma situacdo comum em Calculo Il. Frequentemente
teremos uma regido K contida em um aberto Q C R e desejamos
otimizar uma certa funcdo v : Q — R (e,g fun¢do utilidade ou
producdo) restrita a regido K (denotamos u|x — R).
Frequentemente K é determinada por uma serie de restricdes, ou
seja por meio de igualdades e desigualdades dadas pelas funcdes
vinculos g;.

Os resultados no Guia 2 permitirdo em particular
compreender melhor a regido K dado nossos vinculos g;.



Aplicacbes continuas.

Def: Seja uma aplicacdo F : U C R™ — R". Dizemos que

lim F(x) =g

X—p

se para qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

F(Bs(p)) C Bc(q)

v, B (1)

~




Obs: Tal como em Calculo |, podemos definir limites via
sequéncias (as duas definicBes sdo equivalentes).

Def: Uma sequéncia {p;} é uma funcdo N — R™.

Def: Dizemos que p; — p se para qualquer ¢ > 0 existe um tempo
No tal que ¥V j > No p; € Be(p)

Def (alternativa): lim,_,, F(x) = q se e somente se V {x;} tal
que x; — p temos que F(x;) — q.



Definicdo 2
Dizemos que F : U C R™ — R” é continua em p € U se

lim F(x) = F(p)

X—p

A aplicacdo F serd continua se for continua em cada p € U.

Prop Considere funcdes f : U C R™ — R continuas. Ent3o soma,
diferenca, produto, quociente (onde faz sentido) de fun¢des
continuas sio funcdes continuas;
Ex: A funcdo linear f : R — R definida como
x|, . . -
f(x)=x1+x = [1 1] [xl] é continua pois é a soma da funcdo
2

continua h(x) = x; com a fun¢do continua g(x) = xo.



Prop Uma aplicacdo F : U C R™ — R" definida como
F(x) = (fi(x), -, fa(x)) & uma aplicacdo continua SSE
fi - UCR™ — R é continua para todo /
Ex: F:R? - R2 F(x) (7 %XQ7 \%n + %Xg) ou seja
T é continua, pois suas funcdes
ﬁ

\[Xz e K(x) = fxl + fx2 )

&\H&\“ T

F(x) = Ax onde A = [

componentes fj(x) =
continuas.

.3<

2

Ex: A curva parametrizada « : [0,27] — R? definida como
a(f) = (2cos(0),2sin(#)) é continua, pois suas funcdes
componentes aq(0) = 2 cos(f) e ax(0) = 2sin(#) sdo funcdes
continuas.



Prop Suponha que as aplicacdes F: ACR™ - BCR" e
G : B C R" — R sdo continuas entdo a aplicacio composta
GoF:AcCR™— RKé continua.

Prob: Verifique que a fungdo f : R? — R definida como
f(x) = d(x,R) onde R = {(x1,x) € R?|2x; + 2x, = 0} &
continua.

Dica: Ou use a formula da funcio distancia de um ponto a uma
reta junto com o item (a) ou verifique que f é composta por
h(x) = x; com uma rotac3o.



Pré-imagem de funcdo continua

Proposicao 3
Seja g : R™ — R uma funcdo continua. Ent3o:
1. g71(c) = {x € R™|g(x) = c} é fechado;
. g 'a,00) = {x € R™|a < g(x)} é fechado;
. g7 Y(a,b) = {x € R™|a < g(x) < b} é aberto;
unido de abertos é aberto;
Intersecdo de fechados é fechado,

intersec3o finita de abertos é aberto;

N o o R w N

unido finita de fechados é fechado;



Ex: R={xcR%0<x <50<x< %—%xl}éum conjunto

compacto. Seu bordo é:

OR = {(x1,0) eR?0<x; <5}
10
U {(0,x) €R?0<x < ?}

10 2
U {(xl,? — §xl) eR?,0< x <5}
3 JR

-3 -2 -1 0 ()R1 2 3 4 5




Prob: Seja Q= {(Xl,Xz) S R2|X2 <3,0<x < 4X2}
(a) Esboce o conjunto €.

(b) Diga se Q é fechado, aberto ou nenhum dos dois.



Observacdes sobre limites de funcoes

Prop Sejam f : UCR" - R, a:(0—¢,0+¢) > R™e
f:(0—¢€0+¢)—R™com «(0) =p=/3(0) onde p € JU. Se
lime—o fa(t)) # limeso F(SB(t)) entdo limy_,p f(x) ndo existe.

2 . . . ~ .
Prob Seja f(x1,x) = x?fig Verifique que o limite ndo existe

quando p = (0,0).

Dica: Considere a(t) = (0,t) e 5(t) = (t,t?)



Prop Sejam f : UCR” - Reg: U CR"” — R tal que
limy_,f =0e |g| < Konde K> 0 éuma constante. Entdo
limy—p F(x)g(x) =0

Prob Sejam f(x1,x2) = g cos(q ) ¢ p = (0,0). Calcule

x12—§—><22
limy—p f(x)



Curvas de nivel em R?

Def: Seja g : R?> — ¥ funcdo continua e ¢ um valor de g. Entdo

C =g '(c) = {(x, %) € R?|g(x1, %) = c}

é chamado curva de nivel (ou conjunto de nivel).

Exemplo 4
Seja g : R? — ¥ definida como g(xi,x) =

C={(x1,x) € R?|x2 + x3 =1}

—P-
N
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Seja S = {(x1,x2,x3) € R3|g(x1,x2) = x3} o grafico associado a
funcdo g : R? — ¥ Entdo a curva de nivel transladada para altura
x3 = c é a intersecio do plano com o grafico S.

Exemplo 5
Seja g : R2 — 1 definida como g(x1,x) =

5= {(X17X27X3) € R3|X12 + X22 = X3}

C={(x,x1)eR}Z+x2=1}=5n

N



Obs: Uma curva de nivel de uma funcdo continua g : R? — [¥ ndo
precisa ser uma curva regular, veremos maiores detalhes na Parte 2
da matéria quando estudarmos o teorema de funcdo implicita.

_ 2102 4 2 _
C={(x1,x2) € R|x{ + x5 =0}

Exemplo 6 (Grafico)
O grafico associado a uma funcdo h: / C R — R continua é, como
vimos em Calculo |, definido como:

C ={(x1,%) €ER?|xo = h(x1),x1 € I}



Exemplo 7 (Circulo, posicdo geral)

C = {(x1.x) € R?|(xx — p1)? + (2 — p2)? = 1%}

(x-2)+(y-3)=1




Exemplo 8 (Elipse)

C:{(xl,x2)€R2|(X1_p1)2 be—p2) _ 4y

32

-3 1
1/4x2+1/9y*=1
11

—4



Obs: Uma elipse pode ser vista como deformacdo de um circulo.
Por exemplo, seja C; = {(x1,x) € R?|x? + x2 = 1}. Entdo para
H : R? — R2 definida como H(x1,x2) = (2x1,3x2).

gy

2
H(G) =G ={(n.y) € Rz‘)i + 9

4



Exemplo 9 (Hipérbole)

2 2
XX

C2 = {(X]_,Xz) S R2|? — ? = 1}
X2 X2
C1 = {(Xl X2) S ]Rﬂfl2 — b722 = —1}




Curva parametrizada

Def: Uma funcdo continua « : I — R™, definida como

a(t) = (a1 (t) -+ ,am(t)) é chamada curva parametrizada. A
curva sera de classe CK se as suas funcdes componentes «; s3o de
classe Ck.

Ex: o : R — R? definida como

a(t) = (3 cos(t), 3sin(t))

Ex: 3 :R — R? definida como

B(t) = (3cos(2t), 3sin(2t))



Def: Dado uma curva paremetrizada « : | — R™, definida como
a(t) = (a1(t) -, am(t)) o vetor o/ (t) = (af(t) -+, o, (1)) &
vetor velocidade e ||&/(t)|| é a velocidade.

Ex: a: R — R? definida como a(t) = (3 cos(t), 3sin(t)).
Entdo o/(t) = (—3sin(t),3cos(t)), ||/ (t)]] =3

Ex: 3:R — R? definida como 3(t) = (3 cos(2t), 3sin(2t))

Entdo /(t) = (—65sin(2t),6 cos(2t)) e ||5'(t)|| = 6



Parametrizacdes dos exemplos basicos

Exemplo 6: Grafico associado a uma funcdo h: /| CR — R
C ={(x1,%) € R?|xy = h(x1),x1 € I}

a(t) = (t, h(t)) onde t € /.

Exemplo 7: Circulo

C={(x1,x) € R?|(xx — p1)? + (x0 — p2)?> = r?}

a(t) = (rcos(t) + pr1, rsin(t) + p2) onde t € [0, 27]



Exemplo 8: Elipse

C = {(x1,%) € Rz‘(n p)? (Xz;fz)z =1}

a(t) = (acos(t) + p1, bsin(t) + p2) onde t € [0, 27].
Exemplo 9: Hipérbole

G = {(Xl,XQ)GRZ\——?—l x1 > 0}

a(t) = (acosh(t), bsinh(t)) t € R.



Prob: Sejam x; e xp, respectivamente, quantidade (nGmeros reais
ndo negativo) de mercadorias A e B consumidas por uma pessoa.
Suponha que R$5,00 e R$2,00 sdo, respectivamente, os precos
unitarios (e.g., preco de 1 quilo) de A e B e que C seja 0 segmento
de reta em R? que descreve o espaco da quantidade das
mercadorias, quando a despesa (orcamento) para mercadorias é
R$7,00. Seja u: R? — R a funcdo definida como

u(x) = ||x — (2,2)||. Determine o ponto p € R tal que u(p)
assume o menor valor.



Dica: Considere um vetor v tangente a reta orcamento (ex,
v =(—2,5)) e um ponto py na reta orcamento (ex, po = (1,1)).

Escolha uma parametrizaccio da reta orcamento, i.e.,

a(t) =po + t.v
Obtenha o minimo ty;, da fungdo f(t) = u(a(t)) utilizando
Calculo | e a geometria do problema (ou seja mesmo que dominio
n3o seja fechado e limitado, voce sabe que havera um minimo que

realiza distancia).

Temos entdo que p = a(tmin)-



Superficie de nivel
Def: Seja g : R® — R funcio continua e ¢ um valor de g. Entdo

S=g1(c) = {(x,%,x3) € R®g(x1,x,x3) = c}

é chamado superficie de nivel (ou conjunto de nivel).
Ex: Seja g : R® — R definida como g(x) = x¥ + x5 + x3

S={xeRx¥ +x5+x5 =1}




Obs: Uma superficie de nivel de uma funcdo continua g : R® — R
ndo precisa ser uma superficie regular; veremos maiores detalhes na
Parte 2 da matéria quando estudarmos o teorema de funcio
implicita. Considere por exemplo:

S={xeR¥x? +x3 +x2 =0}



Ex de supeficies de nivel: Graficos

O graficos associado a uma funcdo h: U C R? — I continua é

S ={(x1,x2,x3) € R?’]Xg = h(x1,x2), (x1,x) € U}

Ex: A superficie
S={(x1,x,x3) € R3x3 =x7 + x5 }

é grafico, onde h: R?2 — R & h(x1,x2) = x2 + x5




Ex: A superficie (sela de cavalo)

5= {(Xl,XQ,X3) € IR3|X3 = X12 - X22 }
é grafico, onde h: R? = R & h(x1, %) = X2 —

2
X5

(curva de nivel)

Figura: Note que C = SN {x3 = 0.4} é a translacdo de um hiperboloide
F-g-t




Ex: A superficie

S={(x1,%,x) ER®x3 = /X2 +x3 }

é grafico onde h: R? — R & h(xi,x2) = \/x? + x3.




Obs A superficie
S ={(x1,x,x3) € ]1§3|x32 = X12 +x22 }

nio é grafico pois ndo conseguimos descrever todos os pontos de
S como x3 = h(x1, x2) para uma unica fun¢do h.

Figura: N3o é grafico, em particular retas paralelas ao eixo x3
interseptam a superficie em mais de um ponto



Ex de supeficies de nivel: Superficie de Revolucdo

Prob Considere a aplicacdo linear Ry : R® — R3 definida como:

cos(f) —sin(f) 0] [x1
Ro(x) = |[sin(f) cos(d) 0Of [x
0 0 1| |x3
Verifique que Ry : R3 — R3 & uma rotacdo em torno do eixo x3 ou

seja em torno da reta {x; = 0,x = 0}.

Uma supericie S é superficie de revolucdo (em torno do eixo x3)
se é invariante pela rotacdes Ry ou seja S = Ry(S) para todo 6.



Em geral uma superficie de revolucdo (em torno do eixo x3) pode
ser descrita como superficie de nivel:

S ={(x.x,x3) € R®|g(",x3) = c}
onde , para alguma funcdo g : U C R? — R.

Prob: Verifique que uma superficie descrita pela equacdo acima
atende: Ry(S) C S.



Ex: A superficie S = {x € R3|(x{ + «J) + x§ = 1} & superficie de
revolucdo, sendo gerada pela rotacdo da curva geratriz
C={(0,x,x) € R3|x{ + x = 1} em torno do eixo xs.




Ex: A superficie S = {x € R3|x; — = 0} é superficie de
revolucdo, sendo gerada pela rotacdo da curva geratriz
C = {(0,x,x3) € R3|x3 = x2} em torno do eixo x3.




Ex: A superficie S = {x € R3|x — (x{ + xJ) = 0} & superficie de
revolucdo, sendo gerada pela rotacdo da curva geratriz
C ={(0,%,x3) € R3|xZ = x2} em torno do eixo x3.




Obs: A superficie (sela de cavalo) S = {x € R3|x; = x} — x3} ndo
é superficie de revolucdo. Note em particular que
x3 = (x] + x]) —2x3 ou seja S ndo consegue ser descrita como

g(r’,x3) = conde r* — (7 + x7)



Algoritmo: Vamos resumir o que observamos nos exemplos
anteriores. Considere

S ={(x1,x,x3) € R3|xz = cos(\/i)}

Vamos verificar se S é de revolucdo e esbocar S
(1) Comecamos com a igualdade que define S, i.e.,
x3 = cos(y/ )i
(2) Substituimos na igualdade, i.e., x3 = cos(r)

(3) Visto que as (nicas variaveis foram r e x3 (ou seja pode
ser descrita como g(r“,x3) = ¢) entdo S & de revolucio,

(4) Vamos entdo descobrir a curva geratriz definida como
C=5n{x1 =0} ou seja
C = {(0,x2,x3) € R3|, x3 = cos(|x2|) };

(5) Giramos a curva geratriz C em torno do eixo x3 obtendo a
superficie S.






Ex de supeficies de nivel: invariante por translacido (ou
cilindro sobre curvas planas)

Considere a aplicacdo translacio T; : R® — R3 definida como
T:(x) =x+(0,0,t)

Uma superficie S serd um invariante por translacdo na direcdo
de {x3 = 0} se for invariante pela translacdo T; ou seja T;(S) = S.

Em geral tal superficie & definida como o conjunto de nivel
S ={(x,%,x) € R®|g(x1, ) = c}

onde g: U C R? = R.



Ex: S={(x,%,x) € R3x? + x5 =1}




Algoritmo : Vamos resumir como identificar e esbocar uma
superficie invariante por translacdo na direcdo x3

S= {(X17X27X3) € R3|X2 - COS(Xl) = O}

(1) Comecamos com a igualdade que define S ,ou seja
xp — cos(x1) = 0;

(2) Visto que faltou a variavel x; entdo é invariante por
translacdo na direcdo x3.

(3) Consideramos a curva C = SN {x3 = 0} e transladamos na
direcdo x3






Ex de supeficies de nivel: Deformacio

Considere a deformacio T : R3 — R3 definida como:

0 0 X1
b 0| |x
0 c| |xs

T(x) = (ax1, bxo, cx3) =

O O

Dado uma superficie
S = {x e R% g(x1,%,x3) = d}

sua deformac3o sera descrita como:

()= {re®lg(2.2.2) =a)



Ex: Considere T(xi,x2,x3) = (2x1, 3x2, X3)
> S={xcR3x+x5+x5 =1}

312 | V3 2
> T(S)={yeR|F +F +y; =1}

A

4




Ex: Considere T(x1,x2,x3) = (2x1, 3x2, X3).
(a) S={xeR —x —x3 +x3 = -1}
(b) S=T(S)={y e B — 4} — 53 +y5 = -1}

Figura: Item (a), superficie de revolucdo S

Figura: Item (b), superficie deformada 5= T(S)



Figura: superficie de revolucdo S junto com a sua deformacdo a
superficie S = T(S)



Exemplos de Parametrizacbes de superficies

Dada uma superficie S, uma aplicacdo ¢ : U C R?* — R3 & uma
parametrizacio de S se ¢)(U) C S.

Ex Graficos: Seja S= {(Xl,XQ,Xg,) € R3’X3 = h(Xl,XQ)} onde
h: U CR? — R. Entdo 9(x1,x) = (x1,x2, h(x1, x2)) é uma
parametrizacao.

Ex Cilindro canénico: Seja S = {(x1,x2,x3) € R3|x¥ + x3 = 4}
Entdo ¢(0, z) = (2cos(#),2sin(f), z) € uma parametrizagio.

Obs: O altimo exemplo sugere parametrizacdes mais gerais para:
» cilindro sobre curvas planas;

> superficies de revoluco.



Ex Invariante por translacdo: Seja S uma superficie invariante
por translacdo onde o : | — R? & uma parametrizacio da curva
plana C = SN {x3 = 0}. Entdo ¥(t,x3) = (a1 (t), a2(t),x3) é uma
parametrizacdo.

Ex:
> Se S ={(x1,x,x3) € R3 §+ % =1}
» o(t) = (2cos(t),3sin(t))
» (t,x3) = (2cos(t),3sin(t), x3)






Ex superficie de revolucdo: Seja S uma superficie de revolucgo
onde o : | — R*® & uma parametrizacio da curva geratriz
C =5nN{x3 =0}. Observe que

> ot) = (0, ax(t), as(t)),

» () mede a disténcia ao eixo x3

» «3(t) mede a altura do ponto a(t)
Entdo ¢(t,0) = (an(t) cos(0), az(t)sin(f), as(t)) é uma
parametrizacdo de S.

Ex:
» Seja S = {(x1,x2,x3) € R3|xZ + x2 + x2 =1}
» «(t) = (0,sin(t),cos(t))
» (t,0) = (sin(t) cos(f),sin(t)sin(d), cos(t))






2
Prob: Seja S = {(x1,x,x3) € R3|, <1/X12 +x2 — 3> +x3 =1}

1. Determine se S é grafico, superficie de revolucdo ou invariante
por translacio.

2. Esboce S.

3. Determine uma parametrizacdo 1 : U C R? — R3,



t — Yt 7/3)

s — Y(57/6, s)

Figura: ¥(t,s) = (cos(t) — 3) cos(s), (cos(t) — 3) sin(s), sin(t)),
t € (0,27) , s € (0,2m)



Obs: Curvas espaciais em R3

Prob: Sejam
S = {x €R¥|x3 = \/x2 + 3}

= {xeR¥x3=1+x}

(a) Esboce S; e
(b) Determine a parametrizacdo de C = 51 N

Dica b: Primeiro determine a equacio cartersiana da projecdo
7(C) no {x3 = 0}, segundo determine a parametrizacdo
(a1(t), aa(t)) da curva plana w(C) e por fim obtenha a coordenada

a3 usando x3 = 1 + xo
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