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Introduga

Introdugao

o Transformagoes Geométricas sao operagoes aplicadas &
descri¢ao geométrica de um objeto (vértices) para mudar sua
e posigao (translagao)
e orientacao (rotagao)
e tamanho (escala)

o Além dessas transformacgoes basicas, existem outras

o reflexao
e cisalhamento
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Translacao

Translagao
e A translagao consiste em adicionar offsets as coordenadas que
definem um objeto

z’:x—i—tm

Y =yt

e Usando notagao matricial, uma translacao 2D pode ser descrita
como

P=P+T



@ Define-se uma transformacao de rotagao por meio de um eixo de
rotacao e um adngulo de rotacao

@ No caso 2D a rotagao se da no plano: o eixo de rotacao é sempre
um eixo perpendicular ao plano xy

@ Os pontos do objeto se movimentam sobre um arco de
circunferéncia determinado pelo angulo de rotagao




Rotacao

e No caso 2D os parametros de rotagao sao o angulo 6 de rotagao e
a posicao do ponto pivd (z,,y,), dado pelo ponto em que o eixo
de rotagao intercepta o plano xy

e Se 6 > 0 a rotagao é anti-horaria
e Se 6 < 0 a rotagdo é horaria




Rotacao

e Para simplificar, vamos considerar que o ponto pivd de rotagao
esté posicionado na origem do sistema de coordenadas
e O raio r é constante, ¢ é o angulo original de P = (z,y) com o
eixo horizontal e 6 é o angulo de rotagao

&',y
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Rotagao

e Sabendo que

@ Ccomo

@ entao

cos(¢+0):m—:>x’=r-cos(¢+6‘)
r

sen(¢ + 6) = Y5 y =r-sen(¢+0)
r

cos(a+ ) = cosa - cos 8 —sena - sen 3

sen(a + B) = cosa - sen 8+ sen« - cos

2’ =7r-cos¢-cosf —r-senc-send

y =r-cos¢-senf +r-sen¢ - cosb
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ansformagd

Rotagao

o P = (z,y) pode ser descrito por meio de coordenadas polares

r=r-cos¢, Y=r- -seno

e Entao por substituigao

2’ =x-cosf —y-senf

y =z -senf +y - cosd

e Escrevendo na forma matricial temos

PP=R-P

' | | cosf —senf 7
y | | senf cosé Yy



Transformacao de Corpo Rigido

Transformacgao de Corpo Rigido

e A rotagao e a translagao sao Transformagoes de Corpo
Rigido, pois reposicionam um objeto sem deforma-lo

o Angulos e comprimentos do objeto original sio preservados
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Escala

o Para alterar o tamanho de um objeto aplica-se o operador de
escala
e Multiplica-se as coordenadas do objeto por fatores de escala

! /
T =1 S,, Y =y sy

o Na forma matricial

P=S.P

Nk



Escala

e Propriedades de s; e s

Sz € Sy devem ser maiores que zero
Se sz > 1 e sy > 1 o objeto aumenta
Se sz <1esy <1 o objeto diminui
Se s, = sy a escala é uniforme

Se sg # sy a escala € ndo uniforme



Escala

o Pela formulagao definida, o objeto é escalado e movido J

Y

=

Figura: Escala de uma linha usando s; = s, = 0.5
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Coordenadas Homogéneas

o As trés transformagoes basicas podem ser expressas por

P =M, -P+M,

M;: matriz 2 X 2 com fatores multiplicativos
M,: matriz coluna com termos para translagao

Para aplicar uma sequencia de transformagoes, esse formato nao
ajuda
e Eliminar a adigdo de matrizes permitiria descrever qualquer
sequencia de transformagoes como uma multiplicacdo de matrizes
(e uma unica matriz descreve a sequencia)



Coordenadas Homogéneas

@ Isso pode ser feito expandindo-se o espago Cartesiano 2D para
o espago de Coordenadas Homogéneas 3D

@ No espago homogéneo, as coordenadas de um ponto no espago 2D
(z,y) sao representadas como (xp,yn, h), em que h é o parametro
homogeéneo (h # 0)

@ As coordenadas cartesianas podem ser recuperadas projetando as
coordenadas homogéneas do ponto no plano A = 1




Coordenadas Homogéneas

(X,,,yh,h)

h=1




Coordenadas Homogéneas

" e A projecao das coordenadas definidas
no sistema homogéneo para as

(Sunet) respectivas coordenadas no sistema

Cartesiano é obtida pela seguinte

relagdo (por semelhanca de

e tridngulos):

@ Nas coordenadas homogéneas, h pode ser qualquer valor nao
nulo, mas escolhemos h = 1 para simplificar a transformagao J



Coordenadas Homogéneas — Translacao 2D

o A representagao dos objetos em coordenadas homogéneas permite
expressar as transformagoes como multiplicagoes de matrizes

@ A translagdo no espago homogéneo é dada por
zp=1-2p,+0-yp+ts-h
Yh=0-2p+1-yp+t,-h
h=0-xz,+0-y,+1-h




@ Definindo na forma matricial, temos

J,‘;_L 1 0 ¢, T
y;z =10 1 ¢ Yn
h 0 0 1 h

e Voltando ao espago Cartesiano
2h/h=01 -2, +0-yp+t,-h)/h=>2" =x+1t,
yp/h=0-2p+1-yo+t,-h)/h=y =y+t,
h/h=0-z,+0-yp +1-h)/h=1=1



Coordenadas Homogéneas — Translagao 2D

e Por conveniéncia, com h = 1, definimos a translagao no espago
Cartesiano como

Py’ =T(ts,t,) - Pn

y;]. = 01 tU Yh
1 0 0 1 1



Coordenadas Homogéneas — Rotacao 2D

e Uma rotagao pode ser definida usando coordenadas homogéneas
da seguinte forma

P. = R(9) - Py
i, cosf —senf 0 xh
Y, | = | senf cosf O Yh

1 0 0 1 1



Coordenadas Homogéneas — Escala 2D

o Uma escala pode ser definida usando coordenadas homegéneas da
seguinte forma

Ph/ = S(SI, Sy) -Ph

Ty, s, 0 0 )
Y | = 0 sy 0 Yh
1 0 0 1 1
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Transformando Vértices

e Exemplo de utilizacdo de uma matriz de transformacao J

#version 150

1
2
3 in vec3 a_position;
4

5 | void main(void)

6

7 //criando uma matriz de escala 2D

8 mat3 model = mat3(1.5, 0.0, 0.0, //primeira coluna

9 0.0, 1.5, 0.0, //segunda coluna

10 0.0, 0.0, 1.0); //terceira coluna

11

12 //multiplicando a matriz de transformacao pelo vetor

13 //em coordenadas homogeneas

14 vec3 pos = model * vec3(a_position[0], a_position[1], 1.0);
15

16 //convertendo as coordenadas homogeneas para euclideanas

17 gl_Position = vec4(pos[0]/pos[2], pos[1]/pos[2], 0.0, 1.0);




Geomeétri
Inv

Sumario

@ Transformacoes Inversas






Rotacao Inversa

e Uma rotagao inversa é obtida trocando o dngulo de rotagao por
seu negativo

cosf@ senf O
R'=| —senf cosf 0O
0 0 1

@ Isso rotaciona no sentido horéario
e R°I=RT



e O inverso da escala é obtido trocando os parametros por seus

inversos
1
— 0 0
Sy
S™ (Sxasy) = 0 i 0
Sy




Sumario

© Transformagdes 2D Compostas



6es 2D Compostas

Introdugao

e Usando representagoes matriciais homogéneas, uma sequencia de
transformagoes pode ser representada como uma tnica matriz
obtida a partir de multiplicacoes de matrizes de transformagcao

P, = M, -M; Py,
(M- M;) - P
= M-P,

o A transformagao é dada por M ao invés de M; e M,



ag

Compondo Translacoes

e Para compor duas translagoes podemos fazer
Pl = T(ts,,t2,) - {T(t1,,t1,) - Pun}

{T(ts,,t2,) - T(t1,,t1,)} - Pn
= T(tz, +t1,,t2, + tly) - Py,

to, [ 1 0 t, 1 0 ti, +ta,
S0 1t | =101 th,+t
1 00 1 00 1

O O =

o = O
~
[\v]
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Compondo Rotagoes

e Para compor duas rotagdes podemos fazer
Py = R(6:)-{R(61) - Pn}

{R(62) -R(61)} - Pn

R(01 +63) - Py

cosfy —senf; O cosfy —senfy O
senfl; cost; O senfl; cosfy 0O | =
0 0 0 0 1

1
cos(fy +63) —sen(6; +65) 0
sen(01 + 92) COS(91 a4 92) 0
0 0 1
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Compondo Escalas

e Para compor duas escalas podemos fazer

P}, = S(s2,,s2,) {S(s1,,51,) - Pn}
= {S(s2,,s2,) - S(s1,,51,)} - Pn
S(SlJc ° 52‘1,51” o 527/) ° Ph




Rotacao 2D com Pivo de Rotacao Arbitrario

e Rotagao em relagao a um pivo arbitrario é feita combinando-se
multiplas transformagoes

e Movo o ponto de rotagao para a origem
o Executo a rotagao
e Movo o ponto de rotagao para a posigao inicial

R(fEr,yr, 0) = T(I’T, yr) : R(e) ’ Tﬁl(xra yr)
R(xrvyra 9) = T(xra yr) : R(a) ’ T(_xrv _yr)
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Rotacao 2D com Pivo de Rotacao

1 0 =z, cosf) —senf 0 1 0 —=z,
0 1 vy, senf cosf 0O 0 1 —y,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
cos —senf x,.— x,.cosf+ y.senb
= | senf cosf y,—y,cosf —x,.senf
0 0 1




Rotacao 2D com Pivo de Ro

()

Original Position
of Object and
Pivot Point

(x.y,)
\.

(b) (©) (d)
Translation of Rotation Translation of
Object so that about Object so that

Pivot Point Origin the Pivot Point

(x,,y,)is at
Origin

is Returned
to Position
(x5,



Escala 2D em relacao a Pivd Arbitrario

e Escala com ponto fixo é feita combinando-se multiplas
transformagoes

e Movo o ponto fixo para a origem
e Executo a escala
e Movo o ponto fixo para sua posicao original

S(‘Tf’yf?‘sffv Sy) = T(vayf) : S(Szvsy) : Tﬁl(vayf)
S(@g,yf, sz, 8y) = T(xg,y5) - S(s2,8y) - T(—x5, —yy)







(x5 ¥p)
(a) (b) (c) (d)
Original Position Translate Object Scale Object
of Object and

Fixed Point

so that Fixed Point
(xp yp) is at Origin

with Respect
to Origin

Translate Object
so that the Fixed
Point is Returned
to Position (x;, y/)

41 /51



Escala 2D em Direcoes Arbitrarias

e Os parametros s; e s, realizam a escala nas direcoes de = e y
e Para outras diregoes, rotaciona, escala e rotaciona de volta

S(s1,52,0) =R71(0) - S(s1,52) - R(H)

S

51



(172, 312)

0,1) 1,1)

(3/2,12)

(0,0) (1,0) x 0,00 - x
(a) (b)

Figura: Transformacio com s; = 1, s5 = 2 e § = 45°
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Propriedade da Concatenacao de Matrizes

o Multiplicagao de matriz é associativa

Ms - My - M = (Ms - M) - My = M3 - (M - M)

o Multiplicagao nos dois sentidos é possivel, da esquerda para a
direita ou da direita para a esquerda

e Pré-multiplicagao: da esquerda para a direita — as
transformacao sao especificadas na ordem em que sao aplicadas
(Ml — Mo — Mg)

e Pés-multiplicagao: da direita para a esquerda — as
transformacao sdo especificadas na ordem inversa em que sao
aplicadas (Mg — Mz — M;y)

o OpenGL adota pos-multiplicagao



Propriedade da Concatenacao de Matrizes

e Multiplicagao de matrizes nao é comutativa Mg - M; # Mj - sz

Final /\k Final

Position Position

(@) (b)

Figura: (a) primeiro o objeto é transladado depois rotacionado em 45° (b)
primeiro o objeto é rotacionado em 45°, depois transladado.
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Reflexao

o Espelha-se as coordenadas de um objeto relativamente a um eixo
de reflexao
e No plano 2D, equivalente a uma rotacao de um angulo de 180°

o Reflexao em y =0



Reflexao

o Reflexdao em z =0

2 @
oS = O
= O O

@ Reflexdo em 2 = 0 e y = 0 (eixo perpendincular ao plano xy,
equivalente a uma rotagao de 180°)



Original
Position

Reflected
Position

Original
Position
2~

Reflected
Position
PY

Reflected
Position

3/

Original
Position




Cisalhamento

e Distorce o formato do objeto na dire¢ao horizontal (x) ou vertical

(y)

o Cisalhamento na direcao x

1 shy, O
0 1 0
0 0 1

o O que transforma as coordenadas como

' =z + shy -y

Y=y



Cisalhamento

@n G

0,1) = (1,1)

(0,0 (1,0) X 0.0 (10 X
(a) (b)

Figura: Transformando um quadrado em um paralelogramo usando shy, = 2.
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