
CCM - Matematica I-2023

Os numeros reais:I

Arlas 4,5,6
28,29,31/08/23



OS NUMEROS REAS

Ata auk passada, defininos corpos:
· Ceum conjunto e ha das operacies definidas em 2, denotadas part e·

que satisfagem os Axiomas 1 a 6 Cambal as operacies say commutatives a associatival,
· products so distribu sobre a some, ambastem elements neutros e ambas tem

inversos, excets o que not possi inverso multiplicativ).

e,em seguide, definitos corpus ordenados:

· em C haum subconjuntoC+cC de numeros positives the satisfas
os Axiomas de Order 7 a 9 (C+efechado pela operacies + e., todo
nomer diferente de 0 esta em Cf or sew opists esta la, was how ambos e

04CH).

Agora vamos introdugiv o dcimo e ultimo axioma: o Axioma de Completude.
Precisamos, para isso, introdugir algumal noval definities.S



Os axiomas de ordern was permitive introduzir uma "order"em C, isto

e, una velace pinavia a<d que satisfy as was propriedades a

sequire que provamos anteriormente:

(i) Se aEd, entai a <bov b<a, mal not ambos.

(ii) Se a <b e d < c, enter acc.

So C 'uncorpo ordenado, e ACC, digemosque LeCe'una cotA

superior para. A se x < 1 para todo x =A.

~Exemplo:Por definical, at Ce'negativo se a <0. Assim, se A e
· conjunto dos numeros negativos, O ena cota superior para A.

f b>0 a portantob> aAlem disso, so bea mimeo positivo, an

para todo homes negative, istoe, becota superior para A.

Do melmo modo, KY'Uma COTA INEERIOR para Ase XIK para todo x -A.

Def: Digemos que LeC eCON SPEOR MINIMApara o subconjucto ACC se:

(i) Lecota superior para A e

(ii) se <L,enter a not scota superior para A.



Da mesura maneira, digemos que ( =) eCOTA INFERIOR MAXIMApara
a subconjunto BCC se:

(i) Kecota inferior para Be

(ii) se c>Kenter a nat ecota inferior para B.

Exemplo:0 ecota interior maxima para o subconjunto (2) de numeros
positivos. Def

Prove:Como vimos, a positive see somente se a>0 (=> a- 0 =a e

politico). Portanto O ecota interior para Ct. Temos enter que
(*)

mostrar que se CO, istoe, ses 'positivoS enter a not ecota inferior

Para C,isto e, existe algun miner positivo menor que c.

Pergunta: Como voce favia isso, istoe, como mostrar que se c>0, existen
numeros b tais que 0<b>c?

(M)
Naproxima pagina, dou o caminho das pedral, mas recommend FORIMENTE the
sothe depes de te-lo feito voce melma, para verificar se er fig certo.

() cuidado:A diference grafic entre(manscul) e c(minsclo) new
sempre e muito clara. Descolper.



Passos para protar que 0<C => existe be Ctalque OCDCC.
a cb e c > 0 -> ac (D.C.

acbea.c<b.c = c>0.

1< 0.

as0 E) a 0.

a < 1 ) 0 < a" < 1.

Existen numeros maiores do que 1. Seque da proporical anterior que existen

tambemnimers menores do que 1. (Note:isso no
valeria se (not fosse corpol.

0<< 1 ecso =>0<axc.

Observace: Talvey vce tanks que user for reprover) outral crisal que provamol
anteriormente.

Tendo seguido is pallos acima (or chegado a melma concluse be outro modo),
concluimos que dado qualquer numero positive, existe outro numero positive
menor que o primeiro. Isso mostra que newhom

nomer positive e
cota inferior parac conjunto C+ e, portanto, que 0 a cota inferior
maxima parc Cf. Y



Exercico:Suponha que 0Ct< 1 emostre que, dados a, be (comacd,
vale

a <(1-t)a +tb < b.
e
Combinaco convexa
dea eb.

O exercicio anterior mostra que, em um corpoordenado, dados quaisquer dois
elementos distintos existe an terceive "entreeles", isto e, so a fb, existe
c tal que a<c<b.

Assim, podemos pensor nos elementos de um corpo ordenado "alinhados"as

longo de una veta, no qual elementos mais a diveita saw maiores que todos
a wa esquerden. Alain disso, entre quaisquer dois elementos differentes hasinfinitis
outros.

Nimeos Nineos
negativ I -

politicos
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Definica:Se SCC, LES e Lecota superior paras, enter chamamos

↳ de MxiMo de S. Note que, messe caso, Lecota superior
minima para S, jaque ecota superior, por hipofes e, s MCL, enter
in ecotasuperior para S ja'que LeSe h> M.

Autes be continuar, mostremos also basico sobre cotas superiores munimas:
Terrama:Um conjuntotem no maximo una cotasuperior minima.

Prova:Se Lelsaicotas superiores minimal para S. Como Lecota superior
minima e l'ecota superior, enter 1 - 1. Evice versa. Portuuto L=1.

Notaca:Se L'ecota superior minima de S, escreens (= sups. Se Les
↑

Supremo de Sdenotamos L:maxmximovES

Estamos prontos para enunciar o Axioma de Completude. Entender a important -
-

cia desse axioma levou 2000 anos, portanto not se engaie come a

simplicidade desconcertantede ser enunciado.
:11111111111111111111

Axioma de Completide.Digemos que un corpoordenado ) e'completo beSee
men

todo subconjunto de C que elimitado superimente ten una
cola superior minima.



Examplo Importante:Supanha que Ceum corpoordenado. Definimos os

inteiros ICC e os racionais QCC. Napovamos isso,

mas fica como um

Exercicio: Qu e, ele proprio, um corpoordenado.
Vamos enter supor que Q e, na verdade, tudo: 2 =Q. Defininos o

conjucto S =[x=Q:x2 x 23

Teorema: S not possui cota superior minima em Q.

Now darenos, again, una prove formal desse terms, was a ideia e'"cara",
did que assumano que sabemos todo o que

"sabemos"sobre interinos e rasional:

·supremo de S satisfal 2 =2 e untal himerous pode servational,
como vimos em sala. Mas rejancol algous fatos indo nella direco.

Terema: Seja (um corpo ordenado, at), a30 e S =(x):x2x a].
Se b =sups, entro b2

=a.

Prova:Pela Leida Tricotomia, haapenas tres poinbilidades:b>0,da au

b2 =a. Vamos mostrar que as dual primeiral his podem accouteler.



Prova:Vamos usar os resultados que usamos para prove que O ecota inferior maxima

para o conjunto dos nimeos politics. 1 ja'que a,a> 0 I

b>0: (1a)2 =(ra). (1+a) =1 +(a+a) +a2> E a ja'que 1,a,a2>0,

as ja'que 1, a 70.

2

Seque da segunda designaldade que
at < a (Ha) e, portanto, ayal2 G,

istoe, a/A+a) -> S. Con a/cral > 0 e b =supS, seque que b>0.

Suponhaque b2> a: Defininosc =b-(B2-2a)/2b =G(b +y) -

Ento0< < b. Alem disso,

c =b2 - (b2-a) +(b- xa)y412 =a +(b22a)-b2 > a.
Isso mostra quea => < x

2

para todo x-S, e como c30,

que >x x-S, istoe, c elcota superior para 5,0 que contrading
a hipster b = supS ·

Siponka queba: Como b>0, podemos escolder c>0talque ((d
ec<(a- b2)/3b. Ento

(b+c)2 =b2 +c(2b +c) < b2+3bc< a.



Portauto d+c=S e, como c30,b+c>b, o que novamentscontrading
a hipo'tese b =supS.
Isso termine a prove, jaque a rica possibilidade que restar ec=a


