V(x)

Oscilador harmonico: o retorno

U(x)= U(a)+2K(x a)’

1 ., 1 ., duy Zm(l 5 )
Ux)=—Kx" =—mw'x~ = = —mw'x  —-FE
0 _— 2 2 dx R v
d’y 2m(1Kx _E)w_m_K(xz_Z_E) h dl/) \/me2_2_E m
dx*  h*\2 h JmK dx® h h VK
™
Nova varidvel: &= “’ZK x? y
" 2E |m 2E = dg’ (5 )L)
Novo parametro: A= =
h VK §ho

Situacao classica: x| < 4 (amplitude). O maximo correspondente
a variavel &:

vmK 5

E*=——A" com a correspondéncia classica entre amplitude e
h energ|a 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 21 1



Oscilador harmonico: o retorno

_ vmK 2FE

2
s h K

= A (classico). O que nos mostra que essas
guantidades adimensionais estao relacionadas
na fisica classica.

2

dY (e
dgz—(é Ay

Voltando as nossas analises das propriedades das autofuncoes,
podemos ver que, por causa do fator (& — A), a segunda derivada
da funcio de onda deve ter sinal contrario ao da funcio se

(& < A) e o mesmo sinal se (& > A), lembrando que & = A
corresponde ao limite da amplitude classica. E que a funcao e
sua derivada devem ser continuas nessa transicao.

Além disso esperamos que a autofuncao tenda a zero
suavemente para o caso (& > A), que corresponde a regiao
classicamente proibida.
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Schrodinger:




Uma solucao possivel, que satisfaz estas caracteristicas, € a
funcido gaussiana:

w(E)=e*"  cuja derivadas sdo: Y _ _E o
ds
AY o eh  2h (2220
—r =E&% —e =\&" -1
Vemos, entdo, que essa funcao pode ser solugcao da nossa
equacao, desde que o parametro Atenha o valor A,=1.
A relacao entre A e E nos fornece o autovalor da energia para

esse estado: Essa autofungao corresponde a uma
E, = ha, )y = ha, funcdo de onda dada por:
2 2 1/8  JmK ,  iE,
W, (x,1) = ( mk ) oo
ah
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A solucao anterior corresponde ao estado fundamental do
oscilador, sendo que a energia E, corresponde a energia de
ponto zero do sistema.

Solucbes para estados de energia mais alta devem apresentar o
mesmo fator gaussiano para garantir a atenuacao da autofuncao
nas regioes classicamente proibidas.

Para introduzir os nés necessarios, precisamos de um polinédmio:

Y(E)=HEe "  Assim; ‘j;/g {g El _HE TR

— 2d—H§e_"&2/2 _He =2 +HE e 512

dzw _dzH _52/2

= e
d&® dE&° d&
Podemos usar esses resultados para montar nossa equacao:
d2
(- 2)w

dE’
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Ficando: ci’;H_zg_ ( l)H &2 _ (5 A)H -& 2

Assim, a nossa proposta de autofuncao sera solucao se a
funcdo desconhecida, H, satisfizer a seguinte equacao:

d’H
d&’
O resultado para o estado fundamental € a solucdo imediata de
H = cte (qualquer), e A= 1.

As solugdes fisicamente aceitaveis (Qque mantém y — 0 para
& — o) sao aquelas nas quais H € um polindbmio. Vamos
Introduzir um inteiro, n, para indicar a ordem do polinémio.

Como V(x) € uma fungao simétrica em x, as autofungdes dos
estados estacionarios devem ter paridade bem definida.

(A-1)H =0
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Como a gaussiana € uma funcao par, cada polindbmio H(&) deve
ser uma funcao par ou impar de £ e, portanto, deve ter poténcias

SO pares ou soO impares de & Entao:

n

k
2 a,5" paran par
k=0, par

Hn(§)=<

n

E a,&E* paran fmpar

| k=1, impar

Vamos examinar o caso de »n par:

H =a,+a,E +a,E* +a & +..+a,&" ,coma, =0
E as derivadas sao:

H =2a,E+4a,E +6a,E +..+na &

H'=2a,+12a,&* +30a.E* +...+n(n-1)a E"
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52
[Zaz2 +12a4§2 +...+n(n —l)an§”_2]— 25[26125 + 4a4§3 +...+ nan§”‘1]+
+()L—1)[a0 +a,E* +a,E* +...+an§”] =0

A soma dos coeficientes de cada poténcia de &tem que se

anular, para todas as poténcias, para que a igualdade valha
para qualquer valor de &.

O coeficiente de £” leva a seguinte condigao:

2
Substituindo na eq. para H:/Ld H —zgflﬂ+(/1—1)H = 0}

-2na, +(A-1a, =0=A=2n+1| pois a, # 0.

Com os outros coeficientes de & podemos obter:

2a, +(A-1)a, =0 (de &)
12a, —4a, +(A-1)a, =0 (de E?)

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 21 7



Essas equacgbes nos permitem identificar cada coeficiente q,,,
em fungao do seu antecessor, a;:

1-A 5-A 2-n
a, = 5 a,=-na, ; a,= > a2=Ta2;...

Essas relacoes podem ser generalizadas, definindo uma relacao
de recorréncia entre coeficientes sucessivos:

2(k-n)
Aryp = ay
(k+1)(k+2)
Podemos combinar a equacgao para os polinomios H(&), com a
relacao entre A e n:

N

d’H dH
. —2§—+(A—1)H=O d*H dH
d& d& - =>——"-25—*+2nH, =0
d& d&
& A=2n+l J Essa é a equacdo de Hermite, cujas

solucoes sao os chamados polindbmios de Hermite, matematico
francés do séc. XX, 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 21 8



Polindbmios de Hermite:

Ho(g:):l
H1(§)=25
Hz(g) - 452 -2
H3(§) = 853 -12&

= hg)o A =ha)0(n+%)

En+1 — En = ha)O

Thag
\/ E3 = T
Y2
A
\/ E2 ) 5 2("0
¥
3fwg
El = =
Yo
E #
V=
9
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