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Os resultados interpretativos extraidos da Equacao de Dirac revelam propostas tedricas um
tanto quanto ousadas. Para além do spin, Dirac propde a existéncia de estados de energia
negativos que se manifestariam na realidade fisica através de elétrons com carga elétrica
positiva: o antielétron (ou poésitron).

Quando estudamos sobre a Equagao de Schroedinger, um dos emblematicos casos analisados
para extrair resultados interpretativos é o problema da barreira de potencial ou o potencial
degrau. Sera que o mesmo problema avaliado no regime relativistico a partir da Equacao de
Dirac poderd lancar novas interpretacdes sobre os estados de energia negativa e o
antielétron?

1. Retomando o potencial degrau com a Equacgao de Schroedinger

O potencial degrau é uma das configuracdes mais simples de se resolver utilizando a equagao
de Schroedinger. Apesar de ser uma situac¢ao idealizada, sendo muito dificil encontrar um
potencial com estas caracteristicas na natureza, ela possibilita um estudo sobre implica¢des
e interpretacbes de fendmenos de natureza quantica que atuam em regimes ndo-
relativisticos. Como é um exemplo amplamente discutido em cursos introdutérios, nao
realizaremos sua resolucdo completa, retomaremos apenas alguns aspectos interpretativos
de sua solugdo para compararmos com os resultados obtidos com a Equacdo de Dirac na
préxima secao.

Vamos retomar inicialmente os resultados para o caso do potencial degrau com E < Vo, como
apresentado na Figura 1.
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Figura 1 - O potencial degrau para particulas com E < V.



Nesta situacdo, classicamente imaginariamos que a particula ndo teria energia suficiente
para penetrar a barreira e seria refletida por ela, de modo que a solugdo para x < 0 expressa
tanto a particula incidindo, quando sendo refletida. A novidade essencial extraida na
mecanica quantica ondulatoéria é a de que existe uma solu¢do para x > 0, que representa a
probabilidade de encontrar a particula penetrando a barreira de potencial numa regido
classicamente proibida, num fenémeno denominado como efeito tinel.
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Figura 2 - As solugdes do potencial degrau para x < 0 e x > 0 na situagdo em que E < V0.

Apesar de haver uma probabilidade de ela ser encontrada no interior da barreira de
potencial, ao calcularmos o coeficiente de reflexdo R, que é dado pela razio entre o quadrado
da amplitude de incidéncia, extraida a partir do primeiro termo da solucdo para x <0, e o
quadrado da amplitude de reflexdo, extraida a partir do segundo termo da solu¢ao para x <0,
verificamos que R=1
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Portanto, o coeficiente de transmissao é nulo, uma vez que T = 1 - R = 0, o que significa que
todas as particulas sdo refletidas, inclusive aquelas que penetram a barreira de potencial. A
explicacdo dada para este fenémeno pode ser associada ao principio da incerteza, que
descreve uma pequena flutuacdo na energia da particula em funcao da natureza ondulatéria
do pacote de onda. Quanto mais proximo E for de Vo, maior sera a probabilidade de encontra-
la sendo refletida no interior da barreira de potencial, uma vez que, mesmo com E < Vo esta
flutuacdo na energia prevé que existe uma probabilidade de ela flutuar para um valor E > Vo
e ser capaz de vencer o potencial degrau.

Quando analisamos a situacdo de um potencial degrau onde E > Vo, como o mostrado na
Figura 2, outro resultado extraordinario é revelado.
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Figura 3 - O potencial degrau para E > V0.



Nesta situacdo, como a energia da particula incidente é maior do que o da barreira de
potencial, classicamente imaginariamos que todas as particulas simplesmente passariam
pelo potencial e reduziriam sua energia cinética por um fator Vo, de modo que a solucao para
x < 0 expressa a particula incidindo na barreira e para x > 0 a particula continuando com uma
energia ligeiramente menor. A novidade essencial extraida na mecanica quantica ondulatdria
€ a de que temos um termo adicional na regido x < 0, que representa a probabilidade de
encontrar particulas se movimentando no sentido negativo do eixo X, o que significa que,
mesmo tendo mais energia do que a barreira de potencial, elas estariam sendo refletidas
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Este fato é verificado quando calculamos o coeficiente de reflexdo R e ele nos fornece um
resultado ndo nulo R > 0 e um coeficiente de transmissdo T # 1.
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Recorrendo mais uma vez ao principio da incerteza, é possivel explicar este resultado
novamente a partir das flutuagdes na energia em funcdo do principio da incerteza e a
natureza ondulatéria do pacote de onda que descreve o movimento da entidade quantica.
Apesar de possuir uma energia maior que a da barreira de potencial, quanto maior préxima
a energia for de Vo, maior serd a probabilidade de algumas delas serem refletidas pela
barreira de potencial, uma vez que a energia podera flutuar para valores de E < Vo.

Estes resultados revelaram toda uma nova forma de interpretar a interagao entre particulas
e barreiras de potencial, sintetizados no grafico apresentado na Figura 3.
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Figura 4 - Coeficientes de Reflexdo (R) e Transmissao (T) para diferentes regimes de E/Vo.

Sera que o estudo do mesmo problema do potencial degrau, mas agora em um regime
relativistico com a Equacao de Dirac, revelard novos resultados surpreendentes?



2. Potencial Degrau com a Equac¢ao de Dirac e Paradoxo de Klein

Mesmo que a teoria dos buracos e a previsdao do antielétrons tenham sido amplamente
criticadas pela auséncia de evidéncias experimentais, ela foi fundamental para explicar o
resultado paradoxal que obtemos ao investigar a barreira de potencial relativistica. Este
problema surge em 1929, quando Oscar Klein, um dos proponentes da Equacdo de Klein-
Gordon, revela seus estudos sobre o espalhamento de elétrons em barreiras de potencial
utilizando a até entdo recém-formulada Equacgdo de Dirac.

Ainda que a definicdo do problema do potencial degrau seja analoga ao do regime nao
relativistico, a definicdo as energias diferem pois precisam ser expressas em fun¢do da
energia relativistica. A analise consiste em investigar o movimento de um elétron de energia
E em direcdo a uma barreira de potencial Vo, como mostrado na Figura 5, numa situagdo na
qual Vo > E + mc?, ou seja, sua energia relativistica é menor que a da barreira de potencial.
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Figura 5 - O problema do potencial degrau relativistico onde Vo > E + mc?,

Para iniciar a resolucdao do problema, escrevemos a Equagdo de Dirac para as duas regides I
(z < 0), onde o elétron possui energia E, e II (z > 0), onde o elétron possui energia E - Vy,
expressas por

(casps + mc®)¥, = EY, z<0 (Regidol)
(casps + me?)¥y = (E — Vo)¥y z>0 (Regidol)

Considerando as solugdes para o elétron livre com spin para cima em movimento ao longo
do eixo z deduzido nas notas da aula anterior, podemos escrever as solu¢des para cada regiao
[ e II. Em I devemos ter elétrons se movimentando no sentido positivo, que representam os
que incidem na barreira, e elétrons se movimentando no sentido negativo, que representam
os que sao refletidos pela barreira, com um momento p. Ja na regido II, recorrendo ao
resultado de Schroedinger que alguns penetram a barreira, devemos ter elétrons se
movimentando no sentido positivo com um momento p’. Com isto, as solu¢des ¥;(z) e ¥;;(2)
podem ser expressas por
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onde constante A esta associada a amplitude do elétron incidente, C do elétron refletido e B
do elétron transmitido, de modo que os quadrados destas amplitudes estejam associados a
a probabilidade de o elétron ser encontrado em cada uma destas regides.

Importante compreender que a condi¢do Vo > E + mc? é fundamental para que o momento
p’ seja real, uma vez que a definicio do momento na energia relativistica depende da raiz
quadrada.

Um primeiro passo dado para extrair resultados interpretativos é a determinac¢do das
relagdes existentes entre as amplitudes A, B e C, que podem ser determinada a partir da
condi¢do de continuidade da fun¢do de onda em z = 0, onde

Y (z=0)=¥,(z=0)

Aplicando z = 0 nas solu¢des temos que

1 1 1
0 0 0
A pc +C|  pc =B pc
E + mc? E + mc? Vo — (E + mc?)
0 0 0

Considerando que apenas a primeira e a terceira linha das matrizes contém elementos nao
nulos, extraimos duas equagdes expressas por

A+B=C (Eq.3)

pPc N _ p'c
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A Eq.3 estabelece uma relagao satisfatoria. No entanto, a Eq.4 pode ser melhor desenvolvida.
I[solando o termo A - C, podemos escrever

A-C= Bp’ E +me” Eq.5
B p \Vo — (E + mc?) (Eq.5)

Retomando a forma como p e p’ sdo definidos nas Eq. 1 e 2, associados a cada uma das regioes
[ e Il nas equacdes, a relagdo p/p’ pode ser escrita como
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Substituindo esta relacdo na Eq. 5, temos que

A= Bp’ E + mc?
B p \Vy — (E + mc?)

P \/(VO—E—mcz)(VO—E+mc2)< E + mc? )
- V(E —mc2)(E + mc?) Vo — (E + mc?)

A_C = (Vo—E—=mc?)(Vy — E + mc?)(E + mc?)?
R (E — mc?)(E4+mc?)(Vy — E — mc2)?

B (Vo — E + mc?)(E + mc?)
A-C= _B\/(VO — E —mc?)(E —mc?)

Para simplificar as rela¢des, podemos definir um fator y de tal forma que,

_ |(Vo — E +mc?)(E + mc?)
B \/(VO — E —mc?)(E — mc?) (Eq.6)

Tendo em vista que os termos no numerador contam com um fator + mc? e no denominador
um fator - mc?, é possivel perceber que
(Vo — E + mc?)(E + mc?) > (Vo — E — mc?)(E — mc?)
Portanto, chegamos a conclusao de que
y>1

resultado que serd muito importante para interpretarmos as conclusées problema mais
adiante. Retomando as relagdes entre os coeficientes A, B e C, agora com y definido, temos

A+B=C
A—-C=-By
De onde podemos escrever que
C 1+y Eq.7
B 2 Ea.8

Essas relagoes expressas nas Eq. 7 e 8 serdo muito Uteis pois estdo associadas as amplitudes
de transmissao (C) e reflexao (B), em fun¢do da incidéncia (A), o que facilitard a determinacao
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dos coeficientes de reflexdo e transmissiao de elétrons. Para determinar precisamente os
coeficientes de transmissdo e reflexdo, é importante calcular as correntes de probabilidade
E=d - . . ~ - n . n . . 7 -

J(2) a partir da defini¢do apresentada por Dirac na mecanica quantica relativistica, onde

J@# t) = cW*(#, t) a¥ (7, t)

Podemos entdo calcular a corrente de probabilidade de incidéncia na regido I, a partir do
primeiro termo da Eq. 1, a corrente de probabilidade de reflexdo na regido I, a partir do
segundo termo da Eq. 1, e a corrente de probabilidade de transmissdo na regido IL
Importante lembrar que no formalismo matricial, o complexo conjugado converte uma
matriz coluna em uma matriz linha.

Corrente de probabilidade de incidéncia j;(z)
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Corrente de probabilidade de transmisséo jj(z)

Jiu(2) = c¥;(2) a3V (2)

1
0O 0 1 0 0
R \ p'c 0 0 0 -1 '
— _ c
Ju(z)=cB*(1 0 Vo = (E + meD) 0) 1 0 0 o0 Bl p .
0 -1 0 0 Vo — (E +mc?)
0
p'c
p’c VO - (E + mcz)
Ju(2)=cBB(1 0 - :
Ju(z) =c ( 0 Ve = (E + mcD) 0) 0

L

i (2) = —cB'B 2p'c ,
JikZ) = =€ Vo — (E + mc?) )

Sistematizando os trés resultados obtidos para as correntes de probabilidade, temos que

5 aa (2P 4
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Fazendo uma andlise das correntes de probabilidade, j; e Jrert apresentam resultados

consistentes indicando, respectivamente, um movimento de elétrons na direcdo positiva e
negativa do eixo z para z < 0. A corrente de probabilidade j};(z), por outro lado, apresenta um
comportamento curioso, primeiro pelo fato de ela ser ndo nula, e segundo indicando a
existéncia de elétrons se movimentando no sentido negativo do eixo z, como se estivessem

vindo do interior da barreira do potencial.

Para investigar este resultado com mais cuidado, podemos extrair resultados interpretativos
da interac¢do dos elétrons com a barreira de potencial calculando o coeficiente de reflexdo R,

onde

. 2pc
o Ul _CC(em) _ce e @)
R 2pc \  A*A A2 \4A
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Recorrendo as relagdes entre C e A apresentadas na Eq. 7, temos que
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Como apontado na Eq. 6, temos que y > 1, o que implicaem 1 +y > 1 — y, de modo que

1+
L A
1-y

0 que nos leva diretamente a um paradoxal resultado no qual

7 rert| > 11

que estd nos dizendo que a barreira de potencial reflete mais particulas do que nela incidem!
Como podemos interpretar estarem sendo refletidas mais particulas do que foram langadas
em direcdo a barreira? O resultado se torna mais intrigante quando calculamos o coeficiente
de transmissdo e obtemos um resultado ndo nulo, indicando que existem particulas sendo
transmitidas no interior da barreira potencial.

cB*B( 2p ¢ )

_ 17| _ Vo — (E + mc?) _ 4y
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Ainda que estranhos, estes resultados tém consisténcia interna, uma vez que concordam com
o que havia sido apontado anteriormente sobre j;;(z) apontar sentido negativo do eixo z,
indicando que estes elétrons adicionais encontrados na reflexdo estdo sendo produzidos
diretamente do interior da barreira de potencial. Mas como isso é possivel?

Podemos construir uma interpretacao para este paradoxo admitindo que na interacido de
elétrons com a barreira de potencial ocorre a produgio de antimatéria. Os elétrons adicionais
na regido I, que fazem com que |T1reﬂ| > |Jil, podem ser interpretados como provindos da
criacdo de pares elétrons-pdsitrons, frutos exatamente da interacdo dos elétrons com a
barreira de potencial. Nesta produgdo de pares, os elétrons viajam para a regido I no sentido
negativo do eixo z, explicando o sentido negativo do vetor Jj;. J& os pdsitrons seriam
produzidos e viajariam no sentido positivo do eixo z, conservando a carga elétrica, o
momento e a energia da interagao.
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Figura 6 - Representacdo explicativa do Paradoxo de Klein explicado a partir da produgdo de pares
elétrons-positrons.
9



Neste fendmeno, representado pelo grafico apresentado na Figura 6, podemos perceber que
na regido I os estados positivos e negativos de energia estdo associados aos estados + mc?
obtidos a partir da equagdo de Dirac que descreve o elétron livre. Na regido II, as condigdes
de energia dos elétrons delimitam os estados de energia positiva e negativa associados aa
barreira de potencial como Vo + mc?. Esta condi¢do delimita uma pequena regido permitida,
representada no grafico pela area hachurada, no qual podem ser observadas a producao de
elétrons e pdsitrons que explicam |Tlref1| > 11l

Ainda que seja uma solucao bastante elegante e que explique adequadamente o Paradoxo de
Klein, quando ela foi proposta, em meados de 1930, o pdsitron ainda ndo havia sido
detectado e ela foi muito questionada.

Mesmo que a proposta do Mar de Dirac tenha sido desconsiderada e nao utilizada
atualmente, a barreira de potencial relativistica revela uma das consequéncias mais
extraordindrias da teoria da relatividade restrita: a equivaléncia massa-energia. Ela nos
comunica que, para energias de ordem relativistica, é possivel que haja a conversao de
energia em matéria, como € o caso da producdo de pares, ou de matéria em energia, como é
o caso da aniquilacdo. Processos como estes dao vida a chamada Fisica de Altas Energias, na
qual podemos utilizar a energia provinda da colisdo de proétons, para produzir um conjunto
imenso de particulas que ndo estavam inicialmente presentes na colisdo, mas que tiveram
sua producdo favorecida devido a equivaléncia massa-energia. S3o elas nos permitem
estudar com mais profundidade a estrutura elementar da matéria em grandes aceleradores
como o LHC.
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