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Os resultados interpretativos extraí dos da Equaça o de Dirac revelam propostas teo ricas um 

tanto quanto ousadas. Para ale m do spin, Dirac propo e a existe ncia de estados de energia 

negativos que se manifestariam na realidade fí sica atrave s de ele trons com carga ele trica 

positiva: o antiele tron (ou po sitron). 

Quando estudamos sobre a Equaça o de Schroedinger, um dos emblema ticos casos analisados 

para extrair resultados interpretativos e  o problema da barreira de potencial ou o potencial 

degrau. Sera  que o mesmo problema avaliado no regime relativí stico a partir da Equaça o de 

Dirac podera  lançar novas interpretaço es sobre os estados de energia negativa e o 

antiele tron? 

1. Retomando o potencial degrau com a Equação de Schroedinger 

O potencial degrau e  uma das configuraço es mais simples de se resolver utilizando a equaça o 

de Schroedinger. Apesar de ser uma situaça o idealizada, sendo muito difí cil encontrar um 

potencial com estas caracterí sticas na natureza, ela possibilita um estudo sobre implicaço es 

e interpretaço es de feno menos de natureza qua ntica que atuam em regimes na o-

relativí sticos. Como e  um exemplo amplamente discutido em cursos introduto rios, na o 

realizaremos sua resoluça o completa, retomaremos apenas alguns aspectos interpretativos 

de sua soluça o para compararmos com os resultados obtidos com a Equaça o de Dirac na 

pro xima seça o. 

Vamos retomar inicialmente os resultados para o caso do potencial degrau com E < V0, como 

apresentado na Figura 1. 

 

Figura 1 - O potencial degrau para partí culas com E < V0. 
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Nesta situaça o, classicamente imaginarí amos que a partí cula na o teria energia suficiente 

para penetrar a barreira e seria refletida por ela, de modo que a soluça o para x < 0 expressa 

tanto a partí cula incidindo, quando sendo refletida. A novidade essencial extraí da na 

meca nica qua ntica ondulato ria e  a de que existe uma soluça o para x > 0, que representa a 

probabilidade de encontrar a partí cula penetrando a barreira de potencial numa regia o 

classicamente proibida, num feno meno denominado como efeito tu nel. 

Ψ(x) = {

𝐷

2
(1 +

𝑖𝑘′

𝑘
) 𝑒𝑖𝑘𝑥 +

𝐷

2
(1 −

𝑖𝑘′

𝑘
) 𝑒−𝑖𝑘𝑥     𝑥 < 0

𝐷𝑒−𝑖𝑘
′𝑥                                                               𝑥 > 0

 

 
Figura 2 - As soluço es do potencial degrau para x < 0 e x > 0 na situaça o em que E < V0. 

Apesar de haver uma probabilidade de ela ser encontrada no interior da barreira de 

potencial, ao calcularmos o coeficiente de reflexa o R, que e  dado pela raza o entre o quadrado 

da amplitude de incide ncia, extraí da a partir do primeiro termo da soluça o para x <0, e o 

quadrado da amplitude de reflexa o, extraí da a partir do segundo termo da soluça o para x <0, 

verificamos que R = 1 

𝑅 =
𝐵∗𝐵

𝐴∗𝐴
=
(1 + 𝑖𝑘′/𝑘)(1 − 𝑖𝑘′/𝑘)

(1 − 𝑖𝑘′/𝑘)(1 + 𝑖𝑘′/𝑘)
= 1  

Portanto, o coeficiente de transmissa o e  nulo, uma vez que T = 1 – R = 0, o que significa que 

todas as partí culas sa o refletidas, inclusive aquelas que penetram a barreira de potencial. A 

explicaça o dada para este feno meno pode ser associada ao princí pio da incerteza, que 

descreve uma pequena flutuaça o na energia da partí cula em funça o da natureza ondulato ria 

do pacote de onda. Quanto mais pro ximo E for de V0, maior sera  a probabilidade de encontra -

la sendo refletida no interior da barreira de potencial, uma vez que, mesmo com E < V0 esta 

flutuaça o na energia preve  que existe uma probabilidade de ela flutuar para um valor E > V0 

e ser capaz de vencer o potencial degrau. 

Quando analisamos a situaça o de um potencial degrau onde E > V0, como o mostrado na 

Figura 2, outro resultado extraordina rio e  revelado. 

 

Figura 3 - O potencial degrau para E > V0. 
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Nesta situaça o, como a energia da partí cula incidente e  maior do que o da barreira de 

potencial, classicamente imaginarí amos que todas as partí culas simplesmente passariam 

pelo potencial e reduziriam sua energia cine tica por um fator V0, de modo que a soluça o para 

x < 0 expressa a partí cula incidindo na barreira e para x > 0 a partí cula continuando com uma 

energia ligeiramente menor. A novidade essencial extraí da na meca nica qua ntica ondulato ria 

e  a de que temos um termo adicional na regia o x < 0, que representa a probabilidade de 

encontrar partí culas se movimentando no sentido negativo do eixo x, o que significa que, 

mesmo tendo mais energia do que a barreira de potencial, elas estariam sendo refletidas 

Ψ(x) =

{
 
 

 
 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐴(

𝑘 − 𝑘′

𝑘 + 𝑘′
) 𝑒−𝑖𝑘𝑥          𝑥 < 0

𝐴 (
2𝑘

𝑘 + 𝑘′
) 𝑒𝑖𝑘

′𝑥                            𝑥 > 0

 

Este fato e  verificado quando calculamos o coeficiente de reflexa o R e ele nos fornece um 

resultado na o nulo R > 0 e um coeficiente de transmissa o T ≠ 1. 

𝑅 =
𝐵∗𝐵

𝐴∗𝐴
= (

𝑘 − 𝑘′

𝑘 + 𝑘′
)

2

                      e                          𝑇 = 1 − 𝑅 =
4𝑘𝑘′

(𝑘 + 𝑘′)2
 

Recorrendo mais uma vez ao princí pio da incerteza, e  possí vel explicar este resultado 

novamente a partir das flutuaço es na energia em funça o do princí pio da incerteza e a 

natureza ondulato ria do pacote de onda que descreve o movimento da entidade qua ntica. 

Apesar de possuir uma energia maior que a da barreira de potencial, quanto maior pro xima 

a energia for de V0, maior sera  a probabilidade de algumas delas serem refletidas pela 

barreira de potencial, uma vez que a energia podera  flutuar para valores de E < V0. 

Estes resultados revelaram toda uma nova forma de interpretar a interaça o entre partí culas 

e barreiras de potencial, sintetizados no gra fico apresentado na Figura 3.  

 

Figura 4 - Coeficientes de Reflexa o (R) e Transmissa o (T) para diferentes regimes de E/V0. 

Sera  que o estudo do mesmo problema do potencial degrau, mas agora em um regime 

relativí stico com a Equaça o de Dirac, revelara  novos resultados surpreendentes? 
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2. Potencial Degrau com a Equação de Dirac e Paradoxo de Klein 

Mesmo que a teoria dos buracos e a previsa o do antiele trons tenham sido amplamente 

criticadas pela ause ncia de evide ncias experimentais, ela foi fundamental para explicar o 

resultado paradoxal que obtemos ao investigar a barreira de potencial relativí stica. Este 

problema surge em 1929, quando Oscar Klein, um dos proponentes da Equaça o de Klein-

Gordon, revela seus estudos sobre o espalhamento de ele trons em barreiras de potencial 

utilizando a ate  enta o rece m-formulada Equaça o de Dirac. 

Ainda que a definiça o do problema do potencial degrau seja ana loga ao do regime na o 

relativí stico, a definiça o as energias diferem pois precisam ser expressas em funça o da 

energia relativí stica. A ana lise consiste em investigar o movimento de um ele tron de energia 

E em direça o a uma barreira de potencial V0, como mostrado na Figura 5, numa situaça o na 

qual V0 > E + mc², ou seja, sua energia relativí stica e  menor que a da barreira de potencial. 

 

Figura 5 - O problema do potencial degrau relativí stico onde V0 > E + mc². 

Para iniciar a resoluça o do problema, escrevemos a Equaça o de Dirac para as duas regio es I 

(z < 0), onde o ele tron possui energia E, e II (z > 0), onde o ele tron possui energia E – V0, 

expressas por 

(𝑐𝛼3𝑝3 +𝑚𝑐
2)𝛹𝐼 = 𝐸𝛹𝐼                                     𝑧 < 0    (Região I) 

(𝑐𝛼3𝑝3 +𝑚𝑐
2)𝛹𝐼𝐼 = (𝐸 − 𝑉0)𝛹𝐼𝐼                    𝑧 > 0    (Região I) 

Considerando as soluço es para o ele tron livre com spin para cima em movimento ao longo 

do eixo z deduzido nas notas da aula anterior, podemos escrever as soluço es para cada regia o 

I e II. Em I devemos ter ele trons se movimentando no sentido positivo, que representam os 

que incidem na barreira, e ele trons se movimentando no sentido negativo, que representam 

os que sa o refletidos pela barreira, com um momento p. Ja  na regia o II, recorrendo ao 

resultado de Schroedinger que alguns penetram a barreira, devemos ter ele trons se 

movimentando no sentido positivo com um momento p’. Com isto, as soluço es 𝛹𝐼(𝑧) e 𝛹𝐼𝐼(𝑧) 

podem ser expressas por 
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(Eq. 1)              𝛹𝐼 = 𝐴

(

 
 

1
0
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0 )

 
 
𝑒𝑖𝑝𝑧/ℏ + 𝐶

(

 
 

1
0

−
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0 )

 
 
𝑒−𝑖𝑝𝑧/ℏ ;      𝑝𝑐 = √𝐸2 −𝑚2𝑐4 

 

(Eq. 2)              𝛹𝐼𝐼 = 𝐵

(

 
 

1
0

−
𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0 )

 
 
𝑒𝑖𝑝

′𝑧/ℏ ;                       𝑝′𝑐 = √(𝑉0 − 𝐸)2 −𝑚2𝑐4 

onde constante A esta  associada a amplitude do ele tron incidente, C do ele tron refletido e B 

do ele tron transmitido, de modo que os quadrados destas amplitudes estejam associados a  

a probabilidade de o ele tron ser encontrado em cada uma destas regio es. 

Importante compreender que a condiça o V0 > E + mc² e  fundamental para que o momento 

p’ seja real, uma vez que a definiça o do momento na energia relativí stica depende da raiz 

quadrada. 

Um primeiro passo dado para extrair resultados interpretativos e  a determinaça o das 

relaço es existentes entre as amplitudes A, B e C, que podem ser determinada a partir da 

condiça o de continuidade da funça o de onda em z = 0, onde 

𝛹𝐼(𝑧 = 0) = 𝛹𝐼𝐼(𝑧 = 0) 

Aplicando z = 0 nas soluço es temos que 

𝐴

(

 
 

1
0
𝑝𝑐

𝐸 + 𝑚𝑐2

0 )

 
 
+ 𝐶

(

 
 

1
0

−
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0 )

 
 
= 𝐵

(

 
 

1
0

−
𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0 )

 
 

 

Considerando que apenas a primeira e a terceira linha das matrizes conte m elementos na o 

nulos, extraí mos duas equaço es expressas por 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶                                                                                  (Eq. 3) 

(𝐴 − 𝐶) (
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
) = −𝐵 (

𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
)                  (Eq. 4) 

A Eq.3 estabelece uma relaça o satisfato ria. No entanto, a Eq.4 pode ser melhor desenvolvida. 

Isolando o termo A – C, podemos escrever 

𝐴 − 𝐶 = −𝐵
𝑝′

𝑝
(

𝐸 +𝑚𝑐2

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
)                                       (Eq. 5) 

Retomando a forma como p e p’ sa o definidos nas Eq. 1 e 2, associados a cada uma das regio es 

I e II nas equaço es, a relaça o p/p’ pode ser escrita como 
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𝑝′

𝑝
=
√(𝑉0 − 𝐸)2 −𝑚2𝑐4

√𝐸2 −𝑚2𝑐4
=
√(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐2)(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐2)

√(𝐸 −𝑚𝑐2)(𝐸 +𝑚𝑐2)
 

Substituindo esta relaça o na Eq. 5, temos que 

𝐴 − 𝐶 = −𝐵
𝑝′

𝑝
(

𝐸 +𝑚𝑐2

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
) 

𝐴 − 𝐶 = −𝐵 (
√(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐2)(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐2)

√(𝐸 −𝑚𝑐2)(𝐸 + 𝑚𝑐2)
)(

𝐸 +𝑚𝑐2

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
) 

𝐴 − 𝐶 = −𝐵√
(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐2)(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐2)(𝐸 + 𝑚𝑐2)2

(𝐸 − 𝑚𝑐2)(𝐸 + 𝑚𝑐2)(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐
2)2

 

𝐴 − 𝐶 = −𝐵√
(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐2)(𝐸 + 𝑚𝑐2)

(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐2)(𝐸 − 𝑚𝑐2)
 

Para simplificar as relaço es, podemos definir um fator 𝛾 de tal forma que, 

𝛾 = √
(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐2)(𝐸 + 𝑚𝑐2)

(𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐2)(𝐸 − 𝑚𝑐2)
         (Eq. 6) 

Tendo em vista que os termos no numerador contam com um fator + mc² e no denominador 

um fator – mc², e  possí vel perceber que 

(𝑉0 − 𝐸 +𝑚𝑐
2)(𝐸 + 𝑚𝑐2) > (𝑉0 − 𝐸 −𝑚𝑐

2)(𝐸 − 𝑚𝑐2) 

Portanto, chegamos a conclusa o de que  

𝛾 > 1 

resultado que sera  muito importante para interpretarmos as concluso es problema mais 

adiante. Retomando as relaço es entre os coeficientes A, B e C, agora com 𝛾 definido, temos 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶      

𝐴 − 𝐶 = −𝐵𝛾 

De onde podemos escrever que 

𝐶

𝐴
=
1 + 𝛾

1 − 𝛾
            (Eq. 7) 

𝐵

𝐴
=

2

1 − 𝛾
           (Eq. 8) 

Essas relaço es expressas nas Eq. 7 e 8 sera o muito u teis pois esta o associadas a s amplitudes 

de transmissa o (C) e reflexa o (B), em funça o da incide ncia (A), o que facilitara  a determinaça o 
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dos coeficientes de reflexa o e transmissa o de ele trons. Para determinar precisamente os 

coeficientes de transmissa o e reflexa o, e  importante calcular as correntes de probabilidade 

𝑗(𝑧) a partir da definiça o apresentada por Dirac na meca nica qua ntica relativí stica, onde 

𝑗(𝑟, 𝑡) = 𝑐𝛹∗(𝑟, 𝑡) �⃗�𝛹(𝑟, 𝑡) 

Podemos enta o calcular a corrente de probabilidade de incide ncia na regia o I, a partir do 

primeiro termo da Eq. 1, a corrente de probabilidade de reflexa o na regia o I, a partir do 

segundo termo da Eq. 1, e a corrente de probabilidade de transmissa o na regia o II. 

Importante lembrar que no formalismo matricial, o complexo conjugado converte uma 

matriz coluna em uma matriz linha. 

Corrente de probabilidade de incidência �⃗�𝐈(𝐳) 

𝑗𝐼(𝑧) = 𝑐𝛹𝐼
∗(𝑧) 𝛼3𝛹𝐼(𝑧) 

𝑗𝐼(𝑧) = 𝑐𝐴∗(1 0
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
0)𝑒−𝑖𝑝𝑧/ℏ(

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

)𝐴

(

 
 

1
0
𝑝𝑐

𝐸 + 𝑚𝑐2

0 )

 
 
𝑒𝑖𝑝𝑧/ℏ 

𝑗𝐼(𝑧) = 𝑐𝐴
∗𝐴 (1 0

𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
0) ∙

(

 
 

𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0
1
0 )

 
 

 

𝒋𝑰(𝒛) = 𝒄𝑨∗𝑨(
𝟐𝒑𝒄

𝑬 +𝒎𝒄𝟐
) �̂�𝑧 

 

Corrente de probabilidade de reflexão �⃗�𝐈𝐫𝐞𝐟𝐥(𝐳) 

𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙(𝑧) = 𝑐𝛹𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙
∗ (𝑧) 𝛼3𝛹𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙(𝑧) 

𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙(𝑧) = 𝑐𝐶∗(1 0 −
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
0)𝑒𝑖𝑝𝑧/ℏ(

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

)𝐶

(

 
 

1
0

−
𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0 )

 
 
𝑒−𝑖𝑝𝑧/ℏ 

𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙(𝑧) = 𝑐𝐶
∗𝐶 (1 0 −

𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
0) ∙

(

 
 
−

𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2

0
1
0 )

 
 

 

𝒋𝑰𝒓𝒆𝒇𝒍 (𝒛) = −𝒄𝑪
∗𝑪 (

𝟐𝒑𝒄

𝑬 +𝒎𝒄𝟐
) �̂�𝑧 
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Corrente de probabilidade de transmissão �⃗�𝐈𝐈(𝐳) 

𝑗𝐼𝐼(𝑧) = 𝑐𝛹𝐼𝐼
∗ (𝑧) 𝛼3𝛹𝐼𝐼(𝑧) 

𝑗𝐼𝐼(𝑧) = 𝑐𝐵∗(1 0 −
𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0)(

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

)𝐵

(

 
 

1
0

−
𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0 )

 
 

 

𝑗𝐼𝐼(𝑧) = 𝑐𝐵∗𝐵 (1 0 −
𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0) ∙

(

 
 
−

𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
0
1
0 )

 
 

 

𝒋𝑰𝑰(𝒛) = −𝒄𝑩∗𝑩(
𝟐𝒑′𝒄

𝑽𝟎 − (𝑬 +𝒎𝒄𝟐)
) �̂�𝑧 

 

Sistematizando os tre s resultados obtidos para as correntes de probabilidade, temos que 

𝑗𝐼(𝑧) = 𝑐𝐴
∗𝐴 (

2𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
) �̂�𝑧                             (Eq. 09) 

𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙 (𝑧) = −𝑐𝐶
∗𝐶 (

2𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
) �̂�𝑧                   (Eq. 10) 

𝑗𝐼𝐼(𝑧) = −𝑐𝐵∗𝐵 (
2𝑝′𝑐

𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)
) �̂�𝑧          (Eq. 11) 

Fazendo uma ana lise das correntes de probabilidade, 𝑗𝐼 e 𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙  apresentam resultados 

consistentes indicando, respectivamente, um movimento de ele trons na direça o positiva e 

negativa do eixo z para z < 0. A corrente de probabilidade j⃗II(z), por outro lado, apresenta um 

comportamento curioso, primeiro pelo fato de ela ser na o nula, e segundo indicando a 

existe ncia de ele trons se movimentando no sentido negativo do eixo z, como se estivessem 

vindo do interior da barreira do potencial.  

Para investigar este resultado com mais cuidado, podemos extrair resultados interpretativos 

da interaça o dos ele trons com a barreira de potencial calculando o coeficiente de reflexa o R, 

onde 

𝑅 =
|𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙|

|𝑗𝐼|
=
𝑐𝐶∗𝐶 (

2𝑝𝑐
𝐸 +𝑚𝑐2

)

𝑐𝐴∗𝐴 (
2𝑝𝑐

𝐸 +𝑚𝑐2
)
=
𝐶∗𝐶

𝐴∗𝐴
=
𝐶2

𝐴2
= (

𝐶

𝐴
)
2

 

Recorrendo as relaço es entre C e A apresentadas na Eq. 7, temos que 

𝑅 = (
𝐶

𝐴
)
2

= (
1 + 𝛾

1 − 𝛾
)
2
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Como apontado na Eq. 6, temos que 𝛾 > 1, o que implica em 1 + 𝛾 > 1 − 𝛾, de modo que 

1 + 𝛾

1 − 𝛾
> 1 

o que nos leva diretamente a um paradoxal resultado no qual 

|𝑗𝐼𝑟𝑒𝑓𝑙| > |𝑗𝐼| 

que esta  nos dizendo que a barreira de potencial reflete mais partí culas do que nela incidem! 

Como podemos interpretar estarem sendo refletidas mais partí culas do que foram lançadas 

em direça o a barreira? O resultado se torna mais intrigante quando calculamos o coeficiente 

de transmissa o e obtemos um resultado na o nulo, indicando que existem partí culas sendo 

transmitidas no interior da barreira potencial. 

𝑇 =
|𝑗𝐼𝐼|

|𝑗𝐼|
=
𝑐𝐵∗𝐵 (

2𝑝′𝑐
𝑉0 − (𝐸 +𝑚𝑐2)

)

𝑐𝐴∗𝐴 (
2𝑝𝑐

𝐸 + 𝑚𝑐2
)

=
4𝛾

(1 − 𝛾)2
 

Ainda que estranhos, estes resultados te m consiste ncia interna, uma vez que concordam com 

o que havia sido apontado anteriormente sobre 𝑗𝐼𝐼(𝑧) apontar sentido negativo do eixo z, 

indicando que estes ele trons adicionais encontrados na reflexa o esta o sendo produzidos 

diretamente do interior da barreira de potencial. Mas como isso e  possí vel? 

Podemos construir uma interpretaça o para este paradoxo admitindo que na interaça o de 

ele trons com a barreira de potencial ocorre a produça o de antimate ria. Os ele trons adicionais 

na regia o I, que fazem com que |j⃗Irefl| > |j⃗I|, podem ser interpretados como provindos da 

criaça o de pares ele trons-po sitrons, frutos exatamente da interaça o dos ele trons com a 

barreira de potencial. Nesta produça o de pares, os ele trons viajam para a regia o I no sentido 

negativo do eixo z, explicando o sentido negativo do vetor j⃗II. Ja  os po sitrons seriam 

produzidos e viajariam no sentido positivo do eixo z, conservando a carga ele trica, o 

momento e a energia da interaça o. 

 

Figura 6 - Representaça o explicativa do Paradoxo de Klein explicado a partir da produça o de pares 
ele trons-po sitrons. 
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Neste feno meno, representado pelo gra fico apresentado na Figura 6, podemos perceber que 

na regia o I os estados positivos e negativos de energia esta o associados aos estados ± mc² 

obtidos a partir da equaça o de Dirac que descreve o ele tron livre. Na regia o II, as condiço es 

de energia dos ele trons delimitam os estados de energia positiva e negativa associados aa 

barreira de potencial como V0 ± mc². Esta condiça o delimita uma pequena regia o permitida, 

representada no gra fico pela a rea hachurada, no qual podem ser observadas a produça o de 

ele trons e po sitrons que explicam |j⃗Irefl| > |j⃗I|. 

Ainda que seja uma soluça o bastante elegante e que explique adequadamente o Paradoxo de 

Klein, quando ela foi proposta, em meados de 1930, o po sitron ainda na o havia sido 

detectado e ela foi muito questionada.  

Mesmo que a proposta do Mar de Dirac tenha sido desconsiderada e na o utilizada 

atualmente, a barreira de potencial relativí stica revela uma das conseque ncias mais 

extraordina rias da teoria da relatividade restrita: a equivale ncia massa-energia. Ela nos 

comunica que, para energias de ordem relativí stica, e  possí vel que haja a conversa o de 

energia em mate ria, como e  o caso da produça o de pares, ou de mate ria em energia, como e  

o caso da aniquilaça o. Processos como estes da o vida a chamada Fí sica de Altas Energias, na 

qual podemos utilizar a energia provinda da colisa o de pro tons, para produzir um conjunto 

imenso de partí culas que na o estavam inicialmente presentes na colisa o, mas que tiveram 

sua produça o favorecida devido a equivale ncia massa-energia. Sa o elas nos permitem 

estudar com mais profundidade a estrutura elementar da mate ria em grandes aceleradores 

como o LHC. 
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