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Desde as dificuldades enfrentadas pelo problema da estrutura fina do Hidrogénio e a
revelacdo da existéncia do Spin, uma reformulagdo da Mecanica Quantica de Schroedinger se
mostrava necessaria. A tentativa de Pauli de introduzir, a mao, corre¢ées relativisticas na
energia classica se mostraram infrutiferas. A primeira tentativa de introduzir a relatividade
por meio da Equacdo de Klein-Gordon, apesar de fornecer um resultado invariante sob
transformacdes de Lorentz, trouxe consigo graves problemas com relacdo a uma densidade
de probabilidade negativa, levantando questdes sobre se ¥ (T, t) poderia de fato representar
uma funcdo de onda neste novo formalismo.
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Outros aspectos problematicos da equagao sdo suas derivadas de segunda ordem no espacgo

e no tempo, que surge na devido ao fato de que a energia relativistica é definida a partir de
termos quadraticos.

E2 = p2c2 + m2c*

Ciente destes problemas, Paul Dirac compartilha, em 1928, uma nova equac¢dao que busca
manter os seguintes aspectos:

L. Manter uma derivada de primeira ordem no tempo, de forma que a funcdo de onda
¥ (%, t) contenha todas as informacdes sobre o estado quantico da particula, tentando
resgatar uma densidade de probabilidade positiva.

I1. Manter uma simetria no espago e no tempo, recorrendo também a uma derivada de
primeira ordem no espaco.

[IL Apresentar solugdes compativeis com a energia relativistica E2 = p2c2 + m?c* e que
sejam, portanto, consistentes também com a equagao de Klein-Gordon.

1. Equacao de Dirac e Linearizacao da Energia Relativistica
Tendo em vista que os operadores de energia e momento sao definidos como
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Para que possamos ter derivadas de primeira ordem no espaco e no tempo, a energia
relativistica precisa ser escrita em termos de E e p, ao invés de E? e p? e manter uma
coeréncia com a tradicional forma prescrita pela teoria da relatividade restrita.



Dirac entdo propde uma linearizacdo na energia com a seguinte estrutura
E=cd-p+f -mc*? (Eq.1)

Note que ele busca manter uma coeréncia com a equagdo original da energia relatisitica ao
reescrever pc? como um produto escalar c@ - p, da mesma forma que reescreve m?c* como
f - mc?. Ao aplicar os operadores de energia e momento nesta proposta de escrita linear da
energia, chegamos a famosa Equacdo de Dirac apresentada na Eq. 2

0¥ = 5
ihg(ﬁ t) = —ihcd - V¥(# t) + fmc?¥(#t) (Eq.2)

O desafio da equagio consiste em encontrar caracteristicas para & e § capazes de reconstruir
os termos quadraticos da energia relativistica como a conhecemos. Na busca por esta
coeréncia, Dirac propde um desenvolvimento a Eq. 1 da seguinte forma

E =p2c2 +m2ct =ca-p+f - mc?
E = \p2c2 + m2c* = c(d@ - p + fmc)

Elevando todos os lados da equagdo ao quadrado, temos que
2 2.2 2 .4 2073 .7 1 Pme)>
E? = p%c? + m%c* = c2(a@ - p + pmc)

Ao reescrevermos o produto escalar @ - p e em termos de componentes 1, 2 e 3, associadas
as componentes x, y e z do vetor momento p, a relagdo pode ser reescrita como

pic? +mict =c¥a-p+ [?mc)2 = c?(ayp; + azpy + asps + fmc)?  (Eq.3)

Abrindo o termo ao quadrado destacado em vermelho na Eq. 3, no qual se encontram a;, «,,
as e 3, temos que

(a1 + azp, + azps + fmc)? = afpf + ajp; + aips + f*m*c?
+ a1p1@ap2 + a1p1azp3 + ayp fme
+ azxpra1p; +@3P20EP3 + azp,fme
+ azpsaip1 +@3P3aEP3 + azpzffmc
+ fmcaip, + fmca,p, + fmcaszp;
Se nos atentarmos ao termo em amarelo, perceberemos que, se aZ = a3 = a2 =% =1,

conseguimos retornar exatamente aos termos quadraticos p? e m? presentes na energia
relativistica, uma vez que, considerando p? = p? + p? + p3, obtemos

a?p? + aspi + alpi + BPmic? = p? + pZ + pi +m?c? = p? + m?c?

Desta  forma, para que consigamos retornar a energia relativistica
E2 = p?c? + m?c*, os demais termos mistos, destacados pelas cores I , devem ser todos
nulos. Esta informacao nos fornece relagées de multiplicacdo que os coeficientes a e § devem
ter entre si, de modo que podemos observar que



P10 + Azpa1p1 =0

a1p1asps + azpza;py =0

Combinados, estes resultados todos geram as famosas relagdes de Dirac para os coeficientes
a, , a3e [, sintetizadas da seguinte forma:

ai =a;=a3 =p*=1
{la, i} =0; (#))
{a;,p}=0; (i=123)

Com isto, Dirac propde 4 matrizes 4x4 que obedecem a estas relagdes entre os 4 coeficientes
a,, a,, a3 e (3. Estas matrizes, também conhecidas como matrizes de Dirac, sdo expressas

por
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w0 0 10 w0 0 i 0 |0 0 0 -1
™10 1 0 o0 2710 =i 0 0 3711 0o 0 o
1 0 0 0 i 0 0 0 0 -1 0 0
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Tendo em mios a equacio e as matrizes d e f que garantem sua linearidade, Dirac conseguiu
recompor uma interpretacio da funcdo de onda consistente com uma densidade de
probabilidade positiva e normalizavel, de acordo com o que se espera de uma teoria quantica,

P(#, t)dr =W*(# )Y (7, t)d7
reescrevendo também a corrente e a conservacgdo da probabilidade da seguinte forma

J# t) = cW*(7,t) a¥ (7, t)
aP(* t)+V-j@#t) =0
ac JE) =

Além disso, o fato de a propria estrutura das matrizes serem 4x4 e a relatividade representar
um quadri-momento a partir de um vetor de quatro componentes, trés associadas ao
momento e uma a energia, as solucdes que representam a funcio de onda W (7, t) na equagio
de Dirac devem também ser descritas em 4 componentes

Y, (7,t)
W, (7, t)
Y, (7, t)
v, (7, t)

Y(7#t) =



2. Equacao de Dirac e a descri¢cao do elétron em repouso

Que resultados fisicos podemos extrair da Equagdo de Dirac? Um dos problemas iniciais dos
quais Dirac se debrucou foi o de compreender o que a equacdo tem a nos contar sobre
elétrons em repouso. Retomando a Equacdo de Dirac apresentada na Eq. 2 e reconhecendo
que para elétrons em repouso, o termo referente ao momento se anula, com V)‘P(‘F, t)=0,a
equacdo pode ser reescrita da seguinte forma

oY A
ihg(?, t) = fmc?¥(#,t) (Eq.3)

Reescrevendo em funcio da matriz § e das 4 solugdes W, (7, t), W,(7, t), W (7, t) e W, (7 1),
temos

W, (7, 1) 10 0 o0\ /M@
pd @O a0 1 0 0 [0
ot \ Y;(7,t) 0 0 -1 o0 Y, (7, t)
W, (7, t) 00 0 -1/ \y#0o

Abrindo a multiplicacdo das matrizes, obtemos quatro equacdes diferenciais
oY .
ihE #t) = + mc?¥, (7, t)

v | S
ihﬁ(r, t) = + mc?¥,(# t)

v | .
ih— (#t) = — mc?W;(7,t)

ot

v | .
ih - (7 t) = —mc?¥,(7,t)

ot
As solugdes para estas equagdes diferenciais possuem caracteristicas semelhantes as
exponenciais imagindrias que descrevem o pacote de onda obtido com a equagao de
Schroediger, no entanto, ao invés da energia classica, ela possui agora constantes associadas
a energia de repouso E = mc? e revelam um comportamento curioso que precisa ser
interpretado cuidadosamente

y,(#t) e~ (imc?/n)t e—(E/)t

R Y, (7, t) e~ (imc?/h)t e~ (E/M)t
YED =y o) | | grlmemye | T\ grasme
Y, (7, t) o +(ime?/n)t e t{E/M)E

O primeiro aspecto a ser percebido na solucdo é o fato de que ele prevé dois pares
semelhantes de solugio, sendo o primeiro par e~0E/Mt correspondente a dois estados de
energia positiva E = + mc?, e o segundo par et (/M)
de energia negativa E = - mc?. Matematicamente, o resultado ja era esperado, uma vez que a
energia relativistica é definida em termos de E? e, portanto, sua solugio prevé duas raizes
quadradas, sendo uma positiva e outra negativa. Mas como interpretar fisicamente este

resultado? Dedicaremos uma se¢do mais adiante a este problema.

correspondente a dois estranhos estados



Um segundo aspecto a ser observado na resolucdo é a existéncias de dois pares de solucdes
para cada estado de energia positivo e negativo: como interpretar os dois estados da solugdo
e~ (E/Mt o o5 dois da solucdo e*UE/M? E na resposta dessa questio que aparecem um dos
resultados mais extraordinarios da equacgao de Dirac: o fato de ela prever e associar a cada
autoestado das solugdes positiva e negativa, um autovalor que representa a projecao do spin.

[sto significa que, para Dirac, os elétrons com energia positiva podem ser descritos por uma
funcio ¥, (%, t) = e~ (E/M)t que expressa um estado de energia positiva com spin +1/2 e outra
solugio W, (%, t) = e~ E/Mt de spin -1/2.

Adicionalmente, os elétrons com energia negativa também podem ser descritos de forma
analoga, por uma func¢io W; (%, t) = e”(E/Mt que expressa um estado de spin + 1/2 e outra
solucdo W, (% t) = e"UE/Mt de spin - 1/2, ainda que tenhamos que realizar um esfor¢o
interpretativo para compreender o que seriam os tais elétrons de energia negativa.

Nao coincidentemente, as matrizes 4x4 o4, a, e a; que estruturam a equacgdo de Dirac, podem
ser reescritas como matrizes 2x2, fazendo uso das mesmas matrizes que Pauli utilizou para
descrever as possiveis projecées do spin nos eixos x, y e z, denominados aqui como 1, 2 e 3,
onde:

S; = ;01 01 = ((1) é)
S, = gaz 02 = ((l) _Ol)
S3 = 203 03 = (é _01)

Usando as matrizes de Pauli, as matrizes a,, o, e a3 que compde a equagao de Dirac podem
ser reescritas como

“ < 0 01) o ( 0 02> ( 0 03)

= = a =

17 \gy O 27 \o, O 37 \o; O
estabelecendo uma relagao direta entre a forma como Pauli descreveu o spin em seu
principio da exclusao, e a forma como ele emerge naturalmente na descrigao relativistica da

mecanica quantica de Dirac. Para manter o grupo de matrizes escrito em forma 2x2, a matriz
p também pode ser reescrita, fazendo uso da matriz 2x2 identidade I, como

_(1 0
=(0
3. Equacao de Dirac e a descrigao do movimento do elétron livre

Sera que o spin é um resultado particular que sé aparece quando analisamos o problema do
elétron em repouso? E a energia negativa, serd que também aparece como um caso particular
dos elétrons em repouso? Para ampliar os resultados interpretativos da Equacao de Dirac,
analisaremos agora o problema do elétron livre, abordando uma situagao na qual tentaremos
descrever o seu movimento abordando a Equacao de Dirac independente do tempo de um
elétron que se movimenta livremente e unidimensionalmente ao longo do eixo z.



Retomando a forma como a equagdo é apresentada na Eq.2, o movimento ao longo do eixo z

. Spre ow « :
considera que V¥ (7, t) = > (z). Deste modo, a equacio pode ser reescrita como

o
—ihcas E(Z) + pmc?¥(z) = E¥(z) (Eq.4)

que é a Equacao de Dirac independente do tempo que descreve o elétron livre.

Considerando que a Equagdo de Dirac prevé 4 solugdes, podemos reescrevé-la pensando em
dois pares ¢(z) e y(z) que representam os estados de energia positiva e negativa,
respectivamente, de modo que

¥ (Z)
(@) (ew
v =\ g |= (7))
¥, (Z)

onde

@@=E% e x@=$g

Utilizando esta notacdo e reescrevendo a Eq. 4 de forma matricial, utilizando as matrizes a;
e ff da forma 2x2 como proposta por Pauli, teremos que

—ific (003 “03)66—2()";) +(y 2)mer (D) =£()

Ao realizar a multiplicagdo e a soma das matrizes, a equacdo produz duas equagdes
diferenciais

d
—ihcaga—)z( + Imc?p = Eg

d
—ihcoy a_§ZD —Imc?y = Ey

Que podem ser reescritas como
. ox 5
—ihco; el I(E — mc*)p (Eq.5)

d
—ihcoy 6_(5 =I(E + mc®)y (Eq.6)

Onde o5 e I sdo, respectivamente, a matriz de Pauli da componente z e a matriz identidade,
que sdo dadas por:

“3=((1) —01) Hz(é (1))



Neste momento, ao observamos as equagdes 5 e 6, percebemos que elas possuem uma
estrutura semelhante da particula livre de Schroedinger, de modo que possamos escrever
solugdes para @(z) e y(z) em termos da exponencial imaginaria e*** = /" lembrando
que k = %, que representa um pacote de onda se movimentando livremente pelo espaco.

Deste modo, teremos que a equagdo da particula livre pode ser descrita como
'{’(z) — ((p(Z)) — ((Po) eipZ/h (Eq 7)
x(2) Xo
onde
0(2) = poe?** e x(2) = xoe®/"

Precisamos agora determinar as caracteristicas das constantes ¢ e y, para apresentar uma
solugdo completa para ¥ (z). Como as equagdes 5 e 6 dependem das derivadas espaciais de
@(z) e x(2), elas podem ser expressas por

do ip ;
_r pz/h
oz Po¢
dy ip ;
A _ T pz/h
oz X0

Substituindo as solucdes da Eq. 7 e suas respectivas derivadas nas equacdes 5 ou 6,
conseguimos extrair uma relacdo entre ¢, e y,. Optamos neste caso, sem nenhum motivo
especial, por substituir na Eq. 6, de onde obtemos que

0
—ihcoy 7 _ (E + mc?)y
0z
i . .
—ihcos -%quw‘pz/h = (E + mc?)ype?/M

casppo = (E + me?)x,

pcC
X0 = £y me? °290

Retornando este resultado a solucdao obtida com a Eq. 7, vemos que ela pode ser reescrita
como

Po
W(z) = ((P(Z)) _ ((PO) eivz/h — pc eivz/h (Eq.8)
x(2) Xo = —793%0
E + mc?
Como ¢(z) apresenta duas solucbes, podemos escrever duas possibilidades de
representacdo de ¢,, uma @7 associada ao spin para cima + % (1) e outra ¢, ao spin para
baixo - %2 (1), de modo que a forma de diferenciar estas solug¢des seja

ii=a(p) e w=4()



sendo a constante de normalizacdo A interpretada como a amplitude do elétron livre e pode
ser utilizada para determinar a probabilidade de encontra-lo com spin para cima ou para
baixo.

Para além de ¢, a Eq. 8 apresenta na segunda linha da matriz um termo a;¢,, que pode ser
obtido a partir da multiplicacdo da matriz de Pauli o3, com as representacdes de ¢¢ e ¢y, de
modo que

oot = (1 2)-a(}) aoi=(3 2)-4(%)
o3p = A (é) T5p5 = A (—01)

Substituindo estas possibilidades de representacao de ¢, e 03¢, na Eq. 8

Po
Y(z) = pc epz/h
— 0
E + mc2 7390
ela pode ser reescrita de duas formas, uma representando os elétrons que se movimentam

livremente com o spin para cima e outra com o spin para baixo, ambos no sentido positivo
do eixo z.

1 0
0 1
pt(z) = pc etpz/h Y(z) = 0 eirz/h
E + mc? __bc /
0 E + mc2

4. Energia Negativa, Antimatéria e o Mar de Dirac

Logo ap0s sua publicagdo, a Equagdo de Dirac foi muito bem recebida pela comunidade
cientifica por conseguir extrair, a partir de teorias fundamentais, as propriedades do spin,
algo que durante anos assolou a mecanica quantica ondulatdria de Schroedinger.

No entanto, como apontado na se¢do sobre o elétron em repouso, para além de duas solugdes
referentes ao spin, a Equacao de Dirac previa também duas solucdes equivalentes, mas
associadas a autoestados de energia negativa. Ainda que uma das primeiras rea¢des tenha
sido a de desconsiderar tais estados pela falta de capacidade de conferir a eles qualquer
significado fisico, a persisténcia dos estados de energia negativa nos varios desdobramentos
da equacgdo de Dirac fez com que o fisico teérico se dedicasse a construir uma interpretacao
sobre eles.

Sua forma de interpretar os estados negativos de energia se materializou numa proposta que
o proprio Dirac denominou como “Teoria dos Buracos”, mas que se popularizou ao longo da
historica como “Mar de Dirac”.

Segundo esta proposta, os estados de energia positiva estariam associados elétrons que
costumeiramente observamos na realidade fisica. No entanto, para além deles, haveria um
outro conjunto de elétrons que ocupariam um verdadeiro mar de estados de energia
negativa, como mostra a Figura 1.
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Figura 1 - Representagdo grdfica dos estados de energia positiva e negativa no Mar de Dirac. Note que os estados
de energia negativa — myc? estdo todos ocupados. (Fonte, Greiner, 2011)

Seria possivel acessar estes elétrons que ocupam os elétrons de energia negativa? Segundo
Dirac, eles poderiam ser acessados a partir da incidéncia de um fé6ton com energia maior que
duas vezes a massa do m, elétron (hv > 2mc?). Se este evento ocorresse, um elétron seria
ejetado do Mar de Dirac, deixando nele um buraco que, pela conservagao de carga elétrica,
poderia ser interpretado como um elétron de carga elétrica positiva, como apresentado na

Figura 2.
E E
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Figura 2 - Interagdo de um féton com o Mar de Dirac. A incidéncia do féton arranca um elétron com carga
elétrica negativa e produz, como consequéncia, um buraco interpretado como um elétron com carga elétrica
positiva. (Fonte, Eisberg, 1979)

Este elétron com carga elétrica positiva foi denominado por Dirac como um antielétron e
atualmente é conhecido como pésitron. Este mecanismo que Dirac descreve, mais adiante
passa a ser descrito como um processo de producdo de pares, no qual um fé6ton produz um
par elétron-pdsitron, sendo o positron para Dirac interpretado como um buraco neste mar
de elétrons de energia negativa - dai o nome de teoria dos buracos. Similarmente, a
aniquilacdo de um elétron com um positron, seria interpretada no Mar de Dirac como um
processo inverso, quando um elétron passa a ocupar um buraco e emite fétons com energia
minima de myc? como consequéncia. Estes processos estdo representados na Figura 3.
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Figura 3 - Os processos de aniquilagdo (a esquerda) e produgdo (a direita) de pares elétron-pdsitron.

A teoria dos buracos gerou muitas duvidas ndo s6 na comunidade cientifica, mas também no
préprio Dirac, uma vez que nenhuma particula com tais caracteristicas havia sido detectada
experimentalmente até este momento da histéria. Em seu artigo de 1931, onde ele formaliza
sua teoria dos buracos, ele pontua que
Um buraco, se ele existir, seria um novo tipo de particula, ainda desconhecida pela
fisica experimental, com a mesma massa e carga oposta a de um elétron. Podemos
chamar tal particula de anti-elétron. Nio esperariamos encontrar nenhum deles na
natureza, devido a sua rapida taxa de recombinac¢do com elétrons, mas se pudessem
ser produzidos experimentalmente em alto vdcuo, seriam bastante estaveis e
passiveis de observacdo. Um encontro entre dois raios gama (de energia de pelo
menos 0,5 MeV) poderia levar a criagdo simultanea de um par elétron e anti-elétron.
Os proétons, como idealizados anteriormente, estdo desconectados dos elétrons.
Analogamente, espera-se que os protons também tenham seus proprios estados de

energia negativa, todos normalmente ocupados, sendo os desocupados aparecendo
como antiprétons. (Dirac, 1931, pp. 61).

Como veremos mais adiante, o pésitron se consolida como uma nova particula, no entanto, a
ideia do Mar de Dirac se torna obsoleta, dando lugar a teorias mais sofisticadas para uma
entidade que denominamos como vacuo quantico.
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