MAP2122
LMétodo dos Minimos Quadrados

LSistema Normal

1. Modelo - Uma formulacio explicita da dependéncia de y em
fungdo das variaveis x = (x1,...,xz), expressa em termos de
um conjunto de parametros {ag,a1,...,am}; ax € Re, uma
familia de fungdes {go(x), g1(x), - .., &m(x)}; gk() : R — R.

y = f(x) = aogo(x) + a181(x) + ... + amgm(x)

2. Resultados Empiricos (caso discreto )
Consiste em um conjunto de dados obtidos pela observagio de
valores da variavel dependente y para diferentes valores das
variaveis independentes x,

{(Xi’yi)}izl,...,n; x' e R%; yi € R.

u]

o)
I
i

it



S

MAP2122
LMétodo dos Minimos Quadrados

L Sistema Normal

Para definir um citério de melhor ajuste (escolha dos pardmetros
ag, ...,am) , para cada valor x'; i =1, ..., n da variavel
independente, consideramos o quadrado da diferenca entre os

valores obtidos y; e os valores previstos pelos modelo para cada um
dos valores x'

)’(Xi) = aogo(Xi) +..o+ amgm(Xi)
(dependentes da escolha dos pardmetros ag, ..., am)
2
(vi—y(x')" =

(yi — laogo(x") + ... + amgm(xi)])z; i=1,..,n
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A partir de (y, — y(x"))2 definimos a funcdo EQ(ao, ..., am)

EQ(a()a

n
ey @m) =

Z (vi — [a0g0(x") + ... + amgm(Xi)])Z
i=1

Valores de ag, ..., am para os quais EQ(ap, ..., am) € minimo
correspondem a um melhor ajuste.
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Para obter ag, ..., am, para os quais EQ(ao, ..., am) € minimo
devemos resolver o sistema:

IE

aa?(ao, ydm) =0

%53(30, ceny am) =0

Como a fun¢do EQ(ao, ..., am) € uma fungdo quadratica nas
JEQ

variaveis ag, ..., an, as derivadas parciais Doy (a0, .., am); j =10, ..

sdo fun¢des lineares e portanto o sistema de equagdes acima
consiste em um sistema linear com m + 1 equacdes e m + 1
incégnitas ag, ..., am.

.m

it
N
pe)
?



MAP2122
LMétodo dos Minimos Quadrados

L Sistema Normal

Observe também que EQ(ap, ..., am) € uma funcdo ndo negativa e
portanto o sistema de equacdes que define os pontos criticos de
EQ(ao, ..., am) tem solu¢do(des) que correspondem a pontos de
minimo.

A unicidade do melhor ajuste (unicidade do ponto critico) é

assegurada com condicdes adicionais envolvendo a familia de
fungdes {go(x), g1(x),...,8m(x)} e os Resultados Empiricos
{(Xl’yi)}izl,.,.,n'
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Sistema Normal

%(ao, ,am) =0
%53(307 ’am) =0
0EQ
Ba; %
j

a n
a ...,am) = 8_3{
J

> (vi — [2080(x) + - - + amgm(x)])
i—1
) {Z (vi— [a0go(x') + ... + amgm(xi)])
i—1

2} _
}&(X’)
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Assim

0EQ

52 (a0 ..-;am) =0

—

> gi(xNgo(xNao+ ...+ Y gi(x)gm(x)am =Y _ gi(xi)yi
i=1 i=1 i=1

O sistema (j = 0, ..., m) de equagdes lineares nas variaveis
ag, ..., am, € chamado de Sistema Normal.
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Notacdo

(& | &) : Zgj

(g ly): ng

observe que (gj | gx) = {8k | &j)

Com esta notac3o o Sistema Normal pode ser reescrito na forma
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(g0l go)ao + (go|eg1)ar + (g0 | gmam = (gol|y)
(g1 | go)a0 + (g1 |&1)a + (g1 lgmam = (g1 ly)
gm | g)a0 + (gnlgar . + (gnlgmam = (gnly)

ou

(go | go) (golg1) .- (g0]&m) ao (g0 | y)

(g11g0) (glg) .. (&1]8&m) a | (g11y)

(en | &) (gnlg1) - (gmlem) ) \ a

N
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Exemplo

1. Modelo:

v(t) = aogo(t) + a181(t)

g(t)=1, g(t)=t

2. Resultados Empiricos

it %
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(g0 | g0) =

go(t1)-go(t1)+80(t2)go(t2)+80(t3)-go(t3)+go(ta)-go(ta)+8o(ts)-go(t5)
(go]go)=1-141-1+1-141-1+1-1=5

(g0 | &1) = (g1 | &0)

go(t1)-g1(t1)+go(t2)-g1(t2)+8go(t3)-g1(t3)+8go(ta)-g1(ta)+go(ts)-g1(ts)
(@] g)=1-041-141-24+1-3+1-4=10
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(g1 | &1) =

g1(t1)-g1(t1)+g1(t2)-81(t2)+81(t3)-g1(t3) +61(ta)-g1(ta) +£1(t5)-81(15)
(g1]&)=0-0+1-142-243-3+4-4=30

(go|y) =
go(t1) - y1+ go(t2) - yo + go(t3) - y3 + go(ta) - ya + go(ts) - vs

(go|y)=1-05+1-114+1-19.7+1-33.7+1-40.3 =105.2

(g1ly)=

gi(t1) - y1+gi(t2) - yo+gi(ts) - ys + gi(ta) - ya + gi1(ts) - ys
(g ]y)=0-05+1-11+2-10.7 +3-33.7 +4-403 =
] = =

312.7
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5 10 a0\ [ 105.2

10 30 a )~ \ 3127
L 1052-30-10-3127
0= TT5.30-10-10

= 0.58
5.312.7 —105.2 - 10
n="530 - 10.10 0%

Melhor Ajuste: v(t) = 0.58 + 10.23t
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v(r) = 0.58 + 10.23t

RN Ge



	Método dos Mínimos Quadrados
	Sistema Normal


