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Agenda

1. Funcao de tensao de Airy (breve recapitulacao do final da aula anterior)
2. Problemas 2D em coordenadas retangulares: solucao por polindmios

3. Efeitos de extremidade. Principio de Saint-Venant

4. Determinacao dos deslocamentos

5. Flexao de uma viga em balanco carregada na extremidade

6. Solucdao do problema 2D na forma de séries de Fourier
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1. Funcao de Tensao de Airy

Vimos que tanto para problemas de EPT quanto para problemas de EPD as
equacoOes resultantes obtidas sdao da forma (ja desprezadas as forcas distribuidas
por unidade de volume):

doy 0Ty

6x+ dy
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Consideremos uma funcdo ¢ = ¢ (x, y) tal que:

0% 0%¢ 0%
%% = 5y2 %% = 9x2 by =  9xdy

Substituindo oy, g, € Ty, cOMmo definidos acima, nas egs. diferenciais de equilibrio e
na equacao de compatibilidade de deformacgdes indicadas no slide anterior, obtemos:

do, 0Ty 93¢ 3¢

0x+6y =0 e axayz_axayZ‘O < 0=0
Oy 0% g 208 L 09 (9=
ox dy dx20y = 0x2dy B

K K
(W-l_a_)/z) (ox+0,) =0 & V2(V2p) =0 & V'p(x,y) =0
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Assim, se encontrarmos uma fun¢do ¢ = ¢(x,y) que seja biharmdnica (ou seja,
gue atenda a condicdo):

"¢ o0'¢  9*¢
4 = =
Vigp(x,y) =0 & 6x4+26x26y2+6y4

0,

entdo a solucdo de um problema 2D da Teoria da Elasticidade (em condicdes de EPT
ou de EPD) é encontrado, desde que as condicdes de contorno sejam também
atendidas.
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2. Problemas 2D em coordenadas retangulares: solu¢ao por polinbmios

Consideremos, inicialmente, a fun¢do de tensdo de Airy, ¢ = ¢(x,y), formada por
polindbmios de segundo grau:

A C
ba(x,y) = 72952 + Byxy +723’2-

E imediato verificar que tal func3o é biharmdnica (satisfaz a condigiio V*¢(x,y) = 0),
de tal modo que pode ser empregada para encontrar a solucao de um problema de
EPT ou de EPD, bastando determinar o carregamento sobre o contorno. Considerando
despreziveis as forcas distribuidas no volume, encontramos:
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Nesse caso, as trés componentes de tensao sdao constantes em todos os pontos do
corpo, de tal forma que a fungao ¢, representa uma combinagdo de tensdes
uniformes, de tragao ou compressdo (de acordo com os sinais das constantes C, e
A, ), segundo duas dire¢des perpendiculares, e uma tensao uniforme de
cisalhamento (de intensidade dada por |B,|).

Naturalmente, as forgas (distribuidas) aplicadas sobre o contorno do sélido devem
ser tais que:

{s} = {p} = [Tl{n}

Assim, aplicando tal condicdao para o caso de uma chapa retangular cujos lados
sdo paralelos aos eixos coordenados, teremos:

y p B

v

D C
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Sobre o contorno AB:

i=(0)=5 = | =

Sobre o contorno BC:

ii=(1,0)=5 = | |=

Sobre o contorno CD:

7i=(0~1)=>5 = | =
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Sobre o contorno DA:
i=(-1,0)=5= | =

Resultando (para A,>0,B,>0eC,>0):

OO
TTTTITTITTIT
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Consideremos, agora, a fungdo de tensdo de Airy, ¢ = ¢(x,y), formada por
polindbmios de terceiro grau:

43 5 By , G, D3 g
¢3(x,y)—6x T Xyt oayt oy

... que também é uma fung¢do biharménica (V*¢(x,y) = 0) e, portanto, pode ser
empregada para encontrar a solu¢ao de um problema de EPT ou de EPD. Considerando
despreziveis as forcas distribuidas no volume, teremos:

d%¢
Oy =_6 > = C3x + D3y
y Obs: Note que algumas constantes aparecem em
52 mais de uma componente de tensdo, mostrando
oy = i Asx + B3y claramente que as deformagdes (associadas as
X tensbes) ndao podem ser arbitrariamente
024 escolhidas.
Tyxy = — = —B3x — C3y
dxdy
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Tomando todas as constantes nulas, com excecao de D3, teremos as
distribuicgoes:

gy = D3y

O'y=0 Txyzo

Aplicando tal condicao a mesma chapa retangular, de lados paralelos aos eixos
coordenados, teremos (para D3 > 0):

Ds.c

=

=N

)/ [)3.0

Zj O X {é?

\ 4

-Ds.c

24/08/2023

-Ds.c

(chapa sob flexao pura)
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M,
Assim, denominando: D; = I_
Z
Teremos: Mz
0, = —

X Iz y

...que coincide com a distribuicdo dada pela teoria simples de viga.
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3. Efeitos de Extremidade. Principio de Saint-Venant

Vimos que a funcdao de tensao de Airy permite determinar a distribuicao de
tensdes em problemas de EPT e de EPD, desde que os esforgos distribuidos no

contorno do soélido estejam aplicados da mesma forma que a prevista pela
solucado.

Contudo, segundo Saint-Venant, mudancas na forma de aplicacdo do
carregamento nas extremidades (sem alterar o valor da resultante) acarretam
apenas modificacdes localizadas na distribuicdo de tensdes e deformacoes,
pouco afetando a distribuicao de tensdes e deformacdes em pontos distantes
dos contornos.
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A mudanca na distribuicdo do carregamento equivale a superposicao de um sistema
estaticamente equivalente a forca e momento nulos, conforme ilustra a figura
abaixo:

\ efeito localizado / --
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4. Determinacao dos deslocamentos

Quando as componentes de tensao sao calculadas a partir de uma funcao de
tensdo, as componentes de deformacao podem ser obtidas a partir da Lei de
Hooke, e as componentes de deslocamento (u e v) podem ser obtidas
diretamente a partir da integracao das relacdes deformacdes-deslocamentos:

ou

_zgx

ox

>,

oy 7

u  ov_
oy Ox T
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Podemos notar também que as componentes de deformacdao permanecem inalteradas
se adicionarmos aos deslocamentos u e v funcdes da forma:

u*=A+ By
v =C — Bx

Tais fungdes correspondem a movimentos de corpo rigido, ndo alterando a
distribuicao de tensdes e deformacgdes no interior do sdlido.

A C

movimentos de translacao de C.R.

B |:> pequeno angulo de rotacao de C.R. em torno do eixo z
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Observe também que o tensor gradiente dos deslocamentos, obtido com o
campo de deslocamentos dado por u* e v*, é dado por:

— ou®  o0u™
u*=A+ By :> L] = ox Jdy| 10 B
o = C — By Jv* Jdv —B 0
| dx  Jy |
Levando a:
I+ 1,0 By [0 -B 0 0
[E] = 2 _E(—B O]+lB OD_lO 0

Mas: [E] =

(L] + [L]* + [LI[L]  [B2/2 0
2 | o B%/2
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5. Flexao de uma viga em balanco carregada na extremidade
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y A
N\
P . ; A
X & AN
< ! >
2
. ) ) ¢
Seja a funcao de tensao dada por: o, = 8—2 =D,.x.y
y
D 2
§ry)=Byxy+—txyt > | o =200
6 y axz

0 D
_0¢ :_Bz_—4-y2
ox0y 2
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Impondo que: Ty, = 0 paray==c

Vira:

E como:

Resulta:

Logo:

24/08/2023

D, = = - —_—— =
4 c? 2tc3 t(2¢)3/12 L

S

B, = éﬁ (onde t é a espessura da chapa)
4 tc
2B, 3P P P
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Resultando, por fim:
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"Gx _ _P[.x.y
c,=0 i
Ty = —%.(c2 —yz)

—_——

...que coincide com os resultados da teoria simples de viga.

E, para o campo de deformacdes, obtemos, pela Lei de Hooke:

o, Pxy
E E.l
_—v.o, v.Pxy
E E.l
Ty P (>
= = — \c” -
T TG T TG (*-)
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E, para o campo de deslocamentos:

u(x y):_P.xz.y_V.P.y3 +P.y3 N Pl _P.6’2 y
’ 2E  6El 6GI \2El 2GI
2 3 2 3
V(. y) = v.Px.y N P.x B Pl“x Pl

+
2.E1 6.£I 2.EI 3.EI

onde foram utilizadas as seguintes condi¢cdes para impedir os deslocamentos de
corpo rigido:

— u=20
x =1
—> |v=o
y=0 617_0
_ d0x
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6. Solucao do problema 2D na forma de séries de Fourier

Vimos que a determinacdao do campo de tensdes em problemas de EPT e EPD pode
ser feita em certos casos utilizando-se a funcdao de tensao na forma de um
polinémio.

Uma generalidade bem maior do problema pode ser obtida tomando-se a funcao

de tensao na forma de uma série de Fourier (seja na variavel x, seja na variavel y,
ou em ambas as variaveis).

Aplicando-se tal método a chapas retangulares, de lados paralelos aos eixos
coordenados e carregadas apenas sobre os bordos superior e inferior, podemos
observar que as componentes do carregamento podem apresentar
descontinuidades uma vez que tais descontinuidades podem ser bem
representadas através de um numero suficiente de termos da série de Fourier.
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Tomando, por exemplo, a funcao de tensao na forma:

P(x,y)= sen( jf (»)

onde m é um numero inteiro, teremos a seguinte relacao obtida a partir da
equacao de compatibilidade:

df(y) 5,2 d° /()
dy* dy’

+a’ f(y)=0

m.r
onde: o =——

[

A solucdo da E.D.O. acima fornece:

f(y)=C,.cosh(ay) + C, senh(ay) + C;.y.cosh(ay) + C,.y.senh(y)
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Resultando para a funcao de tensao:
d(x,y) = sen(ax).[Cl.cosh(ay) + C,.senh(ay) + C;.y.cosh(ay) + C,. y.senh(ay)]

e para o campo de tensoes (desprezando as forcas de volume):
2

5 = W=y 2(;3’ Y)

+ 5 .a.(2 senh(ay) + a.y. cosh(ay)) +C, .a.(2.cosh(ay) + a. y.senh(ory))]

= Sen(ozx).[C1 o’ .cosh(ay) + C, o’ .senh(ay) +

_%P(x,y) _
y 6x2

+ C;.y.cosh(ay) + C,.y.senh (Oty)]

o —a? .sen(cxx).[C1 .cosh( ay) + C,.senh (ay) +

T = —m =—q. cos(oax).[C1 .a.senh(ay) + C,.a.cosh(ay) +

i Ox0y
+ G, .(cosh(ay) + . y.senh(ay)) +C, .(senh(ay) + . y.cosh(ay))]
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Observamos que as constantes de integracao C,;, C,, C; e C, podem ser obtidas
diretamente das condi¢des de contorno aplicadas ao bordo superior e inferior da
viga. Por exemplo, admitindo que os carregamentos nos bordos inferior e superior
da chapa sejam dados por:

Sp; = +A.sen(ax)e, (4>0) (bordo inferior: y = - c)
Sps = —B.sen(a.x).e, (B>0) (bordo superior: y = +c)

yA B

v
o~
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Utilizando as expressdes obtidas para as tensdes, teremos quatro equagdes a quatro
incognitas (C,, C,, C; e C, ). A solugdo do sistema fornece:

_(A4+B) [senh(a.c) +a.c. cosh(a.c)]

- o’ [senh(2a.c) +2ac]

- “4-B [cosh(ex.c) + a.csenh(a.c)]
2 @ [senh(2a.c)—2a.c]

¢ -(A=B)  acosh(ac)
o2 [senh(2a.c) —2ar.c]

C, = (A+B) . a.senh(a.c)

o [senh(a.c)+2ac]

e a partir dai temos os campos de tensdes e deformacdes completamente definidos.
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No caso mais geral, a distribuicao das cargas verticais ao longo dos bordos
superior e inferior da chapa pode ser representada pelas séries de Fourier
completas:

g, = A, + Z A, .sen( m;zx) + Z Amc.cos( m;rxj
m=1

m=1
q,, = B, + Z B, .sen( m;zxj + Z Bmc.cos( m;zxj
m=1 m=1
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