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Variáveis Aleatórias Bidimensionais

• Problema: Analisar conjuntamente os retornos



Estatística Multivariada

C E LM A DE O L IV E IR A R IB E IR O

Variáveis Aleatórias Bidimensionais
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X/Y 0 1

0 0,10 0,20

1 0,40 0,20

2 0,10 0,00

São conhecidas as 
probabilidades 

P(X=x ; Y = y)  0

Soma das 
probabilidades deve 

ser igual 1!!!!
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Variáveis Aleatórias Bidimensionais

• Distribuição conjunta de X e Y
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Variáveis Aleatórias Bidimensionais

• Covariância

Hipótese: X e Y variáveis aleatórias distribuição conjunta conhecida

Como medir a “similaridade” entre as variáveis? 

Covariância entre X e Y

𝝈𝑿𝒀 = 𝒄𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝑬[ 𝑿 − 𝝁𝑿 𝒀− 𝝁𝒀 ]

Onde 𝝁𝑿 = E(X) e 𝝁𝒀 = E(Y) são os valores esperados para X e Y
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Variáveis Aleatórias Bidimensionais

• Covariância

Usando as propriedades do valor esperado:

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌
𝜎𝑋𝑌 = 𝜇𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌
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Covariância

Propriedades:

• cov(X,Y) = E(XY) – E(X)E(Y)

• var(X) = cov(X,X)

• cov(X,Y) = cov(Y,X)

• cov(αX,Y) = αcov(X,Y)

• cov(X+Z,Y) = cov(X,Y)+cov(Z,Y)

• X e Y independentes           cov(X,Y)= 0 
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Covariância

Propriedades:

• var(X+Y) = var(X) + var(Y) + 2 cov(X,Y)

• var(X-Y) = var(X) + var(Y) - 2 cov(X,Y)
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Relação com risco

Grandeza 
dimensional!
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Variáveis Aleatórias Bidimensionais

• Correlação

Coeficiente de correlação entre Y e X:

• é a covariância entre X e Y

• são os desvios padrão de X e Y, respectivamente.     
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Grandeza 
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Correlação

Propriedades:

• -1 ≤ ρ ≤ 1

• ρ não indica uma relação causa-efeito

• ρ indica a existência (ou não) de uma relação linear entre duas 

variáveis

• ρ𝑋𝑋 = 1

• 𝜎𝑋𝑌 = ρ 𝜎𝑋𝜎𝑌
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Correlação

(a) correlação +0,75; (b) correlação 0; (c) Correlação -0,75 
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Matriz de covariância 

• A matriz de covariância é uma matriz quadrada e simétrica de
variâncias e covariâncias de um vetor de retornos m×1, onde as
variâncias dos retornos são exibidas ao longo da diagonal e suas
covariâncias são exibidas nos demais elementos.

• V =

𝜎1
2 𝜎12

𝜎21 𝜎2
2

… 𝜎1𝑚

⋯ 𝜎2𝑚
⋯ ⋯

𝜎𝑚1 𝜎𝑚2

⋯ ⋯
⋯ 𝜎𝑚

2

• V é uma denotação arbitrária para a matriz de covariância dos
retornos.
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Matriz de correlação

• Variáveis aleatórias 𝑋1, 𝑋2, 𝑋2, 𝜌𝑖𝑗 é o coeficiente de correlação 

entre 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗

• Corr(X) = C = 

1 𝜌12

𝜌21 1

… 𝜌1𝑚

⋯ 𝜌2𝑚
⋯ ⋯

𝜌𝑚1 𝜌𝑚2

⋯ ⋯
⋯ 1
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Matriz de Covariância

• Propriedade:
• Seja S a matriz diagonal dos desvios padrão dos retornos, então 

COV (Y) = S X CORR(Y) X S

• COV (Y) = 

𝜎1
2 𝜎12

𝜎21 𝜎2
2

… 𝜎1𝑚

⋯ 𝜎2𝑚
⋯ ⋯

𝜎𝑚1 𝜎𝑚2

⋯ ⋯
⋯ 𝜎𝑚

2

= 

𝜎1 0
0 𝜎2

… 0
⋯ 0

⋯ ⋯
0 0

⋯ ⋯
⋯ 𝜎𝑚

1 𝜌12

𝜌21 1

… 𝜌1𝑚

⋯ 𝜌2𝑚
⋯ ⋯

𝜌𝑚1 𝜌𝑚2

⋯ ⋯
⋯ 1

𝜎1 0
0 𝜎2

… 0
⋯ 0

⋯ ⋯
0 0

⋯ ⋯
⋯ 𝜎𝑚
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Matriz de Covariância

• Seja Y um vetor  aleatório: Y = [𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑘]

• O vetor de esperanças de Y é E(Y) = [𝐸(𝑌1), 𝐸(𝑌2), … , 𝐸(𝑌𝑘)]

• Se  𝑊 = [𝑊1,𝑊2, … ,𝑊𝑘] é um vetor (determinístico) então:

a) a variável aleatória             satisfaz 

b) e

YW t )()( YEWYWE tt 

WYCOVWYWVar tt )()( 
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Matriz de Covariância

Outra forma de escrever

Se: C = 𝛼1𝑅1+ 𝛼2𝑅2+ 𝛼3𝑅3+ ... + 𝛼𝑛𝑅𝑛
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Matriz de Covariância

Na forma matricial:

Se: 𝜎𝐶
2 = 𝛼𝑡𝐶𝑂𝑉(𝑌)𝛼
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Retorno de carteiras

• Hipótese: há n ativos disponíveis

• Definição: Uma carteira (portfolio) é um ativo obtido através da 

alocação de um valor inicial X0 a n diferentes ativos. 

Ou seja, 

X0i = ωi X0 com 1
1
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Retorno de carteiras

O valor gerado pelo ativo i é

Assim, o retorno da carteira  será
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Retorno de carteiras

Retorno da carteira:

Taxa de retorno da carteira:
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Retorno de carteiras
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Média e variância das carteiras

  )()()( jjjj rErErE C 





ji

ijjijC rrr  )()()( j

22

jj

22

),cov( jiij rr



Retorno de carteiras
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Gráfico de risco retorno – Carteira com 2 ativos

Composição:

Retorno médio:

Variância:

 t
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Gráfico de risco retorno – Carteira com 2 ativos
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