
Limite e continuidade para função de duas variáveis

Seja f : Df−→ IR, z = f(x, y), (x0, y0) um ponto de acumulação de f e l ∈ IR. Dizemos que o
limite de f(x, y), quando (x, y) tende a (x0, y0) é l, e escrevemos lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = l se:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l ↔ ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 : 0 < ||(x, y)− (x0, y0)|| < δ⇒ |f(x, y)− l| < ϵ.

Se (x0, y0) ∈ Df e lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0), f é dita cont́ınua no ponto (x0, y0).

Se f é cont́ınua em todos os pontos de seu domı́nio, dizemos simplemente que f é cont́ınua.

Algumas propriedades referentes a limite e continuidade

Seja D ⊆ IR2, f : D−→ IR, z = f(x, y) uma função, (x0, y0) um ponto de acumulação de D e
l ∈ IR.

(1) Se lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l então f é localmente limitada em (x0, y0), isto é: existem r > 0 e

M > 0 tais que |f(x, y)| ≤ M , ∀(x, y) ∈ D com 0 < ||(x, y)− (x0, y0)|| < r.

(2) (Teorema da Conservação do Sinal): Se lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l e l > 0 então existe r > 0 tal

que f(x, y) > 0, para todo (x, y) ∈ D com 0 < ||(x, y)− (x0, y0)|| < r.

Teorema: Sejam D ⊆ IR2, f, g : D−→ IR duas funções, z = f(x, y), z = g(x, y), (x0, y0) um ponto
de acumulação deD e l1, l2∈IR, e suponhamos que lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = l1 e lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = l2.

Então:

(3) lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y) + g(x, y)) = l1 + l2 = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) + lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y).

(4) Para c ∈ IR, lim
(x,y)→(x0,y0)

cf(x, y) = l1 = c lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l1.
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(5) lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y)g(x, y)) = l1l2 = ( lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)) ( lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y))

(6) Se l2 ̸= 0 então lim
(x,y)→(x0,y0)

1

g(x, y)
=

1

l2
=

1

lim(x,y)→(x0,y0) g(x, y)
.

(7) Se l2 ̸=0 então lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=

1

l2
=

lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)

lim(x,y)→(x0,y0) g(x, y)
.

Teorema: Seja D ⊆ IR2, (x0, y0) um ponto de acumulação de D, e f, g : D −→ IR duas funções
verificando as seguintes condições:

(i) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0.

(ii) a função g é limitada, isto é: existe M > 0 tal que |g(x, y)| ≤ M , ∀ (x, y) ∈ D.

Então lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y).g(x, y)) = 0

Teorema do Confronto: Seja D ⊆ IR2, (x0, y0) um ponto de acumulação de D, e suponhamos
f, g, h : D−→ IR três funções tais que

f(x, y) ≤ g(x, y) ≤ h(x, y), ∀ (x, y) ∈ D, (x, y)̸=(x0, y0).

Se lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l e lim
(x,y)→(x0,y0)

h(x, y) = l então lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = l.

Sejam D ⊆ IR2, f, g : D−→ IR duas funções, z = f(x, y), z = g(x, y), (x0, y0) um ponto de
acumulação de D e suponhamos que f e g sejam cont́ınuas em (x0, y0). Então:

(8) f + g é cont́ınua em (x0, y0).

(9) Se c ∈ IR, cf é cont́ınua em (x0, y0).

(10) f.g é cont́ınua em (x0, y0).

(11) Se g(x0, y0) ̸=0,
1

g
é cont́ınua em (x0, y0).

(12) Se g(x0, y0) ̸=0,
f

g
é cont́ınua em (x0, y0).
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