Limite e continuidade para fungao de duas variaveis
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Seja f : Dy— R, z = f(x,y), (%, yo) um ponto de acumulacdo de f e ! € IR. Dizemos que o
limite de f(x,y), quando (z,y) tende a (z¢,yo) é [, e escrevemos ( )1_1>r? )f(:r;,y) = se:
z,y Z0,Y0

lim flr,y) =1 < Ve>0 35>0:0<|(z,y) — (zo,m0)| <= |f(z,y) =] <e.
(z,y)— (z0,y0)

Se (zo,y0) € Dy e lim f(z,y) = f(xo,y0), f € dita continua no ponto (o, yo)-
(z,y)—"(%0,Y0)

Se f é continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos simplemente que f é continua.

Algumas propriedades referentes a limite e continuidade

Seja D C R?, f: D— R, z = f(x,y) uma funcdo, (x¢,1o) um ponto de acumulacio de D e
[ €IR.

(1) Se ( )1_1>II(1 )f(x, y) =l entao f ¢é localmente limitada em (zg, o), isto é: existem r > 0 e
x,y Z0,Y0

M > 0 tais que |f(z,y)| < M, V(z,y) € D com 0 < |[(x,y) — (zo,%0)| < -

(2) (Teorema da Conservagao do Sinal): Se ( )1_1)r? )f(x, y) =1 el >0 entao existe r > 0 tal
z,Y Zo,Yo

que f(z,y) > 0, para todo (z,y) € D com 0 < |[(x,y) — (0, %0)| < .

Teorema: Sejam D C IR?, f,g: D— IR duas funcdes, z = f(z,y), z = g(x,y), (z0, 7o) um ponto
de acumulacao de D e [, [5,€IR, e suponhamos que lim flz,y)=1lLe lim g(x,y) = L.

(z,y)— (z0,90) (@,y)— (x0,y0)
Entao:
3 lim x,y) + g(x, =L+l = lim x,y) + lim ,1).
®) i Ve +g@y) =+l =  lm Cf@y) 4+ lm (@)

4) Para c € IR, lim cf(r,y) =10, =c lim x,y) = l1.
(4) wpimcf@y)=ho=c lim o f(@y) =l



) li ) ) =Ll = li , li ,
(5) (x7y)—l>%07yo)<f(x v)9(.y)) v ((vay)—lggﬂo,yo)f(x v) ((x,y)%lrgvoyyo)g<x v)

1 1 1
(6) Se ly# 0 entao lim =— == .
@)= @owo) g(@,y) Lo 0 y)—a,40) 9(7, Y)

1 li
(7) Se 370 entao lim f@y) e ) A G ) f(@.y)

(z,y) = (z0,0) g(.T, Y I B hm(x,y)-)(zo,yo) g(éE, y) ‘

~—

Teorema: Seja D C IR?, (2, 10) um ponto de acumulacio de D, e f,g : D — IR duas funcoes
verificando as seguintes condigoes:

i lim z,y) = 0.
() ($ay)—>($0,yo)f( y)

(ii) a funcdo g é limitada, isto é: existe M > 0 tal que |g(x,y)| < M,V (z,y) € D.

Entao lim x,y).9(x, =0
(m,y>—>(xo,yo>(f( y).9(,y))

Teorema do Confronto: Seja D C IR?, (xg,1,) um ponto de acumulacio de D, e suponhamos
f,9,h : D— IR trés funcoes tais que

f(‘r?y) < g(l‘,y) < h(x,y), v <I7y) S D? (x7y)7é(x07y0)'

Se lim r,y)=1le lim h(z,y) =l entao lim x,y) =1.
(x’y)_>(x07y0) f( y) (mvy)_>(x07y0) ( y> (wvy)_>(x07y0) g( y)

Sejam D C R?, f,g : D— R duas funcoes, z = f(z,9), z = g(x,y), (z0,y0) um ponto de
acumulagao de D e suponhamos que f e g sejam continuas em (zo,yo). Entao:

(8) f + g é continua em (xq, yo).
(9) Se c € R, ¢f é continua em (g, yo).

(10) f.g é continua em (xg, yo).

1
(11) Se g(xo,y0)#0, — é continua em (g, yo)-
g

(12) Se g(xq, yo)#0, ‘; é continua em (g, yo).



