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Motivacdo - 1
I —

N3o existéncia de solugdo:

x = —sign(x) x(0)=0

sign(x) = {_11

sex>0
se x <0
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Motivacdo - 2
L 1 —

N3o unicidade de solucoes:

wIinNy
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Motivacdo - 3
L 1 —

Solugdes n3o definidas para todo o tempo:
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Solu¢do

x = f(t,x(t)) f:DcR™ - R"éuma funcio continua

Definicdao: Uma solugdo de x = f(t,x) em um intervalo / C R é uma fungdo
x(+) : I — R" tal que para (t,x(t)) € D, para todo t € I, x(-) é diferencidvel em | e
x(t) = f(t,x(t)) para todo t € /.
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Problema de Valor Inicial - PVI

x = f(t,x(t)) f:DcR™ - R"éuma funcio continua

Seja (tp, Xo) € D uma condigdo inicial.
Resolver o P.V.l. consiste em encontrar um intervalo / contendo t, e uma solugdo x(t)
de x = f(t, x) neste intervalo tal que x(tp) = xo
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Equacgdo Integral Equivalente
el

x = f(t, x(t))

Lema: Seja f : D C R"*! — R" continua. Entdo x(t) é solugdo de x = f(t,x) em /
com x(to) = Xo, (to,Xo0) € D se e s6 se x(t) é continua em /, (t,x(t)) € D para todo
tele:

x(t) = x(to) + /tt f(s,x(s))ds
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Teorema de Existéncia e Unicidade
S 55l

Problema de Valor Inicial:

x=1f(t,x(t)) x(to) = xo

Teorema: Seja D € R™! um aberto. Seja f : D C R"T! — R” continua e localmente
Lipschtziana relativamente a x. Ent3o, para cada (t,,%,) € D, existe uma dnica
solu¢do n3o continuavel do P.V.I.
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Divisdo da Demonstracdo do Teorema de Existéncia e Unicidade
el

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to) = xo

Parte 1 - Existéncia Local: Seja D C R"*! um aberto. Seja f : D ¢ R"*! — R”
continua e localmente Lipschtziana relativamente a x. Ent3o, para cada (t,,x,) € D,
existe um intervalo / contendo t, e uma tnica solucdo do P.V.l neste intervalo.

Parte 2 - Unicidade Local Implica Unicidade Global
Parte 3 - A solucao local admite um prolongamento maximal

(e
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Linhas Gerais da Demonstra¢do de Existéncia e Unicidade Local
e

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to)

Xo

1. Define-se um operador T : C[l,R"] — C[/,R"]
2. Mostra-se que T é uma contracdo

3. Utiliza-se o Teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli para provar existéncia e
unicidade das solucdes
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Contragdo

Seja M um espaco métrico.

Definicao: Dizemos que T : M — M é uma contrac3o se existir constante real
p €]0,1) tal que:
d(T(x), T(x2)) < pd(x1, x2)

g\
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Teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli
el

Teorema: Seja M um espagco métrico completo e T : M — M uma contra¢do. Entdo
existe um dnico ponto fixo x* € M, isto é, x* = T(x*). Além disso, a sequéncia dada
por:

xji+1 = T(x)

converge para x*.
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Funcdo Localmente Lipschtziana
el

x = f(t,x(t))

Definicao: A funcdo f é localmente Lipschtziana em relacdo a x se para cada
compacto U C D existir constante real k = k(U) > 0 tal que:

1F(t,x) = £, Y)I| < kllx =yl ¥(£,x),(t,y) € U
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Demonstracdo de Existéncia e Unicidade Local
el

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to) = xo

Parte 1 - Existéncia Local: Seja D C R"*! um aberto. Seja f : D c R"*1 — R"
continua e localmente Lipschtziana relativamente a x. Ent3o, para cada (t,, x,) € D,
existe um intervalo / contendo t, e uma tnica solucdo do P.V.l neste intervalo.

e
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Demonstracdo de Unicidade Global
el

Problema de Valor Inicial:

x=1f(t,x(t)) x(to) = xo

Parte 2 - Unicidade Local Implica Unicidade Global

g\
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Prolongamento Maximal

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to) = xo
Definicdo: Seja ¢ solucdo do P.V.l num intervalo | contendo t,. A solucdo qg > RP
é uma continuagdo ou prolongamento de ¢ se | C | e se ¢|; = ¢

Observacao: Pode-se definir continuacdo a direita, a esquerda. Dizemos que uma
solugdo é continudvel a direita (a esquerda) ou n3o continuavel.

(3
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Prolongamento Maximal

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to) = xo

Teorema: Sejam D C R"*! aberto, f : D — R" continua e x(t) uma solugdo do
P.V.l. Se x(t) é continudvel, entdo x(t) admite um prolongamento ndo continudvel ou
maximal. Além disto, se x(t) ¢ solu¢do em [a,w) e for ndo continudvel a direita, entdo
x(t) tende a fronteira de D quando t — w, ou mais precisamente, dado um conjunto
compacto U C D, existe ty € [a,w) tal que (t,x(t)) ¢ U se t € (ty,w).

(e
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Consequéncia do resultado de Prolongamento Maximal
I

Problema de Valor Inicial:

x=1f(t,x(t)) x(to) =0

Corolario: Sejam D = R™1 f: D — R" continua e localmente Lipschtziana.

1. Ou a solugdo do P.V.I. x(t) estd definida a direita para t = 400 ou explode em
tempo finito.

2. Se a solugdo x(t) é limitada para t € [to,w), onde w é o tempo maximal de
defingdo da solugdo a direita, entdo w = +oo.
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Continuidade Local das Solu¢des
el

Problema de Valor Inicial:

x = f(t,x(t)) x(to) = xo
A continuidade das solu¢des na varidvel t é consequéncia da diferenciabilidade da
solucdo no intervalo de existéncia.

A continuidade das solugdes com relacdo as condicdes iniciais t, e x, segue como
consequéncia de uma versio uniforme do Teorema de Banach-Cacciopoli.

e
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Versao Uniforme do Teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli
el

Teorema: Seja M um espago métrico completo, A um espago métrico, e

T : M x AN — M uma contracdo uniforme relativamente 3 x € M. Entdo, para cada

y € A, existe um Unico ponto fixo x* = x*(y) € M, isto é, x* = T(x*). Além disso, se
para cada x fixado em M a aplicagdo y € A — T(x,y) € M for continua, entdo x*(y)
é continua em A.

e
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Continuidade Global

Equacdo Diferencial:
%= F(t,x(2)

©(t, to, Xo) - Solugdo de x = f(t, x) que no tempo t, passa por X,

Seja (w™,w™) intervalo maximal de definicdo da solucdo ¢(t, t,, xo). Dado intervalo
[a,b] C (w™,w") ee >0, existe § > 0 tal que:

1= to| + X1 — xol| <0 = [l@(t, t1,x1) — (£, £o, Xo)|| < & Vi € [a, b]
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Contato

lfcalberto@usp.br
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