Espacos Normados

Defini¢ao: Uma norma ||-|| em um espago vetorial X é uma funcao real em X com as seguintes
propriedades:

i) ||z|| > 0 Vx € X.
|z|| =0< x=0.

i

)
iii) ||az|| = |a|||z]| Vz € X e Va € K (R ou C).
iv)

|z +yll < ||lz|| + |ly|| Vz,y € X (desigualdade triangular).
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Um espago vetorial + norma é chamado espago normado.
Note que a norma em X induz uma métrica e X da forma

d(z,y) = ||z —y|| Yo,y € X. (1)
Provemos a quarta propriedade da métrica, ja que as outras trés sao imediatas. Para isto, temos
d(x,z) = v — 2| = o —y +y — 2| < llz = yll + [ly — 2[| = d(z,y) + d(y, 2). (2)

Um espaco normado completo na métrica induzida pela norma é chamado espaco de Banach.
Note que a norma é uma funcao continua de (X, || - ||) em R.
Demonstragao: Para todo z,y € X, temos

lyll < lly — 2+ zfl < [lzfl + [ly — 2l = llyll = [l=f| < [ly — =] 3)
Trocando os papéis de x e y chegamos em
iyl =Nzl < lly — |- (4)
Portanto, dado € > 0, tome 6 = y. Se d(z,y) = ||y — z| <4, entdo |[[y| — =[] < [y — z| <e

Exemplo: R" e C" com
1/2

)l = D 1&1P (5)
j=1

[a—



. 1/2
d(z,y) = | Y_1& —njl
j=1
Eles formam um espago de Banach.
Exemplo: [, 1 < p < oo com
1/p
o
= | D l&1P
j=1
e
1/p

da,y) = | Y 1& —nl?
j=1

[P é um espacgo de Banach.
Exemplo: [*° com

[[#]] = sup {[&;[}
jeN

e
d(x,y) = sup {|&; — n;l}
jeN
[*° é um espago de Banach.
Exemplo: Cf[a,b] com
] = max {|z(¢)[}
t€la,b]
e
d(z,y) = max {|z(t) —y(t)[}.
tEla,b]
Cla,b] é um espago de Banach.
Exemplo: (X, | -||) espaco das fungdes continuas em [0, 1] com a norma

el = ( | 1 e(o)ar) -

i) = ([ 1ot - sto ) "

Vejamos que (X, || cot ||) é espago normado. Para isto, lembre que

A2 B2
AB < — 4+ —.
- 2 + 2
Tome A = 2Ol ¢ g = WOl - Aggiy
[EP) lyll2
[z(®)yO)| 1z(t))? }!y(t)\Q'
Izll2llyllz = 2 =3 2 llyl3

Itegrando de zero a um, temos
1
Jo l=()y(0)|dt
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e chegamos na desigualdade de Cauchy-Schwarz
1 1
[ et < [Clatwtoa < Jelalyl

Provemos agora a desigualdade de Minkowski, que diz
4+ yll2 < l[zll2 + [lyll2- (19)

Para isto,
2 (t) +y(O)* = [a(t) +y@)||z(t) + y(O)] < [e(@O)]l2(t) +y@) + ly@)][e@) +y@)]. (20)
Portanto, por Cauchy-Schwarz
1
/0 [z (@)[x(t) + y(t)]dt < [lzll2llz + yll2
1 (21)
/0 ly(@)llz(t) +y@)|dt < |lyll2llz + yll2
e assim
lz +yll3 < (lzll2 + [lyll2) Iz + yll2) = llz + yll2 < [lz[l2 + [|y]2- (22)
Afirmamos que este espago métrico é incompleto. Para isto, tome a sequéncia de funcdes neste
espago
0, t€[0,1/2—1/n]
() =< n(t—1/2+1/n), t€ (1/2—-1/n,1/2) (23)
1, te[1/2,1].

Temos assim, para m > n

d(Tp, T )* =

1
2 = T - 2dt =
| ) = antopar
1/2
/ [(n(t —1/241/n) — (m(t —1/2 4+ 1/m))?dt ~ (24)

1/2—1/m
/ (n(t—1/2+ 1/n))2dt—|—/
1 1/2—1/m

/2—1/n
1,1 1
=36



Portanto (x,(t)) é de Cauchy. Suponhamos que exista x(t) continua tal que lim,, s ||z, — 2[|3 = 0.
Temos assim que

1/2—1/n 1/2 11
/ o (t) 2t +/ In(t—1/2+ 1/n) — a(t)2dt +/ 11— 2(®)2dt > 0. (25)
0 1/2-1/n 1/2

Dessa forma, cada integral deve ir a zero e temos

0,1t€|0,1/2
FORE SR (20)
1te(1/2,1].
Logo z(t) néo pode ser continua e, portanto x,(t) ndo converge. Logo o espago é incompleto.
Lema: Se uma métrica d é induzida por uma norma em um espago normado X, entao:
i) dlz+a,y+a) = dx,y).
ii) d(ow,ay) = |ald(z,y).
Demonstragio: d(x +a,y+a) = |z +a— (y+a)|| = |z -yl =d(z,vy).
dlaz, ay) = |lax — ay|| = |of||lz —y|| = |ald(z,y).
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Exemplo: No espacgo s de todas as sequéncias reais ou complexas, a métrica
(o]
1 & =l
d(z,y) = 7 (27)
;W 1+ &5 —

nao provém de uma norma. Para vermos isto, tome = = (1,0,0,...) e y = (0,1,0,...). Assim

i.9) 11,113
T = — — i
YT eT 1 T 22141 8 28)
d2e ) =2+ 12 Ll oiay
z =t ===z T,Y).
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Definigao: Um subespaco Y C X de um espago normado X é um subespacgo vetorial de X
com a norma obtida pela restricdo em Y. Se Y C X é fechado em X é chamado subespago fechado
de X.



Teorema: Um subespaco Y de um espago de Banach X é completo se, e somente se, Y ¢
fechado em X.

Demonsrtacdo: Ja vimos a demonstragao em espagos métrico.

Teorema: Seja (X, | - ||) espago normado e V' C X subespaco proprio fechado de X. Entao V
é nunca denso. Ou equivalentemente, o complementar de V' é aberto e denso.

Demonstragdo: Suponha que V' tenha interior nao vazio. Entao existe v € V e r > 0 tal que
B(v;r) C V. Logo, para qualquer z ¢ V', temos

r r—v

vt b e B, (29)
2a— o]
pois
T r—7v T
z I | R 30
v+ i =3 (30)
Mas 5 )
T r—v
=z - P70 ) (Ze—v|-1)veV 31
o= 2ol (o4 5 ) = (Cle—vl=1)vev, (31)

ja que V é fechado por combinacoes lineares. Esta contradicao nos leva ao resultado esperado.



