Método de Simpson
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Integracdo Numeérica

Dado f : [a,b)] CR - Ree >0,
obter uma aproximacio de:

b
/ f(x)dx
a
com precisio e.
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O Método de Simpson para obter aproximacdes do valor numérico
de integrais definidas,

/ab f(x)dx

consiste em considerar uma aproximacio da forma:

f(x) = pa(x)

onde pa(x) € um polinémio de grau menor ou igual a 2 e, a partir
desta aproximacio considerar:

/ab f(x)dx ~ /ab p2(x)dx
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Temos entdo que o polindmio pa(x) que interpola estes pontos é:

p2(x) =
F(x) (x —x1)(x — x2)

(x — x0)(x — x2)
(x0 —x1)(x0 — x2) " f(Xl)(Xl —xo)(x1 — X2)+

(x = x0)(x — x1)
) (%2 = x0)(x2 — x1)
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Temos também que,

| E() [=] (%) = pa(x) [<
1

(2+1)! celoty

[FEDE)]|(x = x0)(x —x1)(x — x2))|
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Podemos entdo considerar a aproximacio

/ab F(x)dx ~ /abpg(x)dx s

E a precisdo desta aproximacio pode ser estimada por:

‘ /ab F(x)dx — Si
/ab

- \ / " () - / " pa(x)

<

F(x) = p2(x)

dx <

[
a

2+ 1)l ecfan

[FCHDE)][(x — x0)(x — x1)(x — x2)| dx

[m]

=
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b
51 Z/ p2(X)dX=

b — X1 )\ X — X2 X —=Xp )\ X — X2
/ {f(Xo) (X )( ) +f(X1)( 0)( )+

(x0 —x1)(x0 — x2) (x1 — x0)(xa — x2)

(x — x0)(x — x1)
+f(X2)(X2 — Xo)(Xz — Xl)dx} —

S = g{f(xo) L af(a) + f(0)) ou

S = bg" {f(a)—|—4f(

a+b

d )+f(b)}

=} 5
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estimativa

E para a precisdo da aproximacdo de fb f(x)dx por S; temos a
‘/ f(x)dx —/ p2(x

‘S ! max ‘f(3) (©)|x

3! ¢€la,b]
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E para a precisdo da aproximacdo de fab f(x)dx por S; temos a
estimativa:

_ - (3)
x)dx /p2 ‘< Igrg[aﬁ]‘f §)|

{/aa+ (x — x0)(x — x1)(x — x2)dx+

a+2h

—/ (x—xo)(x—xl)(x—xz)dx} =
at+h

1 h h

31 M%) 1F3)(©)] {/0 y(y = h)(y — 2h)dy — /0 (v +hyly - h)dy} =

1
el (3) 4
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Exemplo
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Exemplo

Obter uma aproximacio de:

3
/ x3dx
1
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Exemplo

Obter uma aproximacio de:

3
/ x3dx
1
com precisdo € = 1075,
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Exemplo

Obter uma aproximacio de:

3
/ x3dx
1
com precisdo € = 1075,
g b 3—-1
pa— a p—
h == = — = 1
2 2
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/Gﬁdng{an+4we)+f@n

3
/ x3dx ~ 20
1

Neste exemplo nés podemos estimar a precisdo comparando o
resultado obtido para a aproximacdo acima com o valor exato:

%{134-4.23-%33}

3 4
X
/ Bdx = =
1

4

3 34 14

== = =0
. 4 4
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A observacdo importante relacionada a este calculo é que n3o se
trata de coincidéncia que a aproximacdo neste caso é de fato o

valor exato. Isto pode ser verificado através do seguinte exercicio:
Mostre que:

b 4

X
/ XCdx = =
a

4

b_ b4 P

b—a| 3 a+b
L 4
T4 6{a+(

3., 43
— b
ALl
Em vista deste fato e de que a férmula de Simpson fornece o valor

exato da integral quando o integrando &€ um polinémio de grau
menor ou igual a 2,
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A observacdo importante relacionada a este calculo é que n3o se
trata de coincidéncia que a aproximacdo neste caso é de fato o
valor exato. Isto pode ser verificado através do seguinte exercicio:

Mostre que:

b 4
/ x3dx = X
a 4

Em vista deste fato e de que a férmula de Simpson fornece o valor
exato da integral quando o integrando &€ um polinémio de grau
menor ou igual a 2, podemos concluir que a férmula de Simpson
resulta no valor exato se o integrando é um polinémio de grau
menor ou igual a 3.

b 4 4
b* a b—a| 3 a+bys 3
R 6 {a—i—( 5 )+ }
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A observacdo importante relacionada a este calculo é que n3o se
trata de coincidéncia que a aproximacdo neste caso é de fato o
valor exato. Isto pode ser verificado através do seguinte exercicio:

Mostre que:

b 4
/ x3dx = X
a 4

Em vista deste fato e de que a férmula de Simpson fornece o valor
exato da integral quando o integrando &€ um polinémio de grau
menor ou igual a 2, podemos concluir que a férmula de Simpson
resulta no valor exato se o integrando é um polinémio de grau
menor ou igual a 3.

b 4 4
b* a b—a| 3 a+bys 3
R 6 {a—i—( 5 )+ }

Estas observacBes sugerem que a estimativa de precisdo para a
aproximac3do obtida pelo Método de Simpson pode ser modificada.
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Estimativa da precisdo para o Método de Simpson
Considere a seguinte aproximac3o:

Xm+h
/ f(x)dx

N h
n—h 3

(F(xm — h) + 4f (xm) + f(xm + h))

E(h) =
= /Xm+h f(x)dx — h

‘m—h

3 (f(Xm — h) + 4f (xm) + F(Xm + h))



|—Precisio da Férmula de Simpson

| 2
E(0) =0
> dE
“=(h) =
Q)
d Xm—+h
all

m—h

f(x)dx — g [f(xm — h) + 4f (xm) + f(xm + h)]} =

- f(xm+h)+f(xm—h)—% [F(m — h) + 8 (x0m) + F(xm -+ B)] —

3

[f’(xm +h) — ' (xm — h)] =

[m]

=
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= 2 [FCom -+ h) £ Cim — W) [ G+ ) = F/Cim — )]~ F )
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g dE
S =
{50t 1)+ o = 1 -

[f’(xm +h) — ' (xm — h)] } =

_ g [F (- B) — (30 — )] +

=5 [ G+ B) = s = D] =5 [+ )+ 5 = )] =
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— % [F'(xm + h) = f'(xm — h)] — g [ (xm + h) + " (xem — )]
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> 3
d’E
ar "=
9L i h) = F G — B)] — 217"t + )+ £ — )]
dh |3 " " 3 " "
1 1! 1!
=3 [F"(xm + h) + " (xm — h)] +
B 1

(7" (im -+ ) 7 i — )]~ [+ ) — 7"

—h)]:
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= 2 [F"(m + ) — " (xm

_ h)] —
= (TVM)
BE = 2 O + ) — "o — )
a7 3 2h
=
existe & € [xm — h, xm + h] tal que:

d3E 20 .
GE oy = A (iv)
T (h) 3 f (&n)

[m]

=
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d3E
e = [ “E @

dh2 ’ ‘ / dh3 O (e
h
I8
o |3

FiV)(£,)| dz < ~ max

lv)
3 ¢elo, h] )‘ /
d’E

2 )

<— max

Ak
9 ¢elo,h]
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dE h g2
%(h) =
—

d’E

W(z)\ dz

) <

r

5 W(z)dz

’ ‘/ dhz(z)dzg

<— max

lv)
9 ¢€lo, h] )‘ /

1

— mMmaxX

18 ¢efo,h]

G
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NSRS

= |E(h)]

E(h) =

0

|E(h)|=\/oh$(z)dz <

— MmaxX

— 18 £€fo,n]

<— max

~ 90 ¢efo,h]

" dE
%(z)dz

o [

F ()| e
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Para a = x,, — h; b = x,,, + h, temos

« _a+b
mT2
b—a
h =
2
=

[E(h) =

/‘—, f(x)dx — T {f( )+4f(%b) + f(b)} ‘

/abf( Ydx — S1 <

<X om

= 2880 ¢elo, h]‘ F 5)‘ (b—ay
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