MAP2122
LMétodo dos Minimos Quadrados

Obter o melhor ajuste no sentido do Método dos Minimos
Quadrados é equivalente a obter a projecdo ortogonal de u no
subespaco V definido pelas combinacdes lineares dos vetores
{Vj}jzo,...m ou determinar o vetor v € V mais préximo de u.

A interpretacio do Método dos Minimos Quadrados tanto como
uma problema de projecdo ortogonal ou determinar o vetor v € V
mais préximo de u permite generalizar o Método no sentido de que
no contexto das ideias de Algebra Linear podemos considerar as
questdes envolvidas em um nivel abstrato sem a necessidade de
especificar o espaco vetorial ou produto interno envolvidos.
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Analise Harménica

Considere o Método dos Minimos Quadrados no segunte contexto:

Modelo: Considere o conjunto V5, cujos elementos sdo funcdes

f:R — R tais que f(x + 27) = f(x) (conjunto das fun¢bes

periodicas com periodo 27w). Em Vo, considere a familia de funcées

Fn ={80(x), g1(x), --., 8n(x), gnt+1(X), ..., G2n(x)}, com:

go(x) =1, gi(x) = cos(x); gn(x) = cos(nx)
8n+1(x) = sin(x);

g2n(x) = sin(nx)
e o subespaco vetorial, V.. C Vo, definido pelas combinacées
lineares das funcées em F,,.

g(x) € V. <= g(x) = ap + a1 cos(x) + ... + an cos(nx)+

apt1sin(x) + ... + azn sin(nx).
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Resultados Empiricos Consiste do conjunto de pontos
{(x,f(x))}xcr Para uma dada fungdo f(x) € Vaor.

O objetivo é obter a melhor aproximacdo (em um sentido a ser
definido) de f(x) por uma fun¢do g(x) € V3. .
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Nocio de Melhor Aproximacido

Considerando em V5, o produto interno:

(f16) = | rix)g(x)dx

™

A melhor aproximacdo de f(x) por uma fungdo g(x) € V3 é
definida pelos valores ag, a1, ..., an, an+1, --., a2, para os quais:

EQ(aO)ala -y dn, dn+1, -732n) = <f_g ‘ f_g> = [f(X)—g(X)]de
assume seu valor minimo.
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EQ(aOa dl, ...y dnydntl, ey 32n) =

—T

’ [f(x) — {a0 + a1 cos(x) + ... + a, cos(nx)+

any1Sin(x) + ... + az, sin(nx)}]2dx
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Portanto para determinar os valores de ag, a1, ..., an, an+1, ---, a2n
que definem a melhor aproximacio devemos resolver:

0EQ

B0 (20, a1, .-y Any Ant1, -y d2n) =0
0EQ
o (20, a1, -y Any Ant1y -y d2n) =0

O0EQ
Oap,

(a0, a1, - @ny Ant1, -y d2n) =0
0EQ

(20, a1, -y Any Ant1, -y 32n) =0
aan—|—1

O0EQ

Oasn

(aO7 a1, -y @ny Antly ey a2n)

[m]

=0
)
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O que resulta no sistema linear:

a0 (g0 | )
Aoe || @i
an+1

(gny1 | )

azn

(g2n | F)
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:
com

A=
(g0 | &o) (8ol &n) (g0 | &n+1) (g0 | &2n)
(g1 ] g0) (g11&n) (&1 8&nt+1) (g1 ] &2n)
(& | &) @ la) (el an) (& | &2n)
(gn+1 | 80) (gn+1 ] 8n) (&nt+1 | &n+1) (gn+1 | 82n)
(gon | &) @nl &) (@on|grs1) - {gon| g0
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Temos que:

/ 1-1dx =27

1 cos(jx)dx = / 1-sin(jx)dx = 0;

cos(jx) cos(kx)dx = 0;

se j#£k
/7T cos(jx) sin(kx)dx

™

=0; V) k

™

sin(jx)sin(kx)dx =0; se j#k

7'('

cos(jx) cos(jx)dx = /

[m]

=

vj

sin(jx)sin(jx)dx = m; V]
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Utilizando estes resultados nas entradas da matriz A,

A=
2r 0 ... 0 0 ... O
0 0 0 0
0 O .m0 0
0 O 0« 0
0 0 0 0 ™
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Assim para obtermos os valores desejados de
a0, a1, -+, dny Ant1, .-, 32 devemos resolver:

2r 0 ... 0 0 ... 0 ag (go | f)
0 7 ... 00 ... 0 a (g1 ] f)
o 0 ... m 0 ... 0 an = <gn’f>
0 O ... 0« ... 0 an+1 <gn+1|f>
0 0O ... 00 ... 7 aon (gz,,\f>
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—
1 /7
a0 = g 1-f(x)dx
paral < <n

1 s
aj = —/ cos(jx)f(x)dx
T )
paran+1<j<2n

™

™

aj = %/W sin(jx)f(x)dx



MAP2122

|—Método dos Minimos Quadrados

Exemplo

f(x)={ e

se

—n1<x<0
0<x<m

f(x)

1

f(x +2m) = f(x).

RN Ge



S
MAP2122
|—Método dos Minimos Quadrados

1
dag -

:271'

i 1-f(x)dx =
1-f(x)dx + /ﬁl . f(x)dx} =
T 0
1 0

1-(—1)dx+/ 1-1dx} =0
-7 0
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Paral<;j<n

aj = %/_7; cos(jx) - f(x)dx =
AL

3 cos(jx) - f(x)dx + /07T cos(jx) - f(x)dx} =0

™
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Paran4+1<n+k<2n

anik = %/_7; sin(kx) - f(x)dx =
AL

g sin(kx) - f(x)dx + /07r sin(kx) - f(x)dx}
%/Oﬂsin(kx)-f(

2 [T 2 [ 1
x)dx = —/ sin(kx)-1dx = p {—; cos(kx) |g} -
T Jo
4 .
_ | & se k impar
antk = { 0 se k par




MAP2122

|—Metodo dos Minimos Quadrados

f(x)~

{sm(x) + 1S|n(3x) 1sm(5x) +.+

.
msm((hﬂ + 1)x)

0\
J
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