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Dinamica Populacional

Como uma aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados, vamos
buscar uma resposta a questdo de prever o comportamento
dindmico de populacdes em ambientes isolados , ou seja, nosso
objetivo é obter uma fungdo P(t) : [0,00) — R que descreve a
evolucdo de uma populacio em funcdo do tempo t. Tendo como
base algumas consideracbes de natureza heuristica vamos propor
um modelo e posteriormente calibrar os pardmetros do modelo em
uma situacio especifica utilizando o Método dos Minimos

Quadrados.
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Comecamos assumindo que a taxa de crescimento de uma dada
populacdo pode ser expressa como uma funcdo do tempo e da
populacio:

dP
20 = F(5.P(2)

» Em uma situacdo em que o ambiente proporciona condicdes de
sobrevivéncia igual para todos os individuos, é razoavel
considerar que tanto a capacidade de reproducao como de
sobrevivéncia sdo homogeneas de forma que para um dada
populacdo P(t), os nimeros de nascimentos € mortes em um
intervalo de tempo §t devem ser proporcionais ao valor de
P(t).
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De forma que:

P(t +dt) — P(t) = c:(dt, P(t)) P(t)
proposta acima, temos que ¢;(0, P(t)) =0 e:

» Assumindo uma descricdo para variacBes da populacdo como a

P(t + ot) — P(t) = [ce(0t, P(t)) — (0, P())] P(t) =

P(t+0t) — P(t)  c:(0t, P(t)) — c(0, P(t))
St N

5t P(t)
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» Assumindo diferenciabilidade das fun¢des P(-) e (-, P(t)),
obtemos:

. P(t+dt)— P(t) . c(0t, P(t)) — ct(0, P(t))
atlmo ot - 6t||—>0 ot P(t)
—

dP

(t) = a(t, P(t))P(1)
onde

a(t, P(t)) lim

ot—0

ct(0t, P(t)) — c(0, P(t))  dc:
St T odr

2 P(0)
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» Enquanto o tamanho da populacio é pequeno, e por isso o
impacto no ambiente ndo deve provocar alteracées
significativas nas capacidades de reproducio e sobrevivéncia, é
razoavel supor que «o(t, P(t)) é aproximadamente constante.

dap
dt
onde portanto P(t) é da forma:

(t) = aP(t)

P(t) = Poeflt=t)

e Py é o valor da populacdo no tempo tg.
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O crescimento exponencial descrito acima (quando & > 0) ndo é
possivel em um ambiente finito porque eventualmente a populacio
esgotaria os recursos existentes, necessarios para a reproducio e
sobrevivéncia dos individuos. De fato, em situacbes nas quais a
populacdo inicial Py & levada artificialmente a um nivel muito alto,
observa-se que com o decorrer do tempo a populacdo diminui
indicando valores negativos para a(t, P(t)). Por outro lado para
valores pequenos de Py, em geral, observa-se um crescimento
populacional indicando valores positivos para a(t, P(t)).

Isto sugere uma dependéncia de «(t, P(t)) em fungdo de P(t) tal
que que se Py é uma valor muito alto, P(t) deve ser uma funcido
decrescente enquanto que se Py for um valor pequeno, P(t) é uma
func3o crescente. Esta observacdo pode ser incorporada na
proposta do modelo considerando existe um valor M tal que
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a(t, P(t)) € uma fungdo com as seguintes propriedades
> ot,P(t)) <0se P(t) > M

> a(t, P(t)) > 0se P(t) < M.

Como uma proposta simples que incorpore estas observacdes,
podemos considerar:

a(t, P(t)) = ao[M — P(t)]

com ag e M constantes. Temos ent3o:
dP
dt

(t) = a(t, P(t))P(t) = ao[M — P(2)]P(t)
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Considerando conhecida a popula¢do Py no tempo tg, a funcdo
P(t) deve ser tal que:

(1) = aolM — P(1)]P(2) 1)

P(t) = Po (2)

Assim devemos encontrar uma funcdo P(t) tal que (1) e (2)
estejam satisfeitos.

Equagdes da forma %(x) = f(x, y(x)) sdo chamadas de equacdes

diferenciais ordinarias e o problema acima é chamado de problema
de valor inicial para a equacdo diferencial dada.
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Para o problema de valor inicial definido por (1) e (2), a solugdo
P(t) pode ser obtida explicitamente e, no caso em que Py < M é
dada por:

P(t) =

M

1 + #Qe—aolw(t—to)
0
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Funcdo Logistica

P(t)

P(t)

M

=1 + Mp;opﬂe—aoM(t—to)
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Solucdo da Equacdo Logistica

@ (t) = ao(M — P(£)P(1)

1

T dP = ot
(M—p)pe —

Sob um ponto de vista heuristico, a igualdade acima tem a

interpretacdo de que as variagdes dP da variavel P(t) quando

1 - . N . ~
escalonadas pelo fator (M=—Pyp S0 iguais as variacGes dt da

variavel t escalonadas pelo fator ag. "Somando"as variacGes acima
obtemos:

P(t) 1 t
/Po (I\/I—P)PdP:/ aodt

to
] = =
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Utilizando a igualdade:

1 _1f 1 1
(M—-P)P M\ M-P P
obtemos:
1 /P(f){ 1 1
M Jp,

M—P+E}dP:ao(t_t0)
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As integrais no lado esquerdo da igualdade acima podem ser
calculadas e quando Py < M obtemos:

/P(f) 1
Po

M—P

dP = —In (M = P(£))+In (M — Po) = In {A/A/—;PF()(;)}
/Pp(t)%dP: In P(t) — In Py = ln{m}
/P(t) 1

Po
P [l B ()
N(UELAC)

(M—P(O)Ps ]
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Substituindo o resultado das integrais obtemos:

1

{

P(t) } Pg
M — P(t)

M

n

(M — P(t))Po

L {=rrt)

(PR~ o) =

(M_PO)P(t)}:aoM(t—to) —

(M — P())Po

{(/V/ = PO)P(t)} _ gooM(t—t))

— aoM(t—to)
T —

[m]

=
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P(t) = (M — P(1))

PO OéoM(t—to)
M= BC =

P P
P(t) + P(t) _OPO groM(t=t0) — _OPO eooM(t=to)
P

P,
CmM(t—to) — M 0
— P } {

aoM(t—to)
o]
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Po_ gaoM(t—to)
P(t)—l“i{{??” )

—
eaoM(t—to)}
—ro

P(t) =

M
1+ MP;OPOe_aOM(t_tO)
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Quando Py > M obtemos:

In (Po

/P(f) 1
po P

P(t) 1 Po
A

1
M_PdP—/P(t)P_MdP

Py — M
P(t)— M

—M)—In(P(t)—I\/I)zIn{

ZdP = InP(t) — In Py = In{P(t)

)

Pio-)
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P 1 P(t) 1 Py — M
dP +/ —dP =In {
/Po M—P p P

%——M}“”{m}

 [(Po—mP()
=! {(P(t)—M)Po}
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Substituindo o resultado das integrais obtemos:

1

{

P(t) } Pg
P(t)— M

M

" {(P(t) ~ M)A,

AR

(P M)~ o) =

(Po — I\//)P(tz} oMt 1) —

(PO — M)P(t) _ eaoM(t—to)
{(P(t) = M)Po} - -

— aoM(t—to)
P M° —

[m]

=
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P(t) = (P(t) — M)

Py —

P(t) — P(t)—POIj’ Me%”’(f—to) =-M

P(t){l—%

Meaol\/l(t—to)} _ —M{

Py —

Po

0o — M

MeOéoM(t—to) _—

eaol\/l(t—to)
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P(t) =

PO Me aoM(t to)
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P(t)

P()= M

Py M oo M(e—to)

RN Ge
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