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Considerando os multiplicadores, {mj;};i > j,j=1,...n

1,
definidos no processo de escalonamento do Método de Gauss, a
matrizes L definida por:
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e a matriz triangular superior U, definida pelo processo de
escalonamento do Método de Gauss,

ail app a3

ain-2 a1n-1 ain
0 a»n ax a2 -1 ax
0 0 &3 -+ &332 asn-1 asn
U= : :
0 0 0 5n—2n72 5n—2n71 5n—2n
0 0 0 0 an—1n—-1 an—1n
0 0 o - 0 0 ann
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Temos

A=LU

ou seja, quando o sistema linear & determinado, a matriz A pode
ser decomposta como um produto de uma matriz triangular
inferior, L com uma matriz triangular superior, U.

Em geral uma matriz A n3o singular, a menos de premutagdes em
linhas, admite decomposicdo como um produto de uma matriz

triangular inferior, L e uma matriz triangular superior U, ou seja
A= PLU.
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Decomposicdo QR

Dado um Sistema Linear,

Ax = b

onde A é uma matriz nxn n3o singular, be R" e x e R" é a
solugdo do Sistema Linear, a estratégia de decompor a matriz A
como o produto de duas outras matrizes, sendo uma delas
triangular, & comum a varios algoritmos.

Um exemplo consiste na decomposicdo QR de uma matriz n3o
singular A.

N
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As matrizes Q e R sdo obtidas a partir do Algoritmo de Gran
Schmidt aplicado ao conjunto de n vetores a; € R",1 < j < n,
definidos por:

a,,j

observe que a; corresponde as colunas da matriz A que define o

Sistema Linear e portanto sdo linearmente independentes quando a

matriz A é n3o singular.

Neste caso o processo de Gran Schmidt consiste dos seguinte
passos:

N
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1. Defina o vetor q1,

qi1
a1
q: =
dnl
com
di1 = a1
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2. A partir de q1 e a, definimos

n

(axq1) = (qiaz) = Zai2Qi1
i—1
a'; = ay — (a2q1)qs

ain=ap— qi(qiaz)
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Consideramos entdo o vetor

12
a2
q2 =

qn2
com
A
gi2 = a2

prosseguimos de forma recursiva
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k. A partir de q1,

ou

,qk_1 e ay definimos:

n
() = (@ja) = Y _anay; 1<j<k-1
i=1

k—1

a'y =a,— Z(akqj')q

j=1

k—1

i =ai— Y _ qijlajax)
=1
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Consideramos ent3o o vetor

com

/
dik = ajk
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A matriz Q definida por:

di1

qi2
g21
Q .

** qin—1 (Qqin
q22 - Q2p—-1 Q2n

dni dn2 dnn—1 9Gnn
tem a propriedade de que suas colunas qx; k = 1, ..., n constituem
um conjunto de n vetores de R” normalizados e ortogonais entre si
e portanto Q"1 = Q7.



MAP2122
L_Sistemas Lineares

L Decomposicdo QR

Temos também que como consequéncia de que as colunas de Q@
foram obtidas pelo processo de Gran Schdmit aplicado as colunas
da matriz A,

QTA=R

com R uma matriz triangular superior. Assim temos:

Q"A=R =— QQ"A=QrR —
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Ax=Db
temos A = QR

Assim, dado um sistema linear onde A &€ uma matriz n3o singular,

QRx=b = Rx=Q'b=1V
e a solucdo x do sistema linear

Rx=Q'b=1b

pode ser obtida utiizando o algoritmo para sistemas triangulares.
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