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A utilizacdo de um Algoritmo de Aproximagbes Sucessivas para

obter uma solu¢do numérica com precisdo € de uma equacdo do
tipo f(x) = 0 consiste dos seguintes passos:
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A utilizacdo de um Algoritmo de Aproximagbes Sucessivas para
obter uma solu¢do numérica com precisdo € de uma equacdo do
tipo f(x) = 0 consiste dos seguintes passos:

» Considerando a solugdo de interesse, X, da equacgdo f(x) = 0,

determinar um intervalo [a, b] tal que X & o Gnico valor da

variavel x no intervalo [a, b] satisfazendo f(x) = 0.
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variavel x no intervalo [a, b] satisfazendo f(x) = 0.

» Definir uma fun¢do ¢ : [a, b] — R de forma que no intervalo
[a, b] temos:
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A utilizagdo de um Algoritmo de Aproximacgdes Sucessivas para
obter uma solu¢do numérica com precisdo € de uma equacdo do
tipo f(x) = 0 consiste dos seguintes passos:

» Considerando a solugdo de interesse, X, da equagdo f(x) =0,

determinar um intervalo [a, b] tal que X & o Gnico valor da

variavel x no intervalo [a, b] satisfazendo f(x) = 0.

» Definir uma fun¢do ¢ : [a, b] — R de forma que no intervalo
[a, b] temos:

f(x) =0 < x=¢(x)

» Utilizar um algoritmo de Aproximacdes Sucessivas para obter
uma solucdo numérica da equacdo de ponto fixo

x = ¢(x)
com a precisao €.
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verificamos que:

No exemplo f(x) = x — e™*, consideramos [a, b] = [0.0, 1.0];
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verificamos que:

No exemplo f(x) = x — e™*, consideramos [a, b] = [0.0, 1.0];
>

31z € [0.0,1.0] | f(X) =0



I B3I,
MAP2122
I—Zero de fungdes
I—Aproximagiies Sucessivas

No exemplo f(x) = x — e™*, consideramos [a, b] = [0.0, 1.0];
verificamos que:
| 4

Jlx €0.0,1.0] | f(x) =0
» Observamos que para ¢(x) = e~ temos:

F(x) =0 <= x = (x);

x € [0.0,1.0]
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No exemplo f(x) = x — e™*, consideramos [a, b] = [0.0, 1.0];
verificamos que:

>

31z € [0.0,1.0] | f(X) =0

» Observamos que para ¢(x) = e~ temos:

F(x) =0 <= x = (x);

x € [0.0,1.0]
» A partir de escolhas de um valor xq € [0.0, 1.0],
implementamos o procedimento iterativo:

Xk+1 = H(Xk)
para obter sequéncias {xp, x1, X2,

s
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Aparentemente as sequéncias, {xx},cy, geradas a partir dos valores
escolhidos para xg satisfazem:

Xk — X

Algumas questdes devem ser consideradas neste ponto:

» A escolha de ¢(x) = e™™ n&o é unica, No exemplo
f(x) = x — e™*, se considerarmos

x—ex

W) =X e

também temos f(x) =0 <= x = ¢(x). A ndo unicidade de
¢(x) nos traz a questdo sobre critérios de escolha do problema

de ponto fixo, x = ¢(x) equivalente ao problema de zero de
fungdes f(x) = 0.
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» Considerando um particular ¢(x), para quais escolhas de xg a
sequéncia {Xx},cni  Xk+1 = @(xk), converge para X, solugdo
de x = ¢(x)?

» Considerando que as Gnicas informacdes que temos de X s3o:
f(x) =0e x € [a, b]; como obter estimativas de | X — x| 7.
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Para responder a estas questdes vamos analisar qualitativamente a
"dindmica” do processo iterativo xx11 = ¢(xx), considerarando
situacdes distintas variando propriedades qualitativas da funcdo
¢(x), como crescimento e concavidade.

Nesta analise qualitativa vamos representar tanto a funcdo como a
dindmica de forma grafica.
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» ¢(x) uma fungdo convexa decrescente
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A partir de uma escolha de xp € [a, b] obtemos o valor de ¢(xp)
utilizando o grafico da fung¢do ¢(x).
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A partir de ¢(xp) utilizamos o grafico da fun¢do g(x) = x para
obter o valor de x; = ¢(x0)
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A partir de de x; obtemos o valor de ¢(x1) utilizando o grafico da
fungdo ¢(x).
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A partir de ¢(x1) utilizamos o grafico da fun¢do g(x) = x para
obter o valor de xp = ¢(x1)
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A partir de de xo obtemos o valor de ¢(x2) utilizando o grafico da
fungdo ¢(x).
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A partir de ¢(x2) utilizamos o grafico da fun¢do g(x) = x para
obter o valor de x3 = ¢(x2)

y=Xx
14
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Assim a representacdo grafica do algoritmo de Aproximacdes
Sucessivas esta associada a espiral que aparece na figura abaixo:
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» ¢(x) uma fungdo convexa crescente
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» ¢(x) uma fung¢do concova decrescente
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» ¢(x) uma fung¢do concava crescente
25
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Observe o exemplo da figura abaixo
25 ,
y =d(x) y=x
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o procedimento das Aproximacoes Sucessivas gera uma sequéncia
{xx} que ndo converge para X.
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Observando os dois exemplos com funcdes convexas crescentes, um
em que o método das Aproximacdes Sucessivas gera uma sequéncia

que n3o se aproxima de X e o outro onde a sequéncia gerada se
aproxima de X
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25
y = é(x) y=x
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podemos perceber que a distincdo entre estes exemplos esta no fato
de que no primeiro caso (ndo convergente), a magnitude da
derivada da fungdo ¢(x) é maior que 1 e no segundo caso a
magnitude da derivada da fun¢do ¢(x) é menor que 1. De forma
semelhante, se considerarmos exemplos de funcdes decrescentes
com derivadas de magnitude maior que 1 (i.e. ¢/(x) < —1), as
sequéncias { Xy}, N30 convergem para X
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Baseado nestas observacdes procedemos com a seguinte analise
sobre a convergéncia de sequéncias {xx} .y geradas pelo
procedimento de Aproximacdes Sucessivas:

Para podermos fazer afirmacdes sobre a convergéncia de {x}
para X, consideramos a diferenca

)_<—Xk

temos que X = ¢(X) e xx = P(xx_1) e portanto

R — Xk = B(%) — $(xk-1)
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:

(%) — d(xk-1)
Xk =

X — Xk—1 (X - Xk_l)

= X —xk = ¢'(n)(X — xk-1)

onde, a existéncia de um valor 7 no intervalo definido por X e xx_1
é assegurado pelo Teorema do Valor Médio.
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Definindo K por:

temos

’)_(—Xk|§K|)_<—Xk_1|
se esta desigualdade for satisfeita para todo k € N temos
| X = xk-1 [< K| X — xk—2 |

— |R—x [K KX —xk1]) S K?| X — Xk
N——
iterando obtemos:

<K[X—xk—2]

)_<—Xk|§Kk|)_(—X0|
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Observando que | X — xp |< b — a pois X e xp sdo valores no
intervalo [a, b] nés temos que, se xx € [a, b];

Vk € N
| X —xx |< K| X —x0 |[< KK(b—a)
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