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1. Espacos Vetoriais Topolégicos
. Sejam X um K-espaco vetorial, p : X — [0, +00) uma funcao positivamente homogénea em X e
A={xeX:plx) <1}

a) Mostre que A é absorvente e que p é o funcional de Minkowski de A.

b) Mostre que se p € um funcional sublinear, entdo A é convexo.

¢) Mostre que se p é uma seminorma, entao A é convexo e equilibrado.

. Sejam X um R-espaco vetorial topolégico, ¢ : X — R um funcional linear e p : X — R uma funcao
qualquer. Mostre que se p é continua em 0 e se ¢(x) < p(x) para todo x € X, entdo ¢ é continuo.

. Sejam X um espaco vetorial topolégico e Y um subespaco de X. A topologia quociente é a topolo-
gia mais fina em X/Y que torna a aplicagdo quociente 7 : X — X/Y continua, isto é, é a topologia
{VeX/Y:n (V) éaberto em X}.

a) Mostre que 7 é uma aplicacdo aberta e que X/Y munido da topologia quociente é um espacgo
vetorial topolégico.

b) Mostre que se X é localmente convexo, entdo X/Y é localmente convexo.

¢) Mostre que se X é um espaco normado e Y € um subespacgo fechado de X, entdo a topologia
quociente em X /Y coincide com a topologia induzida pela norma quociente.

2. A Topologia Fraca

. Dado um espago normado X, mostre que (X,o(X, X)) é um espaco vetorial topologico local-
mente convexo de Hausdorff.

. Sejam X # {0} um espago normado, x;,..., X, € X* e € > 0. Mostre que existem y;,...,y,, € X" e
5>0taisque U(0;);,...,¥5;0) c U (0;x7,..., x5;€) € {¥1,..., ¥n,} € linearmente independente.

. Seja X um espaco normado de dimensao infinita. Mostre que toda w-vizinhanca basica da origem
contém um subespago fechado de dimensdo infinita. Conclua que todo w-aberto néo vazio é
ilimitado.

. Seja X um espago normado de dimensdo infinita.

a) Mostre queld: (X,0(X,X™)) — (X, | - |) leva limitados em limitados.

b) Mostre que existe uma rede (x;) jey em X tal que x; —0e lx;ll =1 para todo j € J. Conclua
que as aplicacoes

d:(X,0(X, XN =X e lIl:(X,0X,X")— [0,+00)

ndo sao continuas. (Sugestdo: fixe uma base algébrica de X* e use o Exercicio 1.b da Lista 1.
Note que X* também tem dimens3o infinita.)

5. Sejam X um espago normado e Y um subespaco de X.

a) Mostre que (Y,0(Y,Y™)) coincide com a topologia induzida por (X,0(X,X*)) em Y.

b) Suponha que Y sejafechado. Mostre que a topologia fraca em X/Y coincide com a topologia
quociente em X /Y induzida por (X,0 (X, X™)).



6. Sejam X um espac¢o normado e (x,),>1 uma sequéncia em X. Prove as seguintes afirmacoes:
a) (xn)p=1 € fracamente de Cauchy se, e somente se, X, — X, 20 para cada par de sub-
sequéncias (xXp) k=1 € (Xm) k=1 de (Xp)p=1-
b) Se (x;)n=1 é fracamente de Cauchy, entao (x;),>; € limitada.

¢) Se (xp)p=1 é de Cauchy (em norma) e x;, .0, entdo Xn A 0.

w ~ . .
d) Se x,, — x, entdo || x| <liminf| x,|.

e) Se x, = X, entdo existe uma sequéncia (y,) =1 €em co({x, : n = 1}) tal que y;, A, X.

7. Mostre que ¢, € fracamente sequencialmente completo para todo 1 < p <oo.
8. Considere o conjunto K = {e,; : n = 1} U {0}.

a) Mostre que K é fracamente compacto mas ndo é compacto na topologia da norma em ¢ e
em/p, 1<p<oo.

b) Mostre que K ndo é fracamente compacto em ¢;.

9. Seja X um espaco normado.

a) Mostre que se X é fracamente sequencialmente completo, entdo X é de Banach.

b) Mostre que se X é de Banach e tem a propriedade de Schur, entdo X é fracamente sequen-
cialmente completo. A reciproca é verdadeira? Justifique.

10. Sejam K um espacgo de Hausdorff compacto, f € C(K) e (f,) =1 uma sequéncia em C(K). Mostre
que fy L f se, e somente se, (f;,)n=1 € limitada em C(K) e f,(f) — f(¢) para todo t € K. (Su-
gestdo: para a reciproca, use o Teorema de Representacdo de Riesz e o Teorema da Convergéncia
Dominada. Veja W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill (1987), Teorema 1.34, pg. 26,
e Teorema 6.19, pg. 130.)
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