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Lista 3
2023

1. Seja (V,+, -) um espago vetorial sobre R. Sejam u,v € V.
Definimos a diferenca de vetores u — v por:
u—v=u+(-o).

Usando a definicdo de espaco vetorial e a definicdo acima, prove que, se u,v,w € Vea,b € R,
tem-se

(@ —(u—v)=v—u;
(b) u+v = w, se, e somente se, u = w — v;
(c) a(u —v) = au —av;
(d) (a—b)u =au— bu.

2. Em cada item, verifique se (V, ®, ®) é um espago vetorial sobre R.
(a) V =R? com as operacdes:
(xlzyl) S (x21y2> = (X1 +x2/0> e 30, (x/]/) = (IXX,O)

para todos x1, x2,y1, Y2, X, ¥, & € R

(b) V = IR? com as operacdes:
(x1,51) @ (x2,¥2) = (11 +x2,0) e a®(x,y) = (ax,ay)

para todos x1,x2,y1, Y2, X, ¥, & € R.

(c) V={a+0bx*> € P,(R) | a,b € R} com as operagdes:
(a1 +b1x?) @ (ay + box?) = (a1 +a2) + (by +b2)x* e a®(a+bx?) =a+ax?

para todos a1, az,b1,b2,a,b,0 € R

(d) V={(x,y) € R?> |x>0ey >0} com as operacdes:
(r1,y1) @ (22, 92) = (ax2,p1y2) e a®(xy) = (%),
para todos (x1,y1), (x2,¥2),(x,y) € Vea € R.
3. No espagco vetorial R?*, sejam u = (1,2,3,4) ev = (—5,7,—6,8).

a) Determine as quaduplas x, v € IR* tais que x + 2y = u e 3x + 4y = v.
q p Y q Y Y

(b) Existem a,b € R ndo ambos nulos tais que au + bv = 0?

4. No espaco vetorial R?,sejam u = (1,1),v = (1,2) ew = (2,1). Obtenha ntimeros reais a1, by, c1, a2, by, ¢z
com ay # a, by # by e c1 # ¢y tais que aju + b1 + cyw = au + byv + cow.



5. No espaco vetorial M3, (R) sejam

11 01 1 2
A=|00|,B=|21|,C=|1 0].
00 11 0 -1
(a) Calcular2A + B —3C;
(b) Determine X tal que
A+X X-B
> + 5 =G

(c) Existem x,y € R tais que A = xB 4 yC?

6. Seja F(IR,R) o espago vetorial da fun¢des de R em R. Sejam f, g € F(R,R) as fungdes definidas
por f(x) = x> — x e g(x) = x> + x para todo x € R. Mostre que se
a,b,c € Rsdo tais que af + bg +c = 0 (aqui 0 é a fungdo nula), entdoa = b = ¢ = 0.

7. Sejam u e v vetores ndo nulos em um espago vetorial V. Mostre que u é multiplo escalar de v se, e
somente se, v € multiplo escalar de u. O que se pode afirmar caso u e v ndo sejam ambos diferentes
de 0?

8. Sejam u = (x1,x2,...,xXy) € 0 = (Y1,Y2,...,Yn) vetores em R". Mostre que um deles é mdltiplo do
outro se, e somente se, x;y; = xjy; paratodoi,j=1,2,..,n

9. Sejam (U, +1,-u) e (V,+v, -v) espagos vetoriais sobre R. Seja
UxV={(uv)|uelveV}.
Definimos as operagdes + e - em U x V da seguinte maneira:

o (u1,01) + (u2,02) = (U1 +u U2, v1 +v v2) para todo uy, up € U,v1,02 € V;
* a-(uv)=(a-yu,a-yv)paratodoa c R,uec U,velV.

Mostre que (U x V, +, -) é um espago vetorial sobre R.

10. Verifique se W é um subespaco do espago vetorial R> nos seguintes casos:

@ W= {(xy2) € R | x=0};

0) W={(xy2) eR |x=1}

() W={(x,y,z) e R® | x> 0};

(d) W={(xy,2) eR®||y| =z};

© W={(xy2) € R | x =y =0}
(f)W—{(xy,x)e]R3|x€Z};

(g) W={(x,y,z) e R® | x+y €Q};
() W={(xyz2) e R |x*+y* =1}
i) W={(x,y,2) eR® | x+y+2z=1}.

11. Verifique se W é um subespaco do espago vetorial V nos seguintes casos:
(@ V=M(R)eW = {A € Mp(R) | A éinversivel};
(b) V=M((R)eW={AecM,(R) | A" = —-A};
(c) V= M;(R), B €V umamatriz fixae W = {A € Mp(R) | AB = BA}.



12. Verifique se W é um subespaco do espago vetorial P(R) nos seguintes casos:

| p(0) =2p(1)};

| p(t) = p(=D)}

| grau(p) = 0};

| grau(p) = 3};

| os coeficientes de p sdo nameros inteiros };

| p(t) € Q,Vt € R}.

13. Verifique se W é um subespaco do espacgo vetorial V nos seguintes casos:

@ W= {peP(R
(b) W={peP(R
() W={pePR
(d W={pe PR
(e) W={peP(R
() W={peP(R

~— — — ~— ~— —

(@) V=P (R)eW = {p € V| p possui pelo menos uma raiz real };
b) V=P(R)eW={peV|p(a) >0 paratodo a« € R};

) V=PR)eW={peV|pl)=0}

(d) V=DPR)eW={peV|p(t)=at>+bt|abecR}.

14. Verifique se W é um subespaco do espaco vetorial C([0, 1]) nos seguintes casos:

(@ W={fec(o])|f0)=f1)}
) W={fec(o1]) | f(}) =0}

(© W={fec(o])| fy f(t)dt=0};
(d) W={fec(o])] [l f(t)dt = f(0)}.

15. Verifique se W é um subespaco do espago vetorial D(IR) nos seguintes casos:

(@) W={f € D(R) | ftem uma tangente horizontal em (0, f(0))};
b) W={feD(R)|f(0)=f(0)}
© W={feD[R)|f =5f}

(D(R) é o espago vetorial das fungdes derivaveis de R em R.)
16. Seja (V,+,-) um espago vetorial sobre R e sejam U e W subespagos de V. Definimos:
U+W={veV|existemuecUevecVtaisquev=u+w}

(a) Mostreque U +W C V.
(b) MostrequeUU C U+WeW C U+ W.
(c) Mostre que U + W é um subespago de V.

17. Sejam U = {(x,0,0) € R®* | x € R} e V = {(0,,0) € R® | y € R} subespagos de R3. Determine
U + V e interprete geometricamente.

18. Seja (V, +, ) um espago vetorial sobre R e sejam W; e W, subespagos de V.

(a) Mostre que Wi N W, é um subespaco de V.
(b) Mostre que Wi U W, é um subespago de V se, e somente se W; C W, ou W, C Wy.

19. Sejam Wy = {(x,y,z) € R® | x+y+z =0} e Wo = {(x,y,z) € R® | x + 2y + 3z = 0} subespacos
de R®. Determine W; N W, e interprete geometricamente.

20. Sejam Wy = {(x,y) € R* | x —y =0} e W, = {(x,y) € R? | x +y = 0}. Esboce W; e W, no mesmo
sistema de coordenadas e verifique que W; U W, ndo é um subespaco de R2.



