
Introdução à Física de Partículas 
Elementares (Física Moderna IIA)

Aula 06
Paradoxo de Klein, Antimatéria e 

Equivalência Massa-Energia 



Soluções da Equação de Schroedinger 
Independente do tempo

• O que acontece com a função de onda e a 
energia de sistemas não ligados, ou seja, para 
aqueles em que não há uma limitação da 
posição onde a partícula pode ser encontrada?
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Potencial Degrau
• O potencial degrau é uma 

das configurações mais 
simples de se resolver a 
equação de Schroedinger 

• Apesar de idealizado, este 
potencial apresenta 
algumas aplicações práticas 

• Inicialmente, vamos estudar 
o caso em que E < V0
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O potencial degrau I – E < V
0

V(x) =
V0 , se x > 0

0 , se x ! 0

Situação não física: dV/dx|x=0 = ". Idealização, 

pois F = " , mas #t = 0 ! #p = 2p. !"#$%&'()*+*,'-

Caso clássico: partícula refletida em x = 0, se E < V0.
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Potencial Degrau
• Como esperado, tem-se a 

função de onda da partícula 
livre para x<0 

• Para x>0, como no caso do 
poço de potencial finito, 
existe uma probabilidade da 
partícula ser encontrada na 
região classicamente 
proibida 
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ψ(x) =
D
2 (1 + i k′ 

k ) eikx + D
2 (1 − i k′ 

k ) e−ikx

De−ik′ x
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Potencial Degrau
• Apesar disso, calculando-se o chamado coeficiente de 

reflexão da onda incidente (R), que é dado pela razão 
entre o quadrado da amplitude da onda que viaja na 
direção de x negativo (B) e o quadrado da amplitude 
da onda que viaja na direção de x positivo (A) 

tem-se que R = 1

R =
B�B

A�A
=

(1� ik⇥/k)�(1� ik⇥/k)
(1 + ik⇥/k)�(1 + ik⇥/k)

=
(1 + ik⇥/k)(1� ik⇥/k)
(1� ik⇥/k)(1 + ik⇥/k)

= 1
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Potencial Degrau
• Neste caso, E > V0 
• Este tipo de problema 

reproduz, por exemplo, o efeito 
fotoelétrico quando o elétron 
tem energia ligeiramente 
superior à energia de ligação 
do átomo  

• Classicamente, espera-se que a 
partícula apenas diminua sua 
velocidade ao passar por x=0
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ψ(x) =
Aeikx + A ( k − k′ 

k + k′ ) e−ikx

A ( 2k
k + k′ ) eik′ x



Potencial Degrau
• O resultado surpreendente neste caso é que R > 0, pois: 

enquanto classicamente não se espera nenhuma reflexão. 

• Podemos calcular também o coeficiente de transmissão 
pela barreira (T), sabendo que:

R =
B�B

A�A
=

�
k � k⇥

k + k⇥

⇥� �
k � k⇥

k + k⇥

⇥
=

�
k � k⇥

k + k⇥

⇥2

R + T = 1� T =
4kk�

(k + k�)2
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Potencial Degrau
• Portanto, quando a 

energia da partícula é 
ligeiramente maior que a 
amplitude da barreira, 
existe uma probabilidade 
da partícula ser refletida, 
contrariando a 
expectativa da física 
clássica FNC0375 - Física Moderna 1     
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R e T são simétricos pela troca k1 k2. Portanto, em termos de coeficientes 

de reflexão e transmissão, tanto faz se a partícula sobe ou desce o degrau. 

E o coeficiente de transmissão:
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Potencial Degrau com a Eq. de Dirac

• O que acontece 
quando este mesmo 
problema é aplicado 
na Equação de 
Dirac?

FNC0375 - Física Moderna 1    
Aula 15

5

O potencial degrau I – E < V
0

V(x) =
V0 , se x > 0

0 , se x ! 0

Situação não física: dV/dx|x=0 = ". Idealização, 

pois F = " , mas #t = 0 ! #p = 2p. !"#$%&'()*+*,'-

Caso clássico: partícula refletida em x = 0, se E < V0.

0
2

0 para )()(
2

22

<!><+=
m

p
xxVxV

m

p
E

Quântico:

!!
!

!
!

EV
dx

d

m
x

E
dx

d

m
x

=+">

="<

02

22

2

22

2
:0

2
:0

!

!

Para x ! 0: solução para a partícula livre:
xikxik

BeAex 11)(
"

+=!

!

mE
k

2
1 =com: 

E

9



Potencial Degrau com a Eq. de Dirac

, onde  

 , onde 

ΨI(z, t) = A

1
0
pc

E + mc2

0

eipz/ℏ + C

1
0

− pc
E + mc2

0

e−ipz/ℏ pc = E2 − m2c4

ΨII(z, t) = B

1
0

− p′ c
V0 − (E + mc2)

0

eip′ z/ℏ p′ c = (E − V0)2 − m2c4
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Potencial Degrau com a Eq. de Dirac
• As correntes de probabilidade serão: 

 

 

⃗jI = A*A ( 2pc2

E + mc2 ) ̂ez

⃗jrefl
I = − C*C ( 2pc2

E + mc2 ) ̂ez

⃗jII = − B*B [ 2p′ c2

V0 − (E + mc2) ] ̂ez
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Potencial Degrau com a Eq. de Dirac
• Portanto, teremos: 

 e 

 

onde 

R =
| ⃗jrefl

I |

| ⃗jI |
=

−C*C
A*A

=
(1 + γ)2

(1 − γ)2

T =
| ⃗jII |

| ⃗jI |
=

B*B
A*A

2p′ c2

V0 − E − mc2

E + mc2

2pc2
=

4γ
(1 − γ)2

γ =
(V0 − E + mc2)(E + mc2)
(V0 − E − mc2)(E − mc2)
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Potencial Degrau com a Eq. de Dirac

• Esse resultado indica que, se , teremos 

  

ou seja:  

• Mas de onde vem esse aumento da probabilidade? 
• Do mar de Dirac!

V0 > E + mc2

γ =
(V0 − E + mc2)(E + mc2)
(V0 − E − mc2)(E − mc2)

> 1

| ⃗jrefl
I | > | ⃗jI |
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Paradoxo de Klein
• Este resultado 

  

e o fato de   apontar para o sentido negativo 
do eixo z é conhecido como Paradoxo de Klein 
• Ele pode ser compreendido a partir da ideia de 

antimatéria, proposta na Equação de Dirac

| ⃗jrefl
I | > | ⃗jI |

⃗jII
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Paradoxo de Klein
• Os elétrons a mais na região I 

e, como não deve haver 
elétrons na região II, isso é 
interpretado como a criação 
de pares elétrons-pósitrons, 
sendo que os elétrons viajam 
para a região I na direção 
negativa do eixo-z e os 
pósitrons (antimatéria) no 
direção positiva do eixo-z

15

120 5. The Klein Paradox 

v 
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Fig. 5.3 Fig. 5.4 

Fig. 5.3. Positive and negative energy continua of the free Dirac equation 

Fig. 5.4. Upper and lower continua in the regions with and without potential. For Va> moc2 + E, the 
electron impacting from the left is confronted with electrons from the lower, occupied continuum at 
the right 

region 1. However, according to our assumptions there are no electrons in region 
II. Hence the results must be reinterpreted. This is achieved by interpreting the 
Dirac field as a many-body problem, i.e. by means of the hole theory. In hole 
theory the formally obtained solutions to negative energy are taken seriously and 
thus two electron continua exist (Fig. 5.3). 

As outlined in Chap. 4, the negative energy states must be occupied by electrons 
to stabilize the vacuum. This hypothesis now allows the following explanation for 
the Klein paradox. If the potential Yo > mo e2 + E, where E is the energy of the elec-
tron in region I, then the energies of the level spectrum in region II are lifted by Vo. 
As seen in Fig. 5.4, then a part of the positive energy spectrum of region I overlaps 
with a fraction of the lower energy continuum of region II. Therefore, electrons 
impacting on the potential barrier from the left can knock out electrons from the 
occupied lower continuum states at the right. This explains that the reflected elec-
tron current is larger than the incoming electron current, (5.43). In the domain of 
the potential (region II) a positron current (i.e. hole current) is produced. 

We can now understand within this picture, why according to (5.33) plane 
waves may exist in region II. These are positron waves. Furthermore, one can 
also understand the sign of the currentju of (5.41). It is a positron current in + ez 
direction, which is equivalent to an electron current in - e z direction. Indeed 
from (5.41) 

]• +].refl =]' (1 _ I e21) 
I I I la2 1 

. ( -4 Y ) . =11 (1_y)2 =]U· 

(5.44) 



Antimatéria
• Portanto, a Equação de Dirac tem como 

resultado a existência da antimatéria e uma 
explicação mais fundamental do spin 

• O spin já era conhecido, porém uma anti-
partícula nunca havia sido observada. Como 
ela foi descoberta?
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