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O loop de otimizacao topologica
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Objetivos da aula

* Praticar a analise de sensibilidade

* Aprender seus detalhes (duvidas?) através da
implementacao de uma expressao analitica e do Metodo das
Diferencas Finitas

“mao na massa’

* Entender o que é o Metodo das Diferencas Finitas e sua
aplicacao em Otimizacao Topologica
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Otimizacao Topologica
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minimizar
sujeito a

df (x)
dx;
dg;(x)
dx;

f(x)

gix) <0
x = (0,1)
Projetar a estrutura mais rigida possivel, - f(x)

9j (%)

utilizando uma fracao de volume prescrita



Maximizar a rigidez

* “rigidez = 1/flexibilidade”

« “flexibilidade” = “compliance estrutural”
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Compliance estrutural

U, = %fﬂ u’B'DBudV Ku=F
|74
_ C(x) == F"
(K] fvf f B”DBdV X)=570u
ot L




Principios da elasticidade
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Maximizar a rigidez

* “rigidez = 1/flexibilidade”

« “flexibilidade” = “compliance estrutural”

f(X)—-FT

/ \

Forcas aplicadas ~ Deslocamentos

D
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Minimizacao da compliance sujeito a volume estrutural

* Formulacao do problema: o 1 .
minimizar EF u
. Vx)
sujeito a v <V
e Equilibrio: = 0
q Kx)u =F 0<x <1

df) _1dF"w) | dg;(®) _ 1d¥x)

 Sensibilidade: —
dx; 2 dx; dx; Vo dx;
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Métodos de otimizacao baseados em gradiente

Minimizar f(x)
sujeitoa  g;(x) <0
. A®
dx;
., 49,
dx;
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Analise de sensibilidade

* Gradiente das funcoes objetivo e de restricoes
 Fornecer a informacao necessaria ao otimizador

* Alguns métodos disponiveis

 Metodo das diferencas finitas (o
o MétOCO direto secan
* Método adjunto

=7
e Método semi-analitico

* Diferenciacao automatica x x+h
h

&

Book: Haftka and Gurdal (1992), “Elements of Structural Optimization”
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Trabalho 2

 (Calcular: ) f'(x)

)
dxl-

1. Derivar uma expressao analitica para f'(x)
e implementar uma funcao para calcula-la.

2. Verificar se a funcao implementada esta
correta comparando seu resultado com o
resultado obtido pelo Método das
Diferencas Finitas.
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Método direto

* Derivada direta da funcao objetivo com respeito a variavel

de projeto
df(x) 1d(F'u) 1d(u"Ku) F = Ku
dxl- B 2 dxl- B 2 dxl-

T1 dK K = A > K;(x)
= U K —UuUu —u
2 dxl-

&,

o
Z
<



Método direto

Encontrar dw,
dx;
10x5

F = Ku F=1N
dF  d(Ku) du dK

- = =K—+—-——u

dx; dx; - dx; dx;

du -1 9K dK

\Dl dxl- B dxl u

o
Z
<



Método direto

-1
df(x) . da 1 _dK Iy~ K -—u
dxl- = u Kd—xi+§u d_xiu L L

df (x) dK 1 ..dK

_ TKK—l_ Y R
dxl- " dxiu+2u dxl-u
df(x) 1 _dK
= —u —u
dxl- 2 dxl-
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Derivada da matriz de rigidez

Ei(x)

dK D=
e (Calcular — 1—v2
dx;

=T

S =R <

o O

(1-v)

)

Uso de um modelo de material:

_ dE (x B (SIMP - Solid
El(X) = xlpEoﬂ ( ) — pxlp 1EO Isotropic Material
dxi with Penalization)
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Derivada da matriz de rigidez

1 v 0
 Uso de um modelo de material: D = 1E_(Xv)z v (1 gv)
0 O
2
dE (x) - df (x) 1 ..dK
_ P 1 = ——ul—
E(X) = xl- EO ) dxl- = pxzj EO dxl- - 211 dxiu
dK(x) d(¢ J, B" DBdA) R
A, dx, = PX; i
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Derivada analitica (implementacao)

df(X) _ _1 xp—l
dxl- Zp L

T
u; K;u;

1. Pseudo-densidade x;,
penalidade p.

2. Matriz de rigidez do elemento.

3. Deslocamentos.
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Derivada analitica (implementacao)

df (x) 1 »o1 7 E=1Pa
dxi — _prl ui Kiui V=03
I o
1. Pseudo-densidade x;,
(10x5) m

penalidade p.
2. Matriz de rigidez do elemento.
3. Deslocamentos.
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Método das diferencas finitas

ds _Jo—/
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Método das diferencas finitas

O erro associado a essa A cortral-dfference

. , backward-difference
derivada é geralmente menor

Ax é pequeno.

forward-difference

 E um metodo de aproximacao,

frequentemente utilizado. fx) j
 Utilizado em casos onde nao T >

temos a expressao analitica da

derivada https://www.wikiwand.com/en/Finite difference

&,

o
Z
<


https://www.wikiwand.com/en/Finite_difference

Método das diferencas finitas

+ f(0) =;F"u

df (x x+Ax)—f(x
v Caleular X o FEHO-F() o
dx; Ax v;OBa
libri F=1N
equilibrio o 10x5
K(x)u=F
montagem (10 X 5) m
— p
K(X) = A - Ki(xi ) X; = elemento
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Método das diferencas finitas

e Crie um vetor de pseudo-densidades (variaveis de projeto) x = {1}
* Calcule f(x) e armazene seu valor, e.g., f;
 “Loop” nos “pontos” x;, i.e., nos elementos escolhidos
* fori=l:number_of points
* Adicione o passo, pseudo-densidades x; = x; + Ax;

e Resolva K(xlp *)u = F, com xlp
e (Calcule f(xlp*), ie, f(x + Ax)
afx) _ f&+Ax)—f(X)

dx; Ax

*k
incluindo Ax em i

e (alcule
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Trabalho 2

e (alcule:

df® _ 1,

dxl, o prl u’HKiui

* Compare com:

df(x) f&x+A4x) — f(%)

dx; Ax
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error

0.08
S id1
0.06 1 ~—id50
ooal | id100
: id150
“——id200
0.020-.L
002}
-0.04
-0.06 ' . .
107° 10 1073 1072 107"

step
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Comportamento monotonico

 Expansao de série de Taylor com truncamento linear:

C( ) C C(X) Remocao de um elemento, de sélido
— (:/ \ (variable 1) para vazio (variable 0) A
‘ px=—1 —

— <

0x
Como ambos sao negativos, a 0 C(X) —>
remocao de um elemento implica em —=—> A >0 Funcio monotdnica
um aumento na compliance C(X). 0x

D
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Método adjunto

* Derivada de uma funcao aumentada:

L(x) = f(x) + equilibrio

0

L(x) = %FTu + Aig&l_/l;)

dL(x) B df (x) Variavel adjunta

Ku

1
|

\D} dxl- dxi
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Método adjunto

* Derivada de uma funcao aumentada :

1
L(x) = EFTu +A'(Ku-F)

dL(x) la(FTu) T 0(Ku — F)

dxl- B 2 axi 6xl-
dL(x) 1 . Ju 0K du
— _FT_ b K —
dxl- 2 6xi A (0xl ut E)xl)

&
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Método adjunto

d
* Agrupe as variaveis desconhecidas, e.g,, a;l
l
dL(x 1 ou oK
( ) FT + ATK A’ —Uu
dxl 9 axl axl
a p—
Para cancelar — : et
ox;
1 1 e— .
EFT_l_}LTKz() — K}L:_EF }‘z_zu
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Método adjunto

° = —=-U:
dL(x) 1 ’ 0 1 ..0K
X u
— _FT = TK T
dx; (2 Zu )axl Zu axiu
dL(x) 1 _0K dfx) 1 59 7
_ 1 pok __ K
ax, 211 aXL.ll dx, prl i KU
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Método adjunto

* (Geralmente

~ Co 1
Funcao objetivo: ¢ = ¢(U(x)) P(x) = EFTu
. 09 1 1
Problema adjunto: KA = —— KA=——F == A=——u
du 2 2
dap 99 0K dp 1 0K
Sensibilidade: dx, - ox, + a—xiu i~ 2 u o, u
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Diferencas finitas X Metodo direto X Método adjunto

* Diferencas finitas (DF)

* Requere a solucao de uma f(X) para cada x;.

* Otimizacao topoldgica geralmente emprega muitas
variaveis x;, implicando em um alto custo
computacional para a DF e impraticavel.

* Contudo, é muito util para verificar a sensibilidade

analitica. df(x)  f(x+Ax) — f(x)
dxl- - Ax

K(x)U = F

&,

o
Z
<

In<p 31



Diferencas finitas X Metodo direto X Metodo adjunto

 Metodo direto
» Util para problemas “auto-adjuntos” nos quais a derivada
direta € possivel (nem todos os problemas sao desse tipo).
* Oferece uma expressao analitica que pode ser
diretamente implementada.
* Baixo custo computacional.

df (x) 1 ~1
dxl- = —prlp U?Kiui
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Diferencas finitas X Metodo direto X Metodo adjunto

* Metodo adjunto
* Mais geral e elegante, sendo util em muitos problemas.
* Oferece uma expressao analitica mas isso depende da
solucao de um problema adjunto.
* Baixo custo computacional.

0p dp 99 . 0K

Kh=-— 22
U dxy oxm N o
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Sensibilidade do volume

« Método direto: V(x) = A - x;V;

dg 1oV(x) Vi
dx; V, O0x; Vo
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Metodo semi-analitico

 Meétodo semi-analitico (derivada discreta): operador
diferencial quando ha a remocao de material.

d_g _ g(x; - 1) —g(x; = 0)—, valorda func3o objetivo

dx; 1-— O\ quando a variavel x; é 0.
Ax

Valor da funcao objetivo
quando a variavel x; é 1.

i
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Metodo semi-analitico

 Meétodo semi-analitico (derivada discreta): operador
diferencial quando ha a remocao de material.

dg g =1) —g(x; =0)
dxi 1-0

dg _ 1V(Xi=1)—V(Xi=O)_Vi
dx; V, 1-0 A

&
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* Obrigado!

PNV
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Estruturas civis (peso proprio)




Peso proprio - modelagem

l 0 l be=fNdeQ
Q)

N = {Nli 0, Nz, O, N3, 0, N4_, O,
0,N;,0,N,,0,Ns,0,N,)

Forca de corpo: depende do be — Vpg {O, — 1, O, — 1’ O’ — 1’ 0’ —_ 1}

Q) volume ocupado pela estrutura! 4 4 4 4
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Analise estrutural

Ku =F
§ 3
1
C(x) ==F'U
2
- nel
vV:e-b=0 F —— zbe(p)
u=uyinrl =1
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Analise de sensibilidade

dL(x) dC(x)
* Pelo método adjunto: dx;  dx;

1
L(x) = EFTU + AT (KU - F)

dL() _ 1d(F'U) (KU ~F)
dxl- B 2 dxl- dxl-

dL(x) 1 dFTU_I_ 1 dU o p(dK.  dU dF
dxi B 2 dxl- 2 dxl- dxl- dxl- dxl-

&

PNV 41



Analise de sensibilidade

dau
Agrupando ax
dLe) _ (1o are) 94U, dFTUHj dK = r dF
dxl- - 2 dxl- dxl- dxl- dxl-
dau
To cancel —:
dx;
1 1 1
EFT-l‘}\.TK:O m—) K}\»=_§F e— }\,=—§U

D
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Analise de sensibilidade

e A =_1
2
dL(x) (1 P \NdUu 1dFT 1 _dK dF
= (ZFT UK |— +=— U—--UT—U+UT—
dxl- (2 ) dxl- T 2 dxl- 2 dxl- T dxl-

dL(x) dF’ 1 __dK
=— U—=-UT —
dxl- dxl- 2 dxl-
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Comportamento nao monotonico

dL(x) dF' 1 __ dK
dxl- B dxl- 2 dxl-
df (x) 1 _
dx, biu; — Spx; u Ky,
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Modelo de material:

P = XiPo
E =x39E0

(Bruyneel and Duysinx, 2004)

44



Outros casos - restricao de deslocamento

o I
Mln}rmlze Cx)=u Ku,
Vix)
Vo
u* <,
Ku=F, o
xj €{0,1}, j e [l, Ng] S

<V,

Subject to
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Ve
O(x;) =u"

Expressao final:

d®_6®+lT6KU ou™ p—l(E _E -)lTku-

dxl- B axi axi 8_)5} o pxj 0 min/“* j 0%
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Sensibilidade da frequéncia natural

* Equilibrio:
(K—w?Mu=0

* Funcao objetivo:

U= w

 Sensibilidade:

(2K om)
fﬂi__ll aXf Llaxi u
dx; u’Mu

&
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