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Programaciao Quadratica Seqiiencial (PQS) °

Min f(x)
Seja o problema de otimizagdo:| x

tal que g;(x)20, j=1,..,n

g

A cada iteragdo a dire¢do de movimento ¢ obtida resolvendo o
subproblema de programag¢ao quadratica (PQ):

Aproximagao
positiva-definida da
Matriz Hessiana
da funcao
Lagrangeana

Min ¢(S) = f(x(i)) + STVf(X(i)) + (1/2)81::;{()‘(0’/10))8

S
tal que gj(x(i))-l_sTvgj(X(i))ZO’ jzla--an

g

Cuja soluc¢do fornece se 1, = x™ =x? + a5 onde a ¢ obtido
i+1
minimizando:
(1)
]

wlar)=fx)+ iﬂj‘min((),gj(xu onde: uj(“ = max{
=
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Programacao Quadratica Seqiiencial (PQS) *

A matriz A deve ser positiva-definida. E inicializada com a matriz
identidade e atualizada com aproximagao do tipo BFGS:
i AAXAX'A N AIAI"
Ax'AAX  Ax'Ax
onde:Ax=x,,-x, e Al=V _L(x,,,4)-V, L(x, 1)

A=A

novo

Onde L ¢ a fungdo Lagrangeana e V_denota o gradiente de L em

relag@o a x. Para garantir que A seja positiva-definida A/ ¢ modificado
se Ax'Al <0,2Ax" AAx e substituido por:

0,8Ax " AAX
Ax"AAX — Ax"Al

Al'=60Al+(1-0)AAX onde:0 =
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Exemplo 5

Min  f(x)=3x, +/3x,
XI,XZ
18 643
tal que g =3-—-—-20
X X
g,=%,—-573=0
g,=x,-71720

Ponto de Partida:
x, =1,6Lx,=717=g =0;g,=0;f=4725=

IR (1 P (L e )
150 B T 02021 VB T o

Vo — 0 . 10
g, = ) Iniciando com A=1= 01

s ¢ obtido resolvendo:

Min ¢(s) = 47,25 +3s, +~/3s, +0,55,” +0,5s,”

S1,82
tal que & = 013355 +0,20215, >0

g,=588+s,20
g;=5,20

Solugdo usando o comando QUAPRO

do SCILAB:
A =4=01=128;s, =-1,29;5, =0,855=

11,61 -1,29
=>x, = +a ;
7,17 0,855
onde @ ¢ obtido minimizando y(«). Na

primeira iteragdo 4, =|4]:
w=3(11,61-1,29)+3(7,17 +0,8550) +

863 |
11,61-129a  7,17+0,855¢|

=a=272 x"=(8,77,9,05)"; f(x")=41,98
g,(x"”)=-0,201  Atualizando A:

L=3%, +3x, 12,83 18/x, + 6J3/x, )=
=V, L=(3-2304/x, V3-133/x,’) =

= Ax=x" -x© = - 284 5
1,88
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+12,8

Exemplo 6

A=V I(x")-V L(x)= {; 192;} =

= Como A =I= Ax"AAx =11,6;
AxTAI =553 > 0,2Ax " AAX =
AxAXT AIAIT {0,453 0,352}

S AL =1-— =
Ax Ax Ax Ax [0,352 0,775

novo

+

Min #(s) = 41,98+ 3s, ++/3s, +0,5(0,453s,” +
S1Sy +0,775s,” +0,704s,s,)
tal que g, =—0,201+0,234s, +0,127s,> 0
2,=3,04+s5,20
g,=188+s,20
Solugdo usando o comando QUAPRO
do SCILAB:
A, =2, =0;A4,=14,31;s, =1,059;s, = 0,376
& ¢ obtido minimizando:

yla)=fa)+pg (@)

onde: y, = max[ﬂl,%Q/ll‘ g )j —1431=

=a=0,5=x?=(9,30;8,86)";
f(x?) =43,25; g,(x*)=-0,108
A solugdo 6tima é: x" =(9,46;9,46)";
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MMA — Method of Moving Asymptotes

» Utilizado para problemas gerais de programac¢ao nao lineares;

* E capaz de lidar com grande nimero de variaveis e restri¢des;

* O MMA lineariza o problema original, criando um subproblema
de aproximagdo convexa;

* O MMA também calcula os limites inferior e superior dos valores
que as varidveis de projeto podem assumir no subproblema
linear. Esses limites sdo chamados de Assintotas, que sdo
Mbéveis por serem recalculadas a cada iteracao da otimizagao;

* Variagoes: GCMMA, GCCMMA

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

MMA — Method of Moving Asymptotes

Considere o problema:

Minimizar fox) (x€ERM)
Tal que fix)<0 comi=1,..,m
Xj <X <X paraj=1,..,n
Utilizando o MMA
Dados de entrada a serem calculados na iteragdo k
k
o ® 0fy"
Funcao objetivo e derivada /o (), (k)
0x
) k
Restrigdes e derivadas f-(k) 0, 0 fi( ) comiz1 . m
i ax(k)
Vgrlgvels (}e.pTOJetO e 0 ) —(0
Limites minimo ¢ maximo X; Xjp X

[ Emilio Silva e Renato Picelli |




MMA — Method of Moving Asymptotes

Solu¢io do problema dentro do MMA

Para cadai = 0,1, ..., m, em cada iteracao k, o subproblema convexo ¢

1 . n (F) (k)
escrito como: ®) o Pij Qij
fi (X) =r + k +
. u® —x  x - L%
j=1 ] ]

j j
onde
2
p& — (Uj(k) - xj) 0fi/0x;, ifdfi;/dx; >0
ij 0, if 0fi/9x; <0
Q" = o2
U= (- 19) afi/0x;, if 0fi/ox <0

0 0.5 1 1.5 2

n o/ p® o® de mod
k k i i .
r® = 10 (%) _Z (k)J L o =) Encontrar x; de modo que
—\ U —x; x;—L; (k)
, J=1\7Jj 7 J J 7. -0

Residuo L

[ Emilio Silva e Renato Picelli]

MMA — Method of Moving Asymptotes

Calculo das Assintotas Moveis

Considere k a iteragcdo do loop de otimizagao.

0 _ 00 _ (= _
Parak=0ek =1 Lf(k) - xj(k) (x] EJ)
Up™ = x5+ (% — xp)

k) _ (k) _ (k=1) _ ;(k-1)
Para k > 2 L7 =x So (xj L; )
U].(k) _ xj(k) + 5, (Uj(k—l) _ xj(k—l))

Variavel
/ oscilando

0 _ (k-1 (*k-1) _  (k-2) _ Variavel
Se (xj x; ).(x]— x; ) <0 » so = 0.7 i
convergind
b -2 k-1 (0
(k) (k-1) (k-1) (k-2) _ X; X; X;
Se(xj - X ).(xj - X )20 » So =12 J j J
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Algoritmos Programacao Matematic X Probabilisticos *

Algoritmos Baseados em Programacao Matematica

* ndo garantem que foi obtido o minimo global (a menos que o
problema seja convexo). Devem ser feitas varias tentativas alterando-
se o “chute” inicial;

* ha algoritmos que permitem utilizer variaveis discretas;

* Em geral, precisam de gradients.

Algoritmos Probabilisticos

* Maior probabilidade de obter o minimo global;

» Somente utilizam variaveis discretas;

* Nao utilizam informacao de gradientes;

* baseados em fendmenos observados na natureza

* processo de busca randomica guiada por decisdes probabilistica
* Imposic¢do de restri¢des ¢ dificil

variaveis discretas — espaco de solucio disjunto e desconexo = introdugio
de multiplos minimos locais e dependéncia da discrertizagao;

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Algoritmos com Variaveis Discretas

Como variar o material de zero a um?
?
-
0 1

L. . Minimos locais
O problema de otimizagao topoldgica

considerando valores discretos (zero ou
um) ¢ mal-posto, ou seja, NAO
apresenta solugdo. Essencialmente, o
que acontece ¢ que a utilizacao de
valores discretos origina multiplos

minimos locais causando instabilidades X
, . , .. X
numéricas. Isso também origina uma
dependéncia da solucao em relacao a

. . Minimo global
K discretizagdao do problema. / s

[ Emilio Silva e Renato Picelli |




Simulated Annealing

13

* “Simulated Annealing”

robabilisticos . g
P * Algoritmos Genéticos

Algoritmos {
mais usados

“Simulated Annealing” ou Recozimento Simulado

Baseado num fendmeno de mecénica estatistica relacionado com o
equilibrio de um grande nimero de atomos em soélidos e liquidos numa|
certa temperatura mmp solidificagdo de metais ou formagao de cristais

Resfriamento rapido mmp estado s6lido pouco estavel (atomos assumem
posicdes de minimos locais de energia potencial na estrutura matricial
do metal). Para obter um estado mais estavel de energia (minimo
global) = Recozimento: metal é reaquecido até altas temperaturas e
resfriado lentamente (atomos tem tempo para encontrar locais de
energia potencial minima globais estaveis)

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Simulated Annealing H

Baseado no Algoritmo “Metropolis”

Gado T (temperatura)mmp perturbagao randomica da posicao do éto®
mm) calcula AE:

* Se AE<0 aceita nova configuragao de atomos;

* Se AE>=0 decisao ¢ baseada na seguinte funcao probabilistica que
calcula a probabilidade de aceitagao:

—AE

( kT J kg — constante de Boltzmann
\_ P(AE)=e"T)

/

A decisiao ¢ obtida escolhendo-se de forma randomica um nimero
pem (0,1) e comparando com P(AE):

Se p < P(AE)™= configuragio ¢ aceita

Se p> P(AE)w= configuragio € rejeitada

[ Emilio Silva e Renato Picelli |




Simulated Annealing 15

Note que:
* Se T ¢ altomy P(AE) é proximo de 1;
 Se T ¢ proximo de zero P(4E) ¢ muito pequeno;

Assim a cada temperatura um conjunto de estruturas atdmica seria
gerada pela perturbagdo randomica da posi¢do até que o “equilibrio
térmico” seja atingido (estado estavel). A temperatura ¢ reduzida e as
iteracdes sdo repetidas. Os passos sdo repetidos iterativamente
enquanto a temperatura ¢ reduzida de forma lenta até atingir o minimo
estado de energia.

Analogia com o problema matematico de otimizacao

Estados de energia mmp fungdes objetivo

Configuragdes dos d&tomos mmp variaveis de projeto x

Temperatura T pardmetro de controle de convergéncia
Somente valores de fungdo sdo usados

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Simulated Annealing 1
Desempenho do Método
 Temperatura T; R
* Atualizagao de T; “Cooling
* Numero de iteragdes (combinagdes de variaveis de Schedule”
projeto) necessarias para atingir o “equilibrio térmico”,
antes de reduzir 7T; J
(" SeT, ¢ baixo mmp baixa probabilidade de atingir o minimo )
Escolha de T: v _
%) v
P(AE)=095=¢ >0 =———=
9 In(1/0.,95) )
4 Regras de Atualizagdao da temperatura: )
eT,,=al, k=012,..K 05<a<095
. o e g . K _ k
Dividir [0,7}] em K passos: T, = T, k=012.K

N K J

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Simulated Annealing

nitialize X0, To)

fara) Fluxograma do Método

k=o,m=0

1

xi=xieax
fi=fd)
AfU=f)-f1

- STOP

Emilio Silva e Renato Picelli]
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Algoritmo Genético

ﬁ)erivados da biologia mmp Teoria de Darwin (sobrevivéncia do mah
resistente. Ao longo das geracdes, caracteristicas que sdo uteis para
sobrevivéncia sdo passadas adiante para os individuos sucessores.

Essas caracteristicas sao armazenadas na codificagdo dos
cromossomos. Os mecanismos da genética para troca randomica de
informagdes entre os cromossomos dos pais reprodutores sao
baseadas nas seguintes operacdes: reproducdo, cruzamento, ocasional,
mutagdo e inversdao do codigo cromossomico.

Algoritmos Genéticos simulam os mecanismos da genética natural
para solucdo de problemas de otimizac¢do. Codigo cromossomico ¢
representado por uma “palavra”. As operagdes envolvem trocas
randomicas das localizagdes de nimeros numa palavra. Utiliza
somente o valor da fungao.

[ Emilio Silva e Renato Picelli |




Algoritmo Genético 19

Representagdo da combinagdo de variaveis de projeto palavras de
bits que “emulam” os cromossomos. Por exemplo:

. x0.x,,x, 1 =1{6,5,3.11= 0110101111011

X Xy X3 Xy

/ Ideal para variaveis discretas ou inteiras, no caso de Varia’weis\
continuas mmp grande numero de bits para representacao (depende
da precisdo desejada). Nesse caso, nimero m de digitos bindrios
necessarios para representar uma variavel x; num intervalo x; e
xY. com precisdo x'"" vale:

N {le <x < xlU}:> 2" > ((xlU —xl.L)/xinCr +1) y

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Algoritmo Genético 2

Trabalha com populacao de palavras (ou cromossomos) € ndo com
um unico ponto do espago de projetommp Implementacdo com
vantagens em computadores paralelos. O resultado do algoritmo
genético ¢ uma populagdo de bons projetos (“palavras”™).

Exemplo de seqiiéncia de operagdes de um algoritmo genético:
( Dimensao da populagdo ¢ escolhida e valor das variaveis em ca@
“palavra” ¢ decidido randomicamente (Os e 1s para os bits).

2. Reprodugdo: “palavras” com um bom valor de funcao objetivo
sao copiadas para formar uma nova populacao (Teoria de
Darwin), ou seja, ¢ aumentada a probabilidade de sua escolha em
relagdo ao resto da populagdo. A nova populagdo tera multipla

\cépias dos individuos mais resistentes. /

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Algoritmo Genético

/ 3. Cruzamento: “palavras” da nova populagdo sdo agrupadas
randomicamente em pares para o cruzamento. Um inteiro
randémico k € selecionado entre 1 e L-1, onde L é 0
comprimento da palavra, e entdo (por exemplo, L=9 e k=5):

pail:01101[0111 palavra gerada 1:01101]0001

) geram
pai 2:01001]0001 palavra gerada 2:01001[0111

Cruzamento de “um ponto”. Outras possibilidades:
k cruzamento de “dois pontos” e “multi-ponto”.

4. Mutagao: seleciona uma palavra randomicamente e altera seu
valor de 0 para 1 ou vice-versa. Evita uniformidade, ou seja, que
hajam muitas palavras iguais na mesma populagdo, o que ocorre no
estagio da reprodugdo. Caso contrario, a chance de encontrar
melhores solugdes seria reduzida. Efeito no desempenho do
algoritmo ¢ secundario (1 mutagao em 1000 operacdes de bit).

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Algoritmo Genético

Algoritmos heuristicos ndo funcionam para Otimizagao Topologica!!

Struct Multidise Optim (2011) 43350596
DO 10.1007/00158-01 1-0638.7

FORUM

On the usefulness of non-gradient approaches
in topology optimization

Ole Sigmund

Received: | February 2011 f Accepted: 11 February 2011 / Published online: 31 March 2011
@ Springer-Verlag 2011

automotive and aerospace industries throughout the world.
ad ;

and Rozvany 1991

), the level-set approach (W 3
Alaire et al. 2004), the evolutionary struetural optimiza-
tion approach (Xie and Stever ! phase-field methods
(Wang and Zhou civatives (Sokolowski
required number of func-
calculations) 1$ similar for
approaches and typically lies

computational mple problems for  ca
which there already exist efficient solution lechniques. variables. For 2D) problems discretizations using 1000 ele-
ments is the minimum (e.g. used in the interactive topology
Keywords Topology optimization - Genetic Algorithms
Stoehastic optimization - Discrele cptimization

1 Introduction

Since its introduction more than two decades ago the

11



Sensibilidade em Otimizacao »

Objetivo: Calcular as derivadas da funcao objetivo e
restri¢des em relagdo as variaveis de projeto

S~

.

Permite analisar a mudanca do comportamento da estrutura )
devido a pequenas mudangas de seus parametros (dimensoes,
propriedades de materiais, etc...) com custo menor do que
realizar novas analises. Y,

Meétodos para 0 ("« Diferengas Finitas

calculo de « Métodos Semi-analiticos | FTecisao
sensibilidade * Métodos Analiticos aumenta

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Método das diferencas finitas 0
T 4d
ax Ax
da
/i &
A A backward-difference central difference

N> forward-differencq

f(x)

\j

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Calculo da Sensibilidade

Aproximacao por Diferencas Finitas

/ Para n varidveis de projeto: \

Progressiva: du _ux+Ax)-u(x) O(Ax) Requer n analises adicionais
dx ~ Ax
Regressiva: ? ~ W +0(Ax) Requer n analises adicionais
X X
Central: ? L sz) A- ux-Ax) | O(Ax*)  Requer 2n anélises adicionais
X X

Altas ordens possuem erro menor mas envolvem
mais pontos (custo computacional aumenta)

-

e Truncamento:
» Condicionamento
(ou arredondamento);

Composicao do erro em
diferencas finitas

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Calculo da Sensibilidade %

emee u(x 4 AX) = U(X) 4 AX du(x)  Ax* dzu(zg) _ du() _ ux+A9-ux) | Ax dzu(zf) -
! dx 2 dx dx Ax 2 dx

Ax du()
2 dx?

Ti = e (Ax) =

du(x) Ax? d*u(é) - du(x) _ u(x)-u(x-Ax)  Ax d*u(é) -

. —Ax)=u(x)-A
U A% =u() —AX T T e dx Ax 2 dx’
Ax d*u(&)
= e (AX)=—
er (Ax) 2 dx?

3 43 _ _ 2 3
U(x + AX) — u(x — AX) = 2Ax du(x) _,_Ai d u(}f) - du(x) _ u(x+Ax)—u(x—Ax) Ax"d u(}c,"‘) -
dx 3 dx dx 2Ax 6 dx
¢ du@)
6 dx’

= e, (Ax) =

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Aproximacao por Diferencas Finitas

Erros em diferencas finitas

Erro de truncamento: /frro de condicionamento \
- erro de aproximagao da (ou arredondamento):
formula da derivada; - depende do computador;
- aumenta com o aumento - ndo ¢ uma funcao continua;
de Ax ; - diminui com o aumento
Estimativa: de Ax;
Seja a Série de Taylor ProgreZSSiZ\/a: - importante em métodos
u(x + Ax) = u(x) + Ax dutx) + Ax d u(f ) = iterativos;
dx 2 dx - -
N du(x)  u(x+Ax)—-u(x) N Ax d*u(é) Estimativa:
= =
dx 2Ax 2 dx e (Ax) = Aiigu :
Ax d°u Xiod
= e, (Ax)=— (f) \'
Analogamente para a diferenga central: Limite no erro absoluto
Ax? du() para o calculo da fungdo u
er(Ax) = S o —
6 dx [ Emilio Silva e Renato Plcelll]
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Aproximacao por Diferencas Finitas

. . AXy--n 2
‘ Estimativa do erro total: e=—s,|+—¢, ] . ,
24 Ax Limite no calculo
l ™ da segunda derivada

[Dilema no tamanho do passo AX]

0.0

Ax grande |= predomina erro
de truncamento o1 |
N du / dx
Ax pequeno _" predomina erro ’
de condicionamento) <2 f __  Diferenca Central 0

B4 Diferenga Progressiva

203

gu 0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1
e=0= AXOPt =2 Tamanho do passo

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Exemplo »

Min f(x) =x, +x,

X1,Xo

1
tal que &X)=——-1=0
XX,
Assim: f(x)=%+xz:>£:_i3+1
X, dx, X,

Calculando a derivada em dois pontos
temos:
Emx, =1 (Ax, =0,01)=

Ax, 0,01
=-097
3% em relagdo ao valor exato dr _ -1,0
dx,
Emx, =129 (Ax, =0,01)= A
Ax,
2 2
113 +13-(1/1,29 +1,29):_0’0791

0,01

16% em relagdo ao valor exato dr —-0,0683

X

Af  1/1,01°+1,01-2

Derivadas logaritmicas:

Em XZ:I:fzzzLJ:Aifﬁ:
dx, Ax, f

=-0,97x1/2=-0,485

EH]XZ :1a29:f:1,891:>M:

X2
:£ﬁ=—0,0791><1,29/1,891:
Ax, f

=-0,054

Muito pequena, indicando pouca
precisao no calculo, como verificado.

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Métodos Analiticos ¥

Seja a equagdo de equilibrio: Ku=F onde: u - vetor de

d*fzg Tdu,i onde:z=Vf Zi:ﬁ
dX ! 6X E E_ _____ 2(__: aui
Parte explicita / Parte implicita
(geralmente zero) /

deslocamentos nodais; K - matriz de rigidez; F - vetor de carga;
Considerando uma fungao f(u,x) que dependa de u e x (variavel
de projeto), temos que a sensibilidade de f ¢ dada por:

Exemplo: Seja u'=(u, u, u,)e

of/ou, X du, /dx

f(u,x):xu1+u22—1n(u3)+x2:>%:ul+2x; z2=140f/du, =< 2u, ;Q: du,/dx } =

df of .du
=—+

dx ox dx

du
z'—=u +2x+x—+2u,
dx

otow,| |~Uu,| © |du,/dx
du, 1 duy
dx u, dx

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Métodos Analiticos

31

Para obter 9" existem dois métodos classicos:

dx
/ Resolvido para Método Direto \
cada var.iéwel dl_dF_dKu - dl B Kl[dF ] dK ule
deproete NPy Tde dx | dx | dc dx )
=1z du _ zTKI(dF- dK u) :>d—f _of +zTK1(dF _dK )
dx dx dx ox dx dx

\ Mais eficiente quando: n° varidveis de projeto < n° de restri¢des /

\__Mais eficiente quando: n° variaveis de projeto >

/Resolvido para Método Adjunto I
fungdo objetivoe ™~
cadarestriglo {Ki-z 1=K'z= A" =2'K" [K' =(K ")
daf _of 1 d“=5f+ZTK1(dF_CH<u]:>§df=5f+f dF _dK
dx 0x dx ox dx dx idx  ox  \dx  dx /.

n° de restrigdes /

(Fungdo Multiobjetivo s Método Adjunto)

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Método direto 15
* Derivada da funcdo objetivo “Flexibilidade” com relacdo as varidveis
de projeto
f&x)=F'U , d(FTU) d(UTKU)
mp (%= T
— dx; dx;
10x5 F = KU r
- gy ok 4 gr oy -
F=IN dx; dx; dx;
dK
= 2UTK UT—U; Encontrar &:
dxi 0 dx;
dF  d(KU
dF _ d(KG) =) _ U @ _ k13K
dxi dxi dxl- dxi
Substituindo:
'(x) = —2UTKK™? Ky Ey mp )= iy
f X = dxi dxl- dxi
[ Emilio Silva e Renato Picelli |

16



Derivada da matriz de rigidez 16

dK

¢ Calcular —
dx;

Utilizando um modelo de material como auxilio:

Kx) = A - K;(x;) | mp Kx) = A - xPK;

dK
dxl

xPTIK, W | (0 = —pxful Ky,

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Método adjunto g

* Derivada da funcao Lagrangeana (estendida)

L(x) = f(x)+ equilibrio - dL(x) df(X)

dx; dx;
F =KU
dL(x d(FTuU d(KU —F
L(X)zFTU”&T(Ky/F) - LAY dKU-D) g
variavel adjunta ! '
dL(x) du . (dK du

[ i =FT dxl +2A (d_xlU+Kd_xl>

* Agrupar derivadas desconhecidas, e.g., % :

l
dL(x) du dK du
M (FT + 2TK)— + AT——y  Para cancelar —:
dxl- ( + ) dxi + dxi daxi

FF+2’K=0 mp Ki=-F mp

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Método adjunto

_ dL(x) dK dL(x) dK
° )\_ = —U: — T ~\qn1T _  _nr —_yur__—_
dx; (F \QOK) X; u d - dx; u dx;
dL(x) _df(x) I AC N
dxl' - dxl' » dxi - p‘xi ui Klul
* Geralmente
Fungdo objetivo: ¢ = g(U(x)) R=KU-F=0
Problema adjunto: L(x) =0+ BTR=0
G0 dL(X) d9dR dR _ OR  OR0U
Sensibilidade: ==
dx;  dx; dxl dx; - dx; 0% Tau ax

- | dR\ ' OR _ ey
dx;  \dU) ax; ax;’

i

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Método adjunto

19

ag
dxl

dg

do
dxl-

dx;  ox;

_ 99,999y

O0x; 0UOx;
__ 09 6(25(

dx; 0U
_ 99 __0R
B axl- 6xl-

Por exemplo, se:

_ ou
Substituindo —:

10R _
K)~ ox;

OR 0K

axi_a_xl-

axi

+l— ‘ Kl=—m

=

J0)

do 6®+ dK
dxl 0x; dx;

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Exemplo 37

5@
S
S I ® ©)
N —] 12
=~
s
S N
J !
S b L Y d
Restricdo de deslocamento na ponta: g=c-w,;>0; Calcular f
1
Ku=F onde:
207+ 1Y) =6l /12 =1,/L2) —121,/8) 6L, /1, w, 0
K—E AL/L+1,/L)  —6L/L° 21/l . % p_)0 -
sim. 121,/ —6L /L[ |w|  |p
41, /1, 0, 0
17 /31,+171, /21,
2
2“:[2) , 211 /211'1'2[1[2/11 .
)| +30°0, + 300,731, +1,7 /31,
2 2
WL+ 0L T+ LT, [ Emilio Silva e Renato Picelli |
Exemplo 38

1° Método: Método Direto

0
dg:a +szu:szu-du_K1(dF dK J-dF_()-

g=c-w;20=>— ; = ———u =0;
d, A1 dl dr,” dr, d, d, ) dI
12 -6, 0 0 12w, - 61,6, 1
dK E | -6 4112 00 dK E ||-6Lw, +411292 pllh
W |73 =>-—u=|— | £ —
a, (7)) 0 0 0 0| di I 0 1 )]0
0 0 00 0 0
1’L12+17/3 dg/ow, 0
? dglo6 0
:diu:_K*IdiKu:_Lz 21112+121 /23 z= g/00, _ -
dI, dI, EL” | +00,+17/3 dg/ow, -1
L +17/2 /08, 0

3
(g rdu_ pz llzlz+lllzz+l‘—
a,Cd El 3

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Exemplo 3

2° Método: Método Adjunto

0 0
0
g=<:—w3202>$=a +A d—F—d—Ku ;d—Fzﬂ; Ki=z=1=K'z=K" =
a, A, a, ) 1
0

17 /31,+1°L, /21,
o ij 17121, +11, /1,
B [E (17 +30°1, +30,,2)/31, + 1,0 /31,
12120, + 10, /1, +1,7 /1,

= —
dI, dl, EI

1

3
dg__pdK, P [11212 1L+ lg}

3° Método: Derivagdo da expressdo de w,

P (13,42 2\, pL | dg  dw,  p (L' s 2
o A T A e Wa_ P L g,
3EL 3EL, [dl,  dI, EL’|3

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Sensibilidade de Autovalores e Autovetores *

Considere o problema de autovetor e autovalor:
(K = zMui=0 (u = a)z) e uMu=1

autovalor autovetor
C d du
Objetivo é encontrar: @
. dx; dx;
Derivando as equagdes acima:
dx, dx, dx; dx;
du 1 dM Sensibilidade de
u'Mu=1=u'M i —EUT K“ (2) " um autovalor
Pré-multiplicando (1) por u: ( T(dK dMJ
u|—-u—\u
dx, dx,
uT(K—yM)d—u—dLuTMu=—uT d—K—yd—M u:d'u = XIT al
dx, dx, dx; dx, kdxi u Mu

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Sensibilidade de Autovalores e Autovetores *

A sensibilidade dos autovetores ¢ obtida combinando-se as equagdes (1)
e (2) e resolvendo o sistema:

1 . dM
2 dx
c=0 k=1 =1 |
—IF— 1 A 2 AN
vav

Calcular a sensibilidade da primeira freqiiéncia de ressonancia e
modo de vibrar em relacao ao valor de k.

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

Exemplo ®

T

Para o primeiro modo de vibrar:

u,—-u,=0
b eu'Mu=u’+u,’ =l=u="+r {}
a)

} } O=>w=1ew,= V3

0
; M'=0
oo

—uTKu 0,5

-u,+u, =0

Assim, a sensibilidade da primeira freqiiéncia vale:

Sensibilidade do primeiro modo de vibrar: dx

(K—yM):[l _1} Mu :\E{i};—(K'—yM')uz ‘E{_l}; LurMu=o0

101 2 200 2

1 -1 =2/2](u) [-v2/2

-1 1 —V2/2uyt={ 0 t=u= { } {f;g} u=1/2
V272 =22 0 ||lu 0

Deve se tomar cuidado quando o autovalor for repetido (possue
multiplicidade)

[ Emilio Silva e Renato Picelli |
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Inversiao de modos durante a otimizacao

Exemplo: Viga bi-engastada:
: o, /~ Vig gastada: "\
Q)] . “1 uz
ro, 7@(
e A}
u, . u,
2° o,
- —P "“'_' T ‘—_h
Possiveis solugoes: iteragoes \ /
2
ﬁ/lax o, \ Max (6012 _w02)+ (6022 _woz)+ (a)3z —w02)+>
X X
tal que (K—’M}i=0 tal que (K-o’Mu=0
u'Mu =1 u'Mu=1
@) > Wy; 0y > Oy V-V_. <0 J
;> ,;etC...

\_ V-V, <0 /

[ Emilio Silva e Renato Picelli |

44

Problemas Classicos

Maximizagao da Freqiiéncia de Ressonancia

Problema de
autovalor e

Em geral, autovetor
primeira
freqiiéncia Normalizagao

Problemas equivalentes:

I:/Iax d Min V

tal que (K-xMu=0e u'Mu=1| | *
1z B tal que (K-zMu=0¢ u'Mu=1
X=X, >0 XXy 20
V-V_ <0 it

[ Emilio Silva e Renato Picelli |




