MAT2454 - Poli - 2011
Conicas - Parte 11

Neste texto apresentamos defini¢oes de elipse, hipérbole e pardbola e deduzimos suas
equacoes reduzidas. Nos exercicios sao apresentadas as propriedades épticas importantes
dessas curvas e algumas aplicagoes.

Elipse

Fixemos um plano 7 e dois pontos F; e F, pertencentes a m. Uma
elipse ¢ o conjunto dos pontos P do plano 7 cuja soma das distancias aos
pontos Fi e I3 é constante. Os pontos F) e Fy sao chamados focos.

Para obtermos uma equacao simples para a elipse, chamada equacao
da elipse na forma reduzida, vamos escolher um sistema de coordenadas
cartesianas de modo que os focos estejam no eixo dos x e a origem seja
o ponto médio do segmento FFy. Dessa forma, teremos Fy = (—c,0) e
Fy = (¢,0), para algum ntmero positivo ¢. Note que a distancia entre os
focos é 2c.

Suponha que a soma das distancias de um ponto da elipse até os focos
seja igual ao nimero positivo que, por conveniéncia, chamaremos de 2a.
Observe que a > c.

Um ponto P = (x,y) pertence a elipse se e somente se

d(P, Fl) + d(P, Fg) = 2a

ou seja,

Vet P+ (g =07+ (@ — P + (g~ 0)? = 2a

que é equivalente a

V=2 +y2=2a—/(z+c)?+y?

Elevando cada lado da igualdade ao quadrado:

22— 2cx + A +y* = 4d® — da/(x + ¢)2 + 2 + 22 + 2cx + A + o

Simplificando:

af(z+e)?+y2=d’+cx

Elevando novamente ao quadrado:
a*(x* 4 2cx + & + ) = a* + 2d°cr + *2?
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que pode ser re-escrito como
372(@2 o C2> + a2y2 — a2(a2 o C2> (1)

A condicao @ > ¢ > 0 nos permite concluir que a®> — ¢ > 0. Por

conveniéncia, chamamos a?> — ¢ = b?, para algum b > 0. Com isso, a

equagao (1) pode ser escrita como
2202 + a2y? = a2b?
e, dividindo termo a termo por a?b?, obtemos a equacao

_2 2 =1 (2)

Portanto, a elipse formada pelos pontos (z,y) do plano cuja soma da
distancia até os focos (—c¢,0) e (¢, 0) é constante igual a 2a tem equagao

2 2
L )
— + 7= 1
sendo b > 0 o ntimero que satisfaz b + ¢ = a®. As interseccoes da

elipse com os eixos cartesianos serdo os pontos A; = (a,0), Ay = (—a,0),
By = (0,b) e By = (0, —b). Os segmentos A;As e B1By sao chamados,
respectivamente, eixo maior e eixo menor.
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O numero e = £ ¢ chamado ezcentricidade. Observe que a excentrici-
dade da elipse sempre satisfaz 0 < e < 1 e que quando e é proximo de 0,
a elipse é mais arredondada, proxima de uma circunferéncia. Quando e
é proximo de 1, a elipse é mais “achatada”.



Se a escolha de sistema de coordenadas for tal que os focos da elipse
estao sobre o eixo dos y, a equacao da elipse sera da forma

72 2
St =1
os focos serao dados por (0, —c) e (0, ¢) e as interseccoes da elipse com 0s
eixos cartesianos serao os pontos (0,a), (0, —a), (b,0) e (=b,0).

No século XVII, Johannes Kepler descobriu que as 6rbitas dos planetas
em torno do Sol sao elipses que tém o Sol em um dos focos. Mais tarde,
[saac Newton obteve o mesmo resultado como corolario da sua Lei de

Gravitacao Universal.
Exercicios

1. Escreva uma equacao para a elipse, dados:

(a) os focos (5,0) e (—5,0) e eixo menor medindo 10v/2.

(b) eixo menor determinado pelos pontos By = (0, —4) e By = (0,4),
e 0 comprimento [ = % da corda perpendicular ao eixo maior da
elipse e que passa por um dos focos.

(c) os focos (—3,2) e (—3,6) e eixo maior medindo 8.

2. Encontre os focos e a excentricidade da elipse de equacao dada. Faca
um esboco:
(a) 1622 + 2592 = 400 (b) 422 +y* =8
(c) 4(x —1)*+9(y —2)*=36 (d) 2y* +22* — 4y + 122 +8 =0

3. Sabe-se que a medida 2a do eixo maior da orbita da Terra em torno
do Sol é de aproximadamente 3,0 x 10® km e a excentricidade é
aproximadamente 0, 02.

(a) Determine a equacao reduzida da érbita da Terra, supondo o Sol
no eixo dos .

(b) A posigao da Terra em que a distancia ao Sol é maxima é cha-
mada afélio e a posicao em que a distancia ao Sol é minima é
o periélio. Calcule aproximacoes para as distancias da Terra ao
Sol no afélio e no periélio.

4. Propriedade de reflexao da elipse. Seja P = (¢, 1) um ponto
. ~ 2 2
da elipse de equacao % + ¥z = 1 tal que yo # 0.
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(a) Mostre que a reta tangente a elipse em P tem vetor diretor dado
bz
por (1? _ﬁﬁ)
(b) Sejam Fj e F5 os focos da elipe e a e § os angulos que a reta
tangente a elipse no ponto P forma, respectivamente, com os

segmentos PF; e PF,. Prove que a = f5.

Essa propriedade explica, por exemplo, por que sons sussurrados em
um dos focos de uma sala com paredes em forma de elipse podem
ser ouvidos no outro foco.

Hipérbole

Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos P de um plano cujas
diferencas das distancias a dois pontos fixados F; e F5 é constante. Esses
pontos fixados sao chamados focos.

Como no caso da elipse, para obtermos uma equacao reduzida para a
hipérbole, podemos escolher um sistema de coordenadas cartesianas de
modo que os focos estejam no eixo dos x e a origem seja o ponto médio
do segmento F1Fy. Dessa forma, teremos Fy = (—c,0) e Iy, = (c,0),
para algum ndmero positivo c. Seja 2a a diferenca constante entre as
distancias de cada ponto da hipérbole até cada um dos focos.

Exercicio. No sistema de coordenadas escolhido acima, seja P = (z,y)
um ponto pertencente a hipérbole, isto é,

d(P, F) — d(P, F»)| = 2a

Prove que se b é um numero positivo tal que a? + b*> = ¢? entao as
coordenadas de P satisfazem a equacao

Sl (3)

As interseccoes da hipérbole com os eixos cartesianos sao os pontos
Ay = (a,0) e Ay = (—a,0). Tais pontos sdo chamados vértices. Note que

nao ha interseccdo da hiperbole com o eixo dos y (se x = 0 a equagao
2

_ybg = 1 ndo tem solugao).

A excentricidade e = £ da hipérbole é sempre maior do que 1.



Observe que Z—z =1+ z—j > 1. Logo, z® > a?, ou seja, < —a ou
x > a. Portanto, o grafico da hipérbole tem duas partes. Cada uma

dessas partes é um ramo da hipérbole.
Para fazermos um bom esboco do grafico de uma hipérbole, sempre é

bom comecarmos pelo desenho de suas assintotas.

Exercicio

a) Mostre que os pontos da hipérbole que estao no primeiro quadrante

satisfazem a equacao y = g\/ 2?2 — a?.
b) Verifique que a reta y = 2:1: ¢ assintota para r — +oo da funcao
no item (a).
¢) Conclua que as retas de equacdes y = 2z e y = —2x sdo as assintotas
> a a

da hipérbole de equacao ﬁ—z — z—j = 1.
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Se a escolha de sistema de coordenadas for tal que os focos estao sobre
o eixo dos y, a equacao da hipérbole sera da forma

os focos serao dados por (0, —c) e (0, c¢), as intersecgoes da elipse com o
eixo dos y s@o os pontos (0,a), (0, —a) e ndo hé interseccdo com o eixo

dos z.

Exercicios

1. Escreva uma equacao para cada hipérbole descrita abaixo:



(a) os focos s@o (5,0) e (—=5,0) e os vértices sao (2,0) e (—2,0).
(b) os focos sao (3,0) e (—3,0) e as assintotas tém equagoes y = 2x
ey = —2x.
(c) os focos sao (—3,2) e (—3,6) e os vértices, (—3,3) e (—3,5).
(d) Encontre os focos e a excentricidade da hipérbole de equagao
dada. Faca um esboco:
(a) 1622 — 2552 = 400 (b) 4(z — 1)2 — 9(y — 2)? = 36
(c) 4y? — 2% =8 (d) 2y? — 222 — 12y + 202 + 8 = 0

2. (Propriedade de reflexao da hipérbole) Seja P = (z,y) um
2

ponto da hipérbole de equagao 7z — ¥ = 1 e focos F| e Fh. Sejam

a e [ os angulos que a reta tangente a hipérbole no ponto P forma,

respectivamente, com os segmentos PF; e PF,. Prove que a = f3.

Essa propriedade explica por que um foco de luz apontado para um
dos focos de um espelho hiperbdlico é refletido no outro foco.

3. (Sistema LORAN - Long Range Navigation) No sistema LO-
RAN de navegacao, duas estacoes de radio localizadas em A e B
transmitem sinais simultaneos para um navio ou aviao localizado em
P. O computador de bordo converte a diferenca de tempo no recebi-
mento desses sinais na diferenga entre as distancias d(P, A) —d(P, B)
e, de acordo com a definicao de hipérbole, consegue localizar em qual
dos ramos da hipérbole o navio ou aviao esta.

Suponha que uma estacao B esteja localizada 400 milhas a leste da
estacao A que estd na costa. Um navio recebe o sinal de B 1200
microsegundos antes do sinal de A.

(a) Assumindo que o sinal de radio viaja a 980 pés por microse-
gundo, encontre uma equacao para a hipérbole onde o navio
esta.

(b) Se o navio estiver exatamente a norte de B, qual a distancia do
navio até a costa? !

Note que, nesse sistema, se houver uma terceira estacao transmis-
sora de sinais C, a posicao do ponto P fica determinada pela analise
das possiveis interseccoes de duas hipérboles, uma delas determina-
das pelas diferengas constantes d(P, A) — d(P, B) e a outra, pelas
diferencas constantes d(P, A) — d(P,C).

1 . 12122 121y% 4. .
Respostas: a) 1555638 — 3339.97s = 1; b) 248 milhas.
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4. Seja k > 0. Determine o tipo de curva representado pela equacao
2
x—l: + %55 = 1 nos casos k > 16 e k < 16. Mostre também que todas
essas curvas tém os mesmos focos, nao importando o valor de k.

Parabola

Fixados um ponto F' e uma reta d em um plano, parabola é o conjunto
de todos os pontos P do plano que sao equidistantes de F' e d. O ponto
F' e a reta d sao chamados, respectivamente, foco e diretriz da parabola.

Tente, usando apenas a definicao, esbocar o conjunto de pontos que
equidistam de um ponto P e uma reta d fixados. Observe que a reta
que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz é um eixo de simetria da
parabola. Note também que o ponto médio do segmento perpendicular a
diretriz que liga o foco e a diretriz é um ponto da parabola. Esse ponto
¢ chamado vértice.

Equacoes bem simples para a parabola podem ser obtidas se escolher-
mos um sistema de coordenadas de modo que a origem esteja no vértice
da parabola, um dos eixos paralelo a diretriz e o outro eixo coincidindo
com o eixo de simetria.

No caso em que o eixo dos x € paralelo a diretriz e eixo dos y contém
o foco, temos F' = (0, p).

(a) Se p > 0, a equacao da diretriz serd y = —p. Por defini¢do, um
ponto P = (x,y) pertence a parabola se e somente se

d(P, F) = d(P, d)

Como d(P, F) = /22 + 2ed(P,d) = |y + p|, obtemos

VxZ +(y—p)?=ly+p|
ou, equivalentemente,
2?4yt = 2py+ 0 =y + 2py + 1

Simplificando, chegamos a equacao

z? = dpy
(b) Se p < 0, a equagao da diretriz é também y = —p (mas neste caso,
—p > 0). A pardbola terd concavidade para baixo e sua equagdo sera

= —4py.



Se escolhermos um sistema de coordenadas de modo que o eixo dos x
contém o foco, temos F' = (p,0) e a diretriz terd equagdo x = —p. Nesse
caso, a parabola sera simétrica em relacao ao eixo dos x. Além disso:

(c) Se p > 0, a pardbola serd voltada para o semiplano dos = > 0 e
terd equacao y> = 4pz.

(d) Se p < 0, a pardbola serd voltada para o semiplano dos = < 0 e
terd equacao y°> = —4px.

Observe que de um modo geral a parabola sempre se volta para o foco.

Exercicios

1. Encontre o foco, vértice, diretriz e faca um esboco de cada parabola:
(a)y=a® (b)y* =20z (c)z+1=(y—3)°

2. Encontre uma equacao para a parabola de foco (2,3) e diretriz x =
-1

3. Mostre que a equacao para a reta tangente & parabola 2% = 4py no
ponto (xg,yp) pode ser escrita como xox = 2p(y + o).

4. (Propriedade de reflexao da parabola) Seja P = (z,yp) um
ponto da parabola z? = 4py de foco F' = (0, p). Seja t a reta tangente
a parabola em P. Considere o angulo a determinado pela reta t e
o segmento F'P. Seja B o angulo determinado pela reta tangente
em P e a semirreta paralela ao eixo de simetria, com origem em P,
contida na regiao interior da parabola. Prove que o = £5.

Essa propriedade garante que sinais captados de algum local muito
distante, quando refletidos em uma superficie parabélica, sao proje-
tados para o foco e vice-versa. Por esse motivo, os faréis de carro
e a lampada usada em consultoérios de dentistas sao parabdlicos, as
antenas que captam sinais de satélites sao parabdlicas, bem como
alguns tipos de lentes usadas em telescopios.

Investigacao

a) Fixados dois pontos em um plano, determine o conjunto de todos os
pontos do plano fixado cujo quociente das distancias aos pontos fixados
¢ uma constante.

b) Fixados uma reta e um ponto fora dela em um plano 7, determine
o conjunto de todos os pontos do plano 7 cujo quociente das distancias a
reta e ao ponto é constante.



