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ASSUNTO: Probabilidade e Distribuigoes
LIVRO: “Equilibrium Statistical Mechanics”, E. A. Jackson, Dover Publications, (2000), capitulo 1.

* Fungao de distribuicio: P(x, dx)

densidade de probabilidade.

dP(x) = f(x)dx, onde f(x) é a conhecido como

Exemplo de distribuicdo discreta (x s6 assume valores especificos entre um intervalo,

em geral, valores inteiros): rolar M dados e escrever a P(soma) = f(soma) =
n(soma)/N, onde n(soma) é o nimero de sequéncias diferentes que dao a soma e N é
o numero total de sequéncias. Na tabela abaixo mostramos os valores para M= 2 até

M=6.
M=2 M=3 M=4 M=5 M=6
N=62 N=63 N=6* N=65 N=6¢
soma n(soma) soma  n(soma) soma n(soma) | soma n(soma) | soma n(soma)
2 1 3 1 4 1 5 1 6 1
3 2 4 3 5 4 6 5 7 6
4 3 5 6 6 10 7 15 8 21
5 4 6 10 7 20 8 35 9 56
6 5 7 15 8 35 9 70 10 126
7 6 8 21 9 56 10 126 11 252
8 5 9 25 10 80 11 205 12 456
9 4 10 27 11 104 12 305 13 756
10 3 11 27 12 125 13 420 14 1161
11 2 12 25 13 140 14 540 15 1666
12 1 13 21 14 146 15 651 16 2247
14 15 15 140 16 735 17 2856
15 10 16 125 17 780 18 3431
16 6 17 104 18 780 19 3906
17 18 80 19 735 20 4221
18 19 56 20 651 21 4332
20 35 21 540 22 4221
21 20 22 420 23 3906
22 10 23 305 24 3431
23 4 24 205 25 2856
24 1 25 126 26 2247
26 70 27 1666
27 35 28 1161
28 15 29 756
29 5 30 456
30 1 31 252
32 126
33 56
34 21
35 6
36 1
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Representagdo grdfica: O grafico f(x) versus x discreto deve ser representado por
simbolos sem linhas ligando os pontos.
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Exemplo de distribuicdo continua (x assume valores entre um intervalo, em geral,
valores reais): velocidades de particulas de um gas, P(v) = f(v)dv, onde f(v) =

Av?e~" sendo A e a duas constantes relacionadas com a temperatura do gas e massa
das particulas. Essa distribuicdo de probabilidades é conhecida como distribuicao de
Maxwell-Boltzmann e sera discutida em detalhes posteriormente.

Representagdo grdfica: O grafico f(x) versus x continua deve ser representado por
linhas.
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Exemplo de distribuicao continua em duas dimensdes: posicdes de particulas de um
gas que passa por uma fenda e atinge um aparato, em 2D P(x, y,dx,dy) = f(x, y)dxdy,
com —oo < x <00 e —oo <y < oo, mas é possivel mudar as variaveis x e y por outras
variaveis como r e 6, entdo P(x,y,dx,dy) = P(r,0,dr,d0) onde x = rcosf, y = rsenf
edxdy = rdrdf,com 0 <r <oce 0 <60 <2m. Assim, f(x,y)dxdy = f(r,0)rdrd6. Se
a distribuicdo s6 depender de r, entdo é possivel integrar em 6 ficando com
f(x,y)dxdy = f(r) 2nrdr. Se o gis passa por um orificio, em 3D,
P(x,y,z,dx,dy,dz) = f(x,y,z)dxdydz, mas é possivel mudar as variaveis x, y e z por
outras variaveis como r, 8 e @, entido P(x,y,z,dx,dy,dz) = P(r,0,¢,dr,d6,dp) onde
x = rsenfcos@, y = rsenfseng, z = cosf e dxdydz = r?senfdrdfdep, com 0 <r <
w0, 0<@p<2me0<0<m Assim, f(x,y,z)dxdydz = f(r,0,p) r’senfdrdfde. Se a
distribuicao s6 depender de r, entdo é possivel integrar em 0 e ¢ ficando com
f(x,y,z)dxdydz = f(r) 4nr?dr.
zZ
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X http://en.wikipedia.org/wiki/File:3D_Spherical.svg
* Valor médio:

Para distribuicdes discretas

X = (x) = X; x({)P(i), valor médio de x a partir da distribuicdo de probabilidade P(x)
x2 = (x%) = ¥; x2()P (i), valor médio de x2 e para qualquer funcio de x:

g(x) = {g(x)) = ¥; g()P(i), valor médio de g(x).

Para distribui¢des continuas

%= (x) = [T xf(x)dx,

i
x2 = (x%) = f;lf x2f(x)dx e para qualquer funcio de x:
900 =(g) = [/ g(x)f (x)dx.
Exemplo: média da soma dos dois dados,
(s) = Z}izz*n(s) _ 2*1+3*2+4*3+5*4+6*5+7*:8*5+9*4+10*3+11*2+12*1 ~70
e raiz da média quadratica da soma dos dois dados ou soma quadratica média,

Srms = Sqm = V{(s%)=7,4 onde

(s?) = Yi2,5%m(s) _ 2%2#1432x24+42x3+5254+6255+72%6+8%+5+924+102%3+11%+24122+1
- N - 36

= 54,76
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Xrqm = +/ {x?), € conhecido como raiz de x quadratico médio. No caso da variavel x ser

a velocidade, temos v,.q,,, = 4/(v?) = raiz da velocidade quadratica média = rapidez.

* Distribuicdo Gaussiana: é uma distribuicdo de probabilidade muito comum para
valores que diferem devido a aleatoriedade da medida. Essa distribuicao é uma funcao
simétrica em torno de x = y com largura dada por +o. Ela é descrita pela seguinte
funcao:

e_(x_ﬂ)z/zaz

f(x;u,0)=am

que varia com x e depende do valor médio dos valores de x, u = (x), e do desvio
padrdo dos valores de x, o = /{(x — u)?), ou da variancia dos valores de x, o2. Note

que é simples mostrar que podemos escrever g = +/{x?) — (x)2.

68,2% dos valores estio entre
x+o, 954% entre x+20 e
99,6% entre x + 30.

34.1% 34.1%

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons
/8/8c/Standard_deviation_diagram.svg

* Integracgao analitica de uma distribui¢ao gaussiana basica: f(x) = Ae** onde A
e a sao constantes relacionadas com a largura da distribuicdo e A é conhecida como
constante de normalizacao. Essa funcdo é simétrica, ou seja, centrada no zero e a
integral (area) de -oo a 0 é igual ao valor de 0 a +oo. Entdo sua integral de -0o0 a +o0 é
igual a duas vezes de 0 a +oo. Para essa funcdo representar uma densidade de
probabilidade ela deve ser normalizada, ou seja:

f_:f(x)dx =1

entdo vamos achar o valor de A para que essa fun¢do seja normalizada.

f f(x)dx = f Ae~ " dyx = Af e~ dy = 2Af e~ dx =1

—c0 —00 — 00 0

Como essa integral é definida, vamos obter um nimero que chamaremos de G, entao:
2A foooe‘“xzdx = 2AG, = 1. Dai, a constante de normalizacdo é A = 1/2G,. Para

encontrar Gytemos que resolver a integral:
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Go=f e’ dx = ’G(f: fe‘“xzdxf e~ wdy = f fe‘“(xzﬂ’z)dxdy
0 0 0 0 0

para resolver essa integral é mais facil mudar de variavel trocando as coordenadas
cartesianas (x,y) por coordenadas polares (r,6). Dai, usaremos as relagdes ja
mostradas acima: 7?2 =x%+y? e dxdy =rdrdf. Note que a integragio em
coordenadas cartesianas é apenas do primeiro quadrante (0 < x <o e 0 <y < ),
entdo em coordenadas polares os intervalos de r e 8 devem ser correspondentes ao
primeiro quadrante também (0 < r < oc0el <0 < 1/2).

T T
Gy = f f e a*+y:)dx dy = szf e~ rdrdf = szdef re~ar’dr
0 0 0 0 0 0
T(® 1d ) np 1 .17 T
- = —— (p-ar — || ,-ar S
Go sz(, padr () Jz 2a ]0 Va

“=3a

Sendo assim, a func¢do gaussiana simples que representa uma densidade de
probabilidades é:
a 2
— | ,—ax
f) /ne

Um conjunto de integrais que serao muito uteis quando tivermos uma distribui¢do de
probabilidades gaussiana é chamado de G,, onde n por variar de 0 a qualquer nimero
inteiro:

(o]
)
Gn=f x"e T dx
0

Vamos resolver essa integral para n = 1, 2 e 3, e apresentaremos expressdes gerais
para n qualquer.

G, = ° —axzd _ ° 1d —ax? d __i —ax? _i
1—f0xe x—fo —ﬂa(e )dx = Za[e | =

27 T da\2a

G = d(l z)z_ﬁi(a%):_ﬁ(_la—;):i T
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Note que para qualquer n par podemos obter a integral a partir de derivadas em a, ou

. . . . ~ 2 d P a2
seja, com a primeira derivada em a da fungao e™%* obtemos — (e ax ) = —xZe™X

com a segunda derivada temos —; (e‘“x ) = x*e~%** com a terceira derivada temos

3 ax? — a2 .o .
— (™) =-x%"*", e para uma iésima  derivada  temos
dt 2 . ~ .
i e % ) = (—1)ix?'e~%*", Assim, chegamos a uma expressdo generalizada para
onden > 1:

e~ ax )dx—( 1)ld' (f —adex)
1-3-5(2i —1)

2i = i+l 21

<. 2 @ . dl
G,; =f x2 e dx =f (—1)*
0 0 d

G = (= 1)‘ = (-1 )‘

1) ) ) d ) d o) ) d
— 3,—ax — _ —-ax P —-ax ——
Gs = fo x3e~* dx = fo x o (e=**")dx P (fo xe dx) 7z (G1)

dg1y 1d, 1
37 da( >_ 2da & )_Zaz

Note que para qualquer n impar podemos obter a integral a partir do produto de x com

. . . . . ~ —ax2
derivadas em a, ou seja, com a primeira derivada em a da funcdo e™** obtemos

d [ _gx? —ax? . d? —gx? —ax?
x—(e7%*") = —x%¢7%" com a segunda derivada temos x-— (e7%*") = x%¢~%*", com
da da?

— 2 - .
a terceira derivada temos x—(e ox ) = —x’e”%"", e para uma i-ésima derivada

— — 2 . ~
temos xﬁ(e @) = (—1)ix?*1e~®" Assim, chegamos a uma expressio

generalizada paraonden > 1:

<. 2 @ odb o d! e,
Gyisq =f0 x?itl gax dx=f0 (—1)¢ Taile ) dx = (—1)‘dai (fo xe™ax dx)

i 22)

= (-1

GZL+1 - ( 1)l

i!
Goiz1 = —zaiﬂ
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Assim, conhecendo G,, Gy, G,; e G,;4; poderemos facilmente achar a integral de
qualquer fungao polinomial multiplicada pela fun¢do gaussiana simples, C xMe~ax’,
Para ter a fun¢do ndo centrada em zero, f(x) = Ae‘“(x‘xo)z, é necessario fazer uma

mudanca de variavel y = x — x, e dy = dx. Exemplo:

(x?) = Af x2e=@G-’ gy = Af (v +w2e ™ dy = Af 2 + 2uy + pPe ¥ dy

(x*)=A [f y2e~®*dy + Z,uf ye W dy + uzf e'“yzdy] = A[2G, + 0 + u?2G,)

—00

(x2) = 2A[G, + p*Go]

Note que o primeiro termo do colchete é uma funcao par, o segundo é impar e o
terceiro é par e sabemos que se f(y) for par

[2 fOoddy =2 fdy + [ fdy = [ fO)dy + [ fo)dy = 2 [ f(y)dy

e se f(y) for impar

I2 fdy =[° fdy + [ fF@dy = — [ fo)dy + [ f()dy = 0

— (. n,—ax? _1 T _ 1,
Lembrando que Gp=[, x"e™ ™ dx = Go= . \/;, G =o-;
_1:3-(2i-1) , T _ -
Gzi = i1 qzitl) Gzi+1 = Sagitl para i=1,23,..
Temos

2 [1 [m u? [m 2 1 u?
2 =2A 2 = — | —4— [ = —]— 202)3 — /202
(x?) (G2 + 12 Go] m/%lZz /a3+2 /al pyor P (0)7T+2\/a7r

(x?)y =02+ u? =0%+ (x)?

* Valor mais provavel, x,,: é obtido achando o méaximo da distribuicdo de
probabilidade, ou seja, derivando e igualando a zero.

[dP(x)

dx =0

X=Xmp
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Exemplo para distribui¢do de probabilidade gaussiana:

e_(x_ﬂ)z/zo'zdx = dp(x) e 1 _Z(x _ ll) e_(x_”)Z/ZO.Z
o\2m dx o\2m 207

P(x) = = Xmp = U
* Integracao grafica de uma distribuicio qualquer, f(x): é possivel fazer uma
discretizagdo da fung¢do continua, escolhendo um valor inicial (x,) e final (x;) e um
intervalo (Ax). Construir uma tabela com os valores: x, e f(x,), x; = x, + Ax e f(x;),
Xp =X, +20x e f(x3), x3=2x,+3Axef(x3),,xref(xs). Dai, as propriedades
médias podem ser calculadas como: {(x) =Y;x;f(x)Ax, (x?)=Y;x*f(x;)Ax,
(g(x)) = X; g(x;)f (x;)Ax, etc. Para buscar o valor mais provavel de x (x,,), ver onde o

f (x;)Ax € maximo. Para buscar o valor de x para g,,,, ver onde g(x;)f (x;)Ax é maximo.

Outras distribui¢cées importantes na Fisica:

* Distribuicao Binomial: é uma distribuicdo de probabilidade que descreve a
probabilidade de obter n eventos iguais em N tentativas independentes que possuem

apenas duas respostas uma com probabilidade p e a outra com probabilidade g= 1-p.
N!

P(n) - (n!(N;n)!) pn(l - p)N_"

Exemplo de sistemas: moeda com cara ou coroa, equipamento ligado ou desligado,
pergunta com sim ou ndo, spin de +1/2 ou-1/2, etc.

Esta distribui¢do apresenta um valor médio (n) = Np, desvio padrdo o = \/np(1 —p) e
s6 sera uma distribuigdo simétrica quando p = g =0,5.

Distribui¢ao Binomial
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* Distribuicao de Poisson: é uma distribuicdo de probabilidade que descreve a
probabilidade de obter n eventos raros iguais em N tentativas independentes ou num
intervalo de tempo, t. Neste caso um evento raro significa que p << 1, ou seja, a
probabilidade de ocorrer o evento é muito pequena e na maior parte do tempo o
evento ndo ocorre. Assim, define-se uma grandeza A tal que (n) = Np = At.

n,—a
P(n) = (*=—), onde a = At para os fendmenos com dependéncia temporal, mas pode
n

|
ser apenas um parametro da distribuicao em sistemas sem dependéncia temporal.
Exemplo de sistemas com dependéncia temporal: decaimento radioativo, meteoros que
caem na superficie terrestre, etc.
Exemplo de sistemas sem dependéncia temporal: quantidades de moléculas de
corantes que adsorvem em superficie de nanoparticulas, tamanhos de nanoparticulas
coloidias, etc

Distribuicao de Poisson

* Distribuicao Lorentziana: também conhecida como Cauchy é uma distribuicao de
probabilidade semelhante a distribuicdo gaussiana, s6 que com caimento mais rapido.
Esta distribuicdo é muito usada em espectroscopia para deconvoluir ou convoluir
bandas.

1 a

P(X) - - (x—{(x)2+a?’

Exemplo de espectros: espectro vibracional (infravermelho, IR), espectro eletrénico
(Ultravioleta-visivel, UV-vis), etc.

onde a é a largura da distribui¢do a meia altura.
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Distribuicao Lorentziana

10



