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Revisao Matematica

Objetivo: Introduzir alguns conceitos matematicos basicos indispensavels ao

desenvolvimento da teoria de controle adaptativo.




Normas de Vetorese M atrizes

Revisao Matematica

Definicdo: A norma|x| deum vetor x € R™ € umafungdo avalores reais com as seguintes propriedades:

(i)-
(i1)-
(iii)-

x| > 0elz] = 0<=x = 0.
lax| = |al|x| paraqualquer escalar o.

lz + y| < |z| + |y| (Desigualdade Triangular).
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Normas de Vetorese M atrizes

Definicdo: A norma|x| deum vetor x € R™ € umafungdo avalores reais com as seguintes propriedades:
(i)- |z| >0ejz| = 0« z = 0.

(i)- |ax| = |al|z| paraquaquer escalar a.

(iii)- |= + y| < |z| + |y| (Desigualdade Triangular).

Umamatriz A € R™*™ representa uma aplicacéo linear do espaco R"™ ao espaco R™. Definimos a
normainduzidade A como:

Definicdo: Seja| - | umanormadada. Entdo, paraumamatriz A € R™*™, aquantidade || A|| definida por

| Az|
|A|| = sup —— = sup |Ax|.
x#0, teR™ ‘CB| |x|=1

é denominada norma matricial induzida correspondente a norma de vetores | - |.
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Normap

Paracadap € [1,400),z € R™ e A € R™*™ anormavetoria

1

m P
jelp o= | D lwil?
1=0

e a correspondente normainduzida

| Az|
|A|lp, = sup Linfuad A sup |Ax|p.
x#0, tER™ |x|p |z|p=1

sa0 denominadas norma vetoria p de x e normainduzida p de A.




Normap

Paracadap € [1,400),z € R™ e A € R™*™ anormavetoria

1

m P
jelp o= | D lwil?
1=0

e a correspondente normainduzida

| Ax|
|Allp = sup L=
x#0, tER™ ‘x|p |z|p=1

sao denominadas normavetoria p de x e normainduzidap de A.

Revisao Matematica

sup |Ax|p,

OBS: A normavetoria oo do vetor z € R™ enormainduzida co damatriz A € R™*™ sdo definidas por

[Zloo = maxjcqi,.. my|Til € [[Alloo = maxjeqi, 1 {2?21 |aij|} (somadaslinhas) ,

respectivamente.
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Normas vetoriais e matriciais induzidas mais comuns:

Considere

Norma Vetorial sobre R™
T|co = max;cq1,.. ny T4

[zlr = 225 =i

N[

2ly = (7o loal?)

Norma Induzida sobre R™*"
|Alloe = maxier, . my {571 laijl}
JAllL = maxjeqr, a3 {Doinq lagl}

1Al = (Amas(ATA))Z .
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Norma L,

Para fungdes do tempo z(t), definimos anorma L,

el = ([ lemrar)”

parap € [1,4oc0) edizemosque x € L, quando ||z||, existe, isto € quando ||x||, €finito.



Norma L,

Para fungdes do tempo z(t), definimos anorma L,

el = ([ lemrar)”

Revisao Matematica

parap € [1,4oc0) edizemosque x € L, quando ||z||, existe, isto € quando ||x||, €finito.

A norma L~ € definidacomo

|z|lco = sup |z(t)],
t>0

edizemos que x € L quando ||z||c existe
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Norma L,

Para fungdes do tempo x(t), definimos anorma L,

el = ([ lemrar)”

parap € [1,4oc0) edizemosque x € L, quando ||z||, existe, isto € quando ||x||, €finito.

A norma L~ € definidacomo

|z|lco = sup |z(t)],
t>0

edizemos que x € L quando ||z||c existe
OBS: Nas defini¢des de normas £, € Lo, x(t) pode ser umafungdo escalar ou vetorial. Se z(t) € uma

funcdo escalar, entdo | - | denota o valor absoluto. Se z(t) € umafuncdo vetorial no R™, entdo | - | denota
gualquer normano R™.
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Normaly,

De forma similar, para sequéncias de nimeros reais (sinais discretosnotempo) = : Z+ — R, onde Z+
denota 0 conjunto dos nimeros inteiros ndo-negativos, definimos anormal, como

+o0 %
|zllp = (Z \x(i)lp) , 1<p<+oo,
1=0

eanormals, COmo

|zlloo := sup [z(7)].
Iez+

OBS: Dizemos que x € [, (respectivamente, = € I ) Se ||z||p (respectivamente, |

x| o) EXiste.
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Espaco £,

Paracadap € [1, 40c0), 0 conjunto das funcdes que pertencem a L, formam um espago vetorial chamado
de Espaco £,,. Pode ser verificado que anorma L, satisfaz as propriedades (i)-(iii) de norma de vetores
vistas anteriormente. Os resultados a seguir apresentam algumas propriedades danorma L.




Revisao Matematica

Espaco £,

Paracadap € [1, 40c0), 0 conjunto das funcdes que pertencem a L, formam um espago vetorial chamado
de Espaco £,,. Pode ser verificado que anorma L, satisfaz as propriedades (i)-(iii) de norma de vetores
vistas anteriormente. Os resultados a seguir apresentam algumas propriedades danorma L.

= l,entéo f € L, eg € L, implicam

L ema (Desigualdadede Holder): Sep,q € [1,400) € = +

que fg € L1 €

1
q

D=

1fgll < I fllpllgllg-
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Espaco £,

Paracadap € [1, 40c0), 0 conjunto das funcdes que pertencem a L, formam um espago vetorial chamado
de Espaco £,,. Pode ser verificado que anorma L, satisfaz as propriedades (i)-(iii) de norma de vetores
vistas anteriormente. Os resultados a seguir apresentam algumas propriedades danorma L.

L ema (Desigualdadede Holder): Sep,q € [1,+0) €
que fg € L1 €

i % = l,entdo f € L, eg € L, implicam

D=

Ifgll < N fllpllgllq-

OBS:. Quando p = g = 2, adesigualdade de Holder torna-se a desigualdade de Schwarz, isto €,

1fgll < NI Fll2llgll2-
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Espaco £,

Paracadap € [1, 40c0), 0 conjunto das funcdes que pertencem a L, formam um espago vetorial chamado
de Espaco £,,. Pode ser verificado que anorma L, satisfaz as propriedades (i)-(iii) de norma de vetores
vistas anteriormente. Os resultados a seguir apresentam algumas propriedades danorma L.

L ema (Desigualdadede Holder): Sep,q € [1,+0) €
que fg € L1 €

+ = =1l,entdo f € L,eg € L, implicam

1
q

D=

Ifgll < N fllpllgllq-

OBS:. Quando p = g = 2, adesigualdade de Holder torna-se a desigualdade de Schwarz, isto €,

1fgll < NI Fll2llgll2-

L ema (Desigualdade de Minkowski): Parap € [1,4+00), f,g € L, implicamque f +g € L, €

If =+ gl < [[fllp + llgllq-
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Exemplo:
Considere afuncio f(t) = 1+rt Mostreque f € L1, f € Loef € Loo.
Solucao:

Usando as defini¢cdes de norma

1flp = (o< 1f(@)IPdr)” e fl+oo = sup,s |f(2)]

temos:

||f||1 - O+OO(1_|1_7_)d7- = lim¢ 4 oo f()t(le%)dT = lim¢ 4o ln(l —+ t) = +4o00.

N[~

17l = (Ji=(2ar)* = (tmopee (—17 + 1)) = 1

1
[flleo = sups>g ’1_+t| = L

Portanto, f & L1, f € Loef € Loo. EmaS, f € Lo N L.
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Algumas Propriedades de Funcoes

Os resultados a seguir serao extremamente importantes para o entendimento de alguns argumentos de
estabilidade utilizados na analise de sistemas adaptativos.

Lema: As seguintes afirmacdes sdo validas parafungbes f : R — R:
(i)- Umafuncdo f(t) que élimitada inferiormente e decrescente admite um limite quando ¢ — +oc.

(ii)- Considere as funcdes escalares ndo-negativas f(t) e g(t) definidasVt > 0. Se f(t) < g(t),
Vt>0ege Lyentdo f € Ly, Vp € [1,+00).

OBS: Um caso particular do item (i) do Lemaanterior é quando f > 0 e f < 0, o qual implicaque f(t)
converge paraum limite quando t — +oo.

Lema: Selim¢_y 4o f0+°° f(r)dr existe e éfinito e f(¢) € umafuncdo uniformemente continua, ento
limt—>—|—oo f(t) = 0.

Lema: Sef,f € Loo €f € L, paraalgump € [1, +00), entdo f(t) — 0 quando t — +oo.
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Diferenciacdo deumaMatriz

Definicdo: A derivada, com relacdo at, de umamatriz A(t) de dimensdo n x m € definida por uma
matriz cujo elemento (¢, j) é aderivada do elemento (¢, j) damatriz origina A(t), isto €,

d d
%all(t) . %alm(t)

—Al) =

_%axnl(t) st %a’nm(t)

No caso de um vetor n-dimensional z(t), temos

ax(t) =
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Diferenciacdo deumaMatriz
Sejam A(t) e B(t) matrizes de dimensdes compativeis, cujos elementos sdo funcdes de ¢.
(1)- (AWM + B) = FAW) + 5B®);

- £(AMBW) = (£AW®) B + AW (&BW).
Se A(t) éumamatriz invertivel paratodo ¢, entéo:

O (£A®) A7) + A®) (£4710) =

2)- (%A—l(t)) — AL (%A(t)) A-1(1).
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Diferenciacéo de uma funcéo escalar com relacéo a um vetor

Sgja J(x) umafuncdo escalar de um vetor x n-dimensional. Assim:

, 5o ()]
— — : ’
ox (2) :
5o J (@)
5 i %J(x) 8:1:188332 (CL’) aacl%acn (CL’)-
0
@J(w) =
_8acn88x1 (CL’) 8xn88x2 (CL’) %J(x) A

LWEO) = (5v@) Za.
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Diferenciacéo de uma funcéo escalar com relacéo a um vetor
Paraumamatriz A € R™"*™ eum vetor x € R"™, temos.
1)- 2 (2TAz) = Az + ATx.

(2- SeAéumamatrizsimétrica(A = AT), entdo 2 (27 Az) = 2Axz.

Paraumamatriz A € R™*™ um vetor x € R™ eum vetor y € R™, temos.

(1)- 55T Ay) = Ay,

(2)- g(xTAy) = AT,

<
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Diferenciacéo de uma funcéo vetorial com relagdo a um vetor

Sga f : R™ — R™ umafuncéo vetorial e um vetor z € R™. Isto €,

fi(z) EN

f2(x) T2
f(z) = _ ondef; : R® — Rparacadai = 1,...,m com = = |

_fm(x)_ | T |

A derivadade f com relacéo a x € dada pela matriz

[ O0f1 9f2 ... Ofm
oxq ox1 Oxq
9f1 9f2 ... Ofm

a 8332 8:62 8562
—(f(z)) = :
ox

9 f1 9fa ... Ofm
—amn 8$n 81‘.7’1/ -

aqual é denominada Matriz Jacobiana.
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Formas Quadr aticas

Paraumamatriz A € R™**™ smétricae um vetor x € R™, aforma
n n
T
J(x) = x" Az = Z g Qi TiTj, Qi = Gji,
i=1j=1
€ chamada forma quadrética real em .

Definicdo: A formaquadréticaz? Az, paraumamatriz real simétrica, é dita
e definidapositiva, sex” Az > 0 paratodo x # 0;
e semidefinida positiva, sexz? Az > 0 paratodo z € R";
e negativadefinida, sex” Az < 0 paratodo x # 0;
e semidefinidanegativa, sez? Az < 0 paratodo z € R"”;

e indefinida, se z* Az assume qualquer sinal.
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M atrizes Definidas Positivas, Semidefinidas Positivas e | ndefinidas

Definicdo: Uma matriz simétrica A é dita semidefinida positivase z7 Az > 0 paratodo z € R" e
definida positivase 1 Az > 0 paratodo = € R™ tal que = # 0. Elaé chamada semidefinida negativa
(definida negativa) se — A é semidefinida positiva (definida positiva). Caso " Az assuma qualquer sinal,

amatriz A é ditaindefinida.
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M atrizes Definidas Positivas, Semidefinidas Positivas e | ndefinidas

Definicdo: Uma matriz simétrica A é dita semidefinida positivase z7 Az > 0 paratodo z € R" e
definida positivase 1 Az > 0 paratodo = € R™ tal que = # 0. Elaé chamada semidefinida negativa
(definida negativa) se — A é semidefinida positiva (definida positiva). Caso " Az assuma qualquer sinal,
amatriz A éditaindefinida

Notacdo: A > 0 se A ésemidefinidapositivae A = 0 se A é definida positiva. Escrevemos, A > B e
A> Bse(A—-B)>=0e(A— B) > 0, respectivamente.
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M atrizes Definidas Positivas, Semidefinidas Positivas e | ndefinidas

Definicdo: Uma matriz simétrica A é dita semidefinida positivase z7 Az > 0 paratodo z € R" e
definida positivase 1 Az > 0 paratodo = € R™ tal que = # 0. Elaé chamada semidefinida negativa
(definida negativa) se — A é semidefinida positiva (definida positiva). Caso " Az assuma qualquer sinal,
amatriz A éditaindefinida

Notacdo: A > 0 se A ésemidefinidapositivae A = 0 se A é definida positiva. Escrevemos, A > B e
A> Bse(A—-B)>=0e(A— B) > 0, respectivamente.

Lema: Umamatriz simétrica A € R™*"™ é definida positiva se e somente se uma das condi¢des sdo

satisfeitas:
(i)- Xi(A) >0,i=1,...,n,0nde \;(A) denota o i-ésimo autovalor de A, o qual éreal jaque
A = AT,

(ii)- Existeumamatriz ndo-singular A; tal que A = A; AT
(iii)- Todo menor principal de A é positivo.

(iv)- T Az > a|z|? paradguma > 0 eVxr € R™.
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Andlise de Estabilidade via Lyapunov:

Considere o sistema
z = f(x,t), (ndo-autbnomo)

onde z € 0 vetor de estado n-dimensional e f(x, t) € um vetor n-dimensional cujos elementos sdo fungdes
dexq, ...,z €t. Suponhague o sistema admita um Unica solucéo para uma dada condicéo inicial.
Denotaremos a solucéo do sistema acimapor ®(t, (xg,tp)) ondex(tg) = xo € ®(to, (x0,t0)) = xo.

Definicdo: No sistemas = f(z,t), umponto z. € R™ tal que f(z.,t) = 0 paratodot > 0 é
denominado ponto de equilibrio do sistema.

OBS: Os pontos de equilibrio correspondem as solugdes constantes do sistemas = f(z,t). A
determinacéo dos pontos de equilibrio ndo envolve a solucdo das equacdes diferencias do sistema
t = f(x,t), massomentedo sistema f(x,t) = O.

Definicdo: Um ponto de equilibrio x € dito isolado se existir uma constante » > 0 tal que o0 conjunto
B(ze,r) = {x| ||z — z¢|| < r} C R™ ndo contém nenhum outro ponto de equilibriode = f(x,t)
anao ser xe.
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Andlise de Estabilidade via Lyapunov:

Paracadace > 0 ety defina os conjuntos

5]
VN

(@9
N—"

|||

S(5(€,t0)) = {2130 ‘ HZEQ — ZEeH <0, Vt> to};

S(e) = {®(t, (w0, %0)) | [ (L, (x0,t0)) — zell <€ Vt=>to}.

Definicdo: (Estabilidade) Um ponto de equilibrio z. € dito estavel no sentido de Lyapunov se, dada uma
regido S(e), existir umaregido S () tal que astrajetorias partindo de S(4) ndo saem de S(e) quando ¢
cresce indefinidamente.

OBS: Em geral, o nimero real 6 dependee > 0 ety. Nadefinicdo acima, se 6 independer de g, entdo o
ponto de equilibrio z. € dito uniformemente estavel.

Definicdo: (Estabilidade Assintotica L ocal) Um ponto de equilibrio x. € dito assintoticamente estavel,
se ele é estavel no sentido de Lyapunov e se toda solugéo partindo dentro de S () converge, sem sair de
S(e), parax. quando t cresce indefinidamente.




Andlise de Estabilidade via Lyapunov:

Revisao Matematica

Definicéo: (Estabilidade Assintotica Global) Um ponto de equilibrio z. € dito assintoticamente estavel
globalmente, se ele é estavel no sentido de Lyapunov e se toda solugéo converge para . quando ¢ cresce

Indefinidamente.

Definicado: (Instabilidade) Um ponto de equilibrio x. € dito instavel, se paraalgum e > 0 e qualquer
d > 0, t&o pequenos quanto se queira, sempre ha um estado xg em S(9) tal que atrajetéria ®(t, (o, to))

abandona S'(e) quando ¢ cresce indefinidamente.

Representacdo Gr éfica:
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Andlise de Estabilidade via Lyapunov:

Funcdes escalar es definidas positivas: Umafungdo escalar V' (x) é dita definida positivaem umaregido
2 C R™, queinclui aorigem do espago de estados, se V() > 0 paratodo z € 2 ndonuloe V' (0) = 0.

Definicdo: Umafungdo escalar V' (x) em umaregido 2 C R™, queinclui aorigem do espago de estados,

edita

(i)- definida negativa se —V (x) é definida positiva;

(ii)- semidefinida positivase V (x) > 0 paratodo z € ;
(iii)- semidefinida negativa se —V (x) é semidefinida positiva;

(iv)- indefinida se V (x) assume valores negativos e positivos em (2.

Funcoes escalar es definidas positivas (variante no tempo): Uma fungdo escalar variante no tempo
V (x,t) éditadefinida positivaem umaregido (2 C R™, queinclui aorigem do espaco de estados, se
V(x,t) > 0 élimitadainferiormente por uma funcéo escalar definida positiva W (x) tal que

V(x,t) > W(x) paratodot > tp eV (0,t) = 0 paratodot > to.
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Segundo M étodo de Lyapunov: Trata-se de um método que néo requer o conhecimento das expressdes
analiticas da solucdo do sistema dinamico. O gque torna-o0 extremamente conveniente para a analise da
estabilidade de sistemas ndo-lineares, para os quais as solucoes exatas, as vezes, podem ndo ser
determinavels.

Teorema: Suponha que um sistema sgja descrito por

Z-C — f(x7t)7

onde f(0,t) = 0 paratodo t. Se existir umafuncdo escalar V' (x, t) tendo primeiras derivadas parciais
continuas e satisfazendo:
(i)- V/(x,t) édefinidapositiva,

(i)- V(z,t) édefinidanegativa,

entdo o estado de equilibrio na origem é uniformemente assintoticamente estavel. Se, além disso,
V(x,t) — 400 quando ||z|| — +oco entdo o estado de equilibrio na origem é uniformemente
assintoticamente estavel de forma global. [

Definicdo: Umafungdo escalar V' (x, t) que satisfaz as hipoteses do Teorema acima é definida como
Func&o de Lyapunov.
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Exemplo: Considere o sistema dinamico descrito por

{ Tl = 1xT9 — zvl(a:% + a:%)

To = —x1 — xg(x% + x%)

E claro que aorigem (z1,x2) = (0, 0) trata-se do Unico ponto de equilibrio. Determine sua estabilidade.

Solugao: Se definirmos fungdo escalar V' (z) como V (z1,z2) = z% + z3, temos:

(i)- V(x1,z2) édefinidapositiva;

(ii))- aderivadatempora de V(z1,z2) aolongo datrajetdria € dada por

aqual e definida negativa.

Portanto, de acordo com o Teorema anterior, o ponto de equilibrio (z1,z2) = (0, 0) €uniformemente
assintoticamente estavel. Além disso, como V (x,t) — 4oo quando ||z|| — +oo entéo

(z1,22) = (0,0) églobalmente assintoticamente estavel.
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Estudo Preliminar

E recomendével um estudo prévio detalhado do Apéndice (paginas 319-370) do Livro Adaptive Control
Tutorial com o objetivo de resgatar alguns conceitos elementares, bem como familiarizar-se com novas
definicoes e resultados de grande importancia para o acompanhamento da disciplina.




Introducéo

Objetivo: Apresentar algumas caracteristicas basicas de sistemas adaptativos e uma
breve historia da evolucao do controle adaptativo ao longo dos anos.




Introducao

Definicdo: O Controle Adaptativo pode ser definido como a combinagdo de um estimador de parametro, o
gual gera estimativas dos parametros online, com umalei de controle para controlar uma classe de plantas
Cuj os parametros sdo completamente desconhecidos e ou podem variar com o tempo de forma

imprevisivel.




Introducao

Definicdo: O Controle Adaptativo pode ser definido como a combinagdo de um estimador de parametro, o
gual gera estimativas dos parametros online, com umalei de controle para controlar uma classe de plantas
Cuj os parametros sdo completamente desconhecidos e ou podem variar com o tempo de forma

imprevisivel.

A classe de controladores adaptativos a ser estudada nesta disciplina caracteriza-se pela combinagéo de;

e estimador de parametros online - estima a cada instante de tempo os parametros desconhecidos
da planta;

e |ei decontrole - projeto motivado a partir do caso de parametros conhecidos.




Introducao

Definicdo: O Controle Adaptativo pode ser definido como a combinagdo de um estimador de parametro, o
gual gera estimativas dos parametros online, com umalei de controle para controlar uma classe de plantas
Cuj os parametros sdo completamente desconhecidos e ou podem variar com o tempo de forma

imprevisivel.

A classe de controladores adaptativos a ser estudada nesta disciplina caracteriza-se pela combinagéo de;

e estimador de parametros online - estima a cada instante de tempo os parametros desconhecidos
da planta;

e |ei decontrole - projeto motivado a partir do caso de parametros conhecidos.

Controle Adaptativo I ndireto: A cadainstante de tempo ¢, a planta estimada € considerada como se fosse
a planta"verdadeira' no calculo dos parametros de controle.




Diagrama de Blocos - Controle Adaptativo Indireto
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Introducao

Motivacao

Problema de Controle Linear:

Considere a planta escalar

r = axr + u,

sendo u a entrada de controle e = 0 estado escalar da planta. Assuma o parametro a desconhecido. O
objetivo € encontrar alei de controle u tal que x sgjalimitado e tenda a zero com o passar do tempo.




Introducao
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sendo u a entrada de controle e = 0 estado escalar da planta. Assuma o parametro a desconhecido. O
objetivo € encontrar alei de controle u tal que x sgjalimitado e tenda a zero com o passar do tempo.

e Sea éum pardmetro conhecido, entdo alel de controle
u = —kx, k> |al,

cumpre 0 objetivo do controle. Além disso, se apenas um limite superior a > |a| é conhecido,
entdo alel de controle acimacom k > a também cumpre o objetivo.

e Porém, se 0 parametro a atera-se deformaquea > k > 0, entdo o sistema em malhafechada
serainstavel.




Introducao

Motivacao

Problema de Controle Linear:

Considere a planta escalar

r = axr + u,

sendo u a entrada de controle e = 0 estado escalar da planta. Assuma o parametro a desconhecido. O
objetivo € encontrar alei de controle u tal que x sgjalimitado e tenda a zero com o passar do tempo.

e Sea éum pardmetro conhecido, entdo alel de controle
u = —kx, k> |al,

cumpre 0 objetivo do controle. Além disso, se apenas um limite superior a > |a| é conhecido,
entdo alel de controle acimacom k > a também cumpre o objetivo.

e Porém, se 0 parametro a atera-se deformaquea > k > 0, entdo o sistema em malhafechada

serainstavel.

Conclusao: Naauséncia de um limite superior para o parametro desconhecido a da planta, nenhum
controlador linear podera estabiliza-|a.




M odel os Paramétricos

Objetivo: Apresentar varias formas de parametrizacoes para plantas, visando

torné-las adequadas para a estimacao de parametros.




M odel os Paramétricos

O primeiro passo no projeto de algoritmos de identificacéo de parametros (IP) online é agrupar os
parametros desconhecidos em um vetor, separando-os dos sinais conhecidos, fungdes de transferéncia e
demais parametros conhecidos em uma equagao que Sgja conveniente para estimagao de parametros.
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M odelo SPM

Considere a classe de parametrizagoes da forma

z = 0%,

sendo 0* € R™ o vetor com todos os parametros desconhecidos, z € R e € R™ ossinais disponiveis

para medicao.




M odel os Paramétricos

O primeiro passo no projeto de algoritmos de identificacéo de parametros (IP) online é agrupar os
parametros desconhecidos em um vetor, separando-os dos sinais conhecidos, fungdes de transferéncia e
demais parametros conhecidos em uma equagao que Sgja conveniente para estimagao de parametros.

Modelo SPM
Considere a classe de parametrizagoes da forma
2 =69,

sendo 0* € R™ o vetor com todos os parametros desconhecidos, z € R e ¢ € R™ os sinais disponiveis
para medicao.

Definimos a classe de model os acima como static parametric model (SPM).

O modelo SPM pode representar um sistema linear, ndo-linear, estatico ou dinamico.



Exemplo 1. Modelo SPM

Considere o seguinte modelo ARMA

M odel os Paramétricos

y(k) = —a1y(k—1) — a2y(k —2) 4+ byu(k — 1) + bau(k — 2),

sendo as constantes a1, as, b1 € ba assumidas desconhecidas.



M odel os Paramétricos

Exemplo 1. Modelo SPM

Considere o seguinte modelo ARMA
y(k) = —a1y(k—1) — a2y(k —2) 4+ byu(k — 1) + bau(k — 2),

sendo as constantes a1, as, b1 € ba assumidas desconhecidas.

Este modelo pode ser reescrito naforma SPM como

2(k) = 07 ¢(k),

onde
z(k) = y(k),
T
k) = |-y(k—1) —yk-2) uk-1) u(k-2) .
0* = [al as b bQ]T-




Modelo DPM

O seguinte modelo daforma
z = W(q)G*Tqb,

M odel os Paramétricos

ondeossinaisz € Re¢ € R™ sdo disponiveis paramedicdo e W (q) é umafuncdo de transferéncia

estavel propriatambém aparece frequentemente.




M odel os Paramétricos

Modelo DPM
O seguinte modelo daforma
z = W(q)é’*Tqb,

ondeossinaisz € Re¢ € R™ sdo disponiveis paramedicdo e W (q) é umafuncdo de transferéncia
estavel propriatambém aparece frequentemente.

Definimos esta classe de model os paramétricos como dynamic parametric model (DPM).




Modelo DPM

O seguinte modelo daforma

2 = W(q)0™" ¢,

M odel os Paramétricos

ondeossinaisz € Re¢ € R™ sdo disponiveis paramedicdo e W (q) é umafuncdo de transferéncia
estavel propriatambém aparece frequentemente.

Definimos esta classe de model os paramétricos como dynamic parametric model (DPM).

Observacgoes:

(i) -

(1) -

a grande vantagem dos modelos SPM e DPM quando comparados a outros model os € que o vetor

de parametros desconhecidos 6* aparece linearmente,

esta propriedade é significativa no projeto de algoritmos de (1P), uma vez que as propriedades de

convergéncia podem ser estabel ecidas analiticamente.




M odel os Paramétricos

Exemplo 2: Modelo DPM

Considere o sistema
T = —2x + a1 f(x) + azg9(x)u,

sendo f(x) e g(x) fungdes conhecidas e o e aia constantes desconhecidas.



M odel os Paramétricos

Exemplo 2: Modelo DPM

Considere o sistema
T = —2x + a1 f(x) + azg9(x)u,

sendo f(x) e g(x) fungdes conhecidas e o e aia constantes desconhecidas.

O sistema acima pode ser reescrito como




M odel os Paramétricos

As vezes, 0s parametros desconhecidos ndo podem ser escritos de forma linear nos model os paramétricos.
Nestes casos, a convergéncia global dos algoritmos (IP) baseado em tais model os ndo pode ser

demonstrada.




M odel os Paramétricos

As vezes, 0s parametros desconhecidos ndo podem ser escritos de forma linear nos model os paramétricos.
Nestes casos, a convergéncia global dos algoritmos (IP) baseado em tais model os ndo pode ser
demonstrada.

Modelo B-SPM/B-DPM

Caso Especial: Um caso de néo linearidade no model o de pardmetros para o qual os resultados de
convergéncia existem e quando os parametros desconhecidos aparecem na forma bilinear

2= " (0% + 21)
ou

2 = W()p* (0% + =)

ondez € R, ¢ € R™ ez, € R sao sinaisdisponiveis paramedicdo acadainstantet e p* € R™ e
0* € R™ sdo os parametros desconhecidos. A fungdo de transferéncia W (q) € estével e assumida
conhecida

Definimos os model os paramétricos acima como bilinear static parametric models (B-SPM) ou bilinear
dynamic parametric models (B-DPM).




Exemplo 3: Modelo B-SPM

Considere novamente o0 seguinte modelo ARMA

M odel os Paramétricos

y(k) = —a1y(k—1) — a2y(k —2) 4+ byu(k — 1) + bau(k — 2),

com as constantes a1, a2, b1 € by Sa0 assumidas desconhecidas.




Exemplo 3: Modelo B-SPM

Considere novamente o seguinte modelo ARMA

M odel os Paramétricos

y(k) = —a1y(k—1) — a2y(k —2) 4+ byu(k — 1) + bau(k — 2),

com as constantes a1, a2, b1 € by Sa0 assumidas desconhecidas.

Assuma agora que a constante b; seja ndo-nula. Entéo, podemos obter um modelo do sistema naforma

B-SPM

onde

z = p (0" (k) + 21(k)),




M odel os Paramétricos

M odelo SSPM

Em algumas aplicacdes de identificagdo de parametros ou controle adaptativo de plantas daforma
x = Ax + Bu,
cujo estado x é disponivel para medicéo, o0 seguinte modelo paramétrico pode ser utilizado
t = Amx + (A — Am)z + Bu,

onde A,, é umamatriz de projeto estavel, A e B sa0 matrizes desconhecidas e x e u S0 vetores de sinais
disponiveis para medicéo.




M odelo SSPM

M odel os Paramétricos

Em algumas aplicacdes de identificagdo de parametros ou controle adaptativo de plantas daforma

r = Az + Bu,

cujo estado x é disponivel para medicéo, o0 seguinte modelo paramétrico pode ser utilizado

t = Amz + (A — Am)x + Bu,

onde A,, é umamatriz de projeto estavel, A e B sa0 matrizes desconhecidas e x e u S0 vetores de sinais

disponiveis para medicéo.

Este model o também pode ser expresso naforma

i = Amz + 01 ®,

T
onde ©*T = [A — Am B] ed = [a:T uT] . Definimos esta classe de model os paramétricos

como state-space parametric model (SSPM).




M odel os Paramétricos

M odelo B-SSPM
Ouitra classe de model os de espaco de estado que aparece em controle adaptativo € daforma
&t = Amz + DO ®,

onde amatriz D também é desconhecida mas é definida positiva, definida negativa ou o sinal de cada um
de seus elementos é conhecido.

Definimos esta classe de model os paramétricos como bilinear state-space parametric model (B-SSPM).




M odel os Paramétricos

Exemplo 4: Modelo SSPM

Considere aplanta

r = Ax + Bu,
T T a a b b
ondexr = [w1 xQ] U = [ul uQ] ed = | 2 , B = H 2| 550 as matrizes
asi a9 b21 b22

com elementos desconhecidos.




M odel os Paramétricos

Exemplo 4: Modelo SSPM
Considere a planta
r = Ax + Bu,
T T a a b b
ondex = [5131 xQ] U = [ul U2] eA = H 2 , B = H 21 <80 as matrizes
a1 a2 b21 b22
com elementos desconhecidos.
O modelo SSPM é gerado como
—Qm 0 a1 + am a b b
W z 4+ 11 12 z 4+ 11 12 “.
0 —am as1 a22 + am ba1  ba2

onde a.,, > 0 € uma constante de projeto.




M odel os Paramétricos

Exemplo 4: Modelo SSPM
Este model o pode ser reescrito como
—a
T = " r + 0*Td,
O _am
onde
. a1 + a a12 bi1  bi2 T
o = " ecp:[a;l T2 Ul U2]-
asi a22 + am b21 b22
]

No proximo Capitulo faremos a deducéo da expresséo dalel adaptativa para a estimagéo das entradas
desconhecidas das matrizes A e B.




M odel os Paramétricos

O problema de identificacéo de parametros (I P), para os model os paramétrico vistos anteriormente, pode
ser estabelecido como segue:

e Modelos SPM: Dadas as medigOes z(t) e ¢(t), gere 6(t), a estimativa do vetor desconhecido 6%,
em cada instante de tempo ¢. O algoritmo IP atualiza 6(¢) com o tempo de tal maneira que, a
medida que o tempo evolui, 6(t) aproxima-se ou converge para6*.

e Modelos B-SPM/B-DPM: Dadas as medidas de z, z1 € ¢, gere as estimativas 0(t) e p(t) de 0* e
p*, respectivamente, a cada instante de tempo ¢ da mesma forma como nos casos SPM e DPM.

e Modelos SSPM: Dadas as medidas de x, u, isto €, ®, gere aestimativa © de 6* e, entéo, as
estimativas A(t) e B(t) de A e B, respectivamente, a cada instante de tempo ¢ como no caso
SPM.




Observacoes:

M odel os Paramétricos

e Umavez que estamos lidando com IP online, podemos esperar também que se 6* sofre uma
modificagdo, entdo o algoritmo IP reagira atais mudancgas e atualizard a estimativa 6 (t) parao

novo valor *.

e Sob certas condicdes, a convergéncia ocorre de forma assintética conforme o tempo evolui.

e QO adgoritmo (IP) online gera estimativas a cada instante ¢ através de medidas atuais e passadas dos
sinais. Raz&o esta, que tais algoritmos sado denominados Algoritmos | P Recursivos.

e Diferentemente dos algoritmos nao-recursivos, todas as medidas sao coletadas a priori sobre
grandes interval 0s de tempo e sdo processadas offline para gerar as estimativas dos parametros

desconhecidos.




|dentificacao de Parametros

Objetivo: Projetar e analisar algoritmos para identificacdo de parametros online (leis

adaptativas) para plantas de tempo continuo.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

O procedimento paraidentificacéo online de parametros envolve 0s seguintes passos:

e Passo 1. Agrupar os parametros desconhecidos em um vetor 0* e expressar a planta naformade
modelo paramétrico SPM, DPM, B-SPM ou B-DPM.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

O procedimento paraidentificacéo online de parametros envolve 0s seguintes passos:

e Passo 1. Agrupar os parametros desconhecidos em um vetor 0* e expressar a planta naformade
modelo paramétrico SPM, DPM, B-SPM ou B-DPM.

e Passo 2: Usar aestimativaf(t) de 0* paraacriagdo do modelo de estimagdo que tem a mesma
forma do modelo paramétrico. O erro de estimacao € utilizado para conduzir alel adaptativa que
geraf(t) online. A lei adaptativa € uma equagdo diferencial daforma

onde ¢(t) é o erro de estimagdo que reflete adiferencaentre 6(t) e 6* e H(t) é o vetor variante no
tempo gue depende dos sinais medidos.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

O procedimento paraidentificacéo online de parametros envolve 0s seguintes passos:

e Passo 1. Agrupar os parametros desconhecidos em um vetor 0* e expressar a planta naformade
modelo paramétrico SPM, DPM, B-SPM ou B-DPM.

e Passo 2: Usar aestimativaf(t) de 0* paraacriagdo do modelo de estimagdo que tem a mesma
forma do modelo paramétrico. O erro de estimacao € utilizado para conduzir alel adaptativa que
geraf(t) online. A lei adaptativa € uma equagdo diferencial daforma

onde ¢(t) é o erro de estimagdo que reflete adiferencaentre 6(t) e 6* e H(t) é o vetor variante no
tempo que depende dos sinais medidos.

e Passo 3: Estabelecer condigdes que garantam que 6(t) convirjaparad* amedidaquet — +oco.
Neste passo esta envolvido o projeto da entrada da planta dado que o vetor de sinal admita certas
propriedades, isto €, a garantia de que os sinais medidos carreguem informagdes suficientes sobre
0s parametros desconhecidos.



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Exemplo: Caso de 1 Parametro
Considere o modelo de planta de primeira ordem

a
U
s+ 2

: (1)

y —
sendo a 0 Unico parametro desconhecido e y e v S80 a saida e a entrada do sistema disponiveis para
medi¢&o, respectivamente.

e Passo 1. Modelo Paramétrico
O modelo (1) pode ser reescrito como

a

S+2u = auy, (2)

y:

sendouy = 3%2 disponivel paramedicado jaque u pode ser medido. Entéo, (2) estanaforma
SPM
z = 0",

sendoz = ye¢ = uy disponiveis paramedicdo e 0* = a.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Par ametro

Modelo de Estimacao e Erro de Estimacéo

Considere 0 model o de estimacao

z2(t) = 0()o(t), (3)

sendo 2(t) aestimativade z(t) baseada no parametro estimado 6(t¢) no instante ¢. Observe
que

2(t) — z(t) = 0(1)e(t) — 0% (1) = (B(t) — 67)e(t) = O(t)b(t).

Como #* é desconhecido, ent&o 6(t) ndo esta disponivel paramedicio. Dessamaneira, 0
unico sinal a ser gerado, utilizando as medidas disponive's, que associa a diferenca entre
0(t) ed* éosina deerro

ety = 22, (4)

0 qual é denominado como erro de estimacao.

OBS: m? > 1 éum sina de normalizagdo projetado para garantir que mﬂ sgjalimitado.



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Par ametro

Modelo de Estimacao e Erro de Estimacéo

Combinando (3) e (4), podemos expressar 0 erro de estimagdo como uma fungao do erro de
parmetro 0(t), isto &,

E(t) — _Q(t)gb(t). (5)

2
my

Note que, a expressdo acimarelaciona o erro de estimagdo e(¢) como o erro de parémetro
0(t). Além disso, o erro de estimagzo ¢(t) ndo pode ser gerado a partir de (5), jaque 0(¢)
ndo esta disponivel para medicao.



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Passo 2: Algoritmo de | dentificacéo de Parametro

Lel Adaptativa

Uma ampla classe de lei's adaptativas (estimadores de parametros) pode ser obtida para
gerar 6(t), aestimativade 6*, combinando (3), (4) e (5).

A abordagem considerada aqui sera atualizar 6(¢) em umadirecdo que minimizaum
determinada fungéo custo do erro de estimagao €(t). Ou sgja, 0(t) € gjustado em um diregdo
quefaz |e(t)| cada vez menor até que um minimo seja alcancado no qual |e(t)| = 0 ea
atualizacéo e finalizada.

Considere o critério de custo

(z — 0¢)? B €?m?

J(0) = |
() 2m?2 2

0 qual serd minimizado com relacdo a 6.



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Par ametro

e Lei Adaptativa

Usando o método do gradiente obtemos
0 = —yVJ(0), (7)

sendo v > 0 uma constante a qual denominamos de ganho adaptativoe V.J(0) éo
gradiente de J com relagdo a . No caso escalar em quest&o, temos

dJ (2 — 69)

a0 _T¢ = —€p, (8)

S

VJ(0) =

0 queresultanale adaptativa

6 = vep, 6(0) = 6p. (9)

A lel adaptativa encontrada deve garantir que a estimativa de parémetro 6(¢) e a velocidade de
adaptacdo 0(t) ssjam limitadas e que o erro de estimagdo «(t) fique cada vez menor com o tempo.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

e Passo 3. Estabilidade e Convergéncia do Parametro

Algumas condicbes deverdo ser impostas ao vetor ¢(t) (vetor regressor) afim de garantir a
estabilidade e a convergéncia.

Usando (5) combinado ao fato que @ = 6 — 6* = 6 (pois6* & constante), entso (9) pode ser
reescrita como

6, 6(0) = 6. (10)

A equacao diferencia acima admite a seguinte solugéo

- o[t 22 g
i) = ¢ o mIn Ty (11)

aqual para t &2 (7) dr > aot eagum ag > 0, 6(t) converge para8* exponencialmente
0

m32 ()
rapido. Segue de (11) que 6(t) é limitada para qualquer ¢(¢). Além disso, de (10) é possivel

concluir que A(t) = 6(t) élimitada devido a ﬂ‘fﬁl) ser limitada.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Estabilidade e Conver géncia do Parametro - Outra Analise

Considere a fungao de Lyapunov
62
V = —.
2y

A derivadade V ao longo datrajetériad(t) é dada por

. dvVdo  6db 2
V=—~—:——:—¢ 62
do dt v dt m?2
ou ainda, utilizando ¢ = —?i“é,obtemos"/ = _%92 = —e2m?2.
NotequeV = —e2m?2 < 0, V6, logo V é semidefinida negativa no espaco de 6. Observe também que,

V ndo é definida negativa, pois V' pode se anular sem que 6 sejanulo.

Baseado nestes fatos, de acordo com os critérios de estabilidade via Lyapunov, podemos concluir que o
ponto de equilibrio §. = 0 trata-se de um ponto de equilibrio uniformemente estavel e a solucdo para

2 2 ~ ~ ~
6 = —~v2.6, 6(0) = fy éuniformemente limitada.

2
myg




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Estabilidade e Conver géncia do Parametro - Outra Analise

A estabilidade assintética ndo foi garantidaainda. As propriedadesde V e V' permitiréo conclusdes
adicionais.

Como V() > 0 eV (t) < 0, segueque V (t) élimitada e consequentemente A(t) é limitada em virtude
deV = %. Logo, V' (t) converge para uma constante quando t — oo, ISt0 €, lim¢—s 4+ oo = Vo € R.

. 2 ~
Integrando ambos os lados daexpressio V- = — 2,62 = —2m?2, obtemos

2
myg

/Ot V(T)dT = — /Ot eQ(T)mg(T)dT

ou

V(t) — V(0) = — /O € (7)m2 (+)dr.

Umavez quelim; 4+~ = Voo, SEQue daexpressdo acimaque

—+ oo
0 §/ E(T)m2(1)dr = Vo — Voo < +00.
0



|dentificacao de Parametros

Estabilidade e Conver géncia do Parametro - Outra Analise

Da expressao anterior € possivel concluir que emgs € Lo, pois
400 %
lems||2 = (/ 62(7')m§(7')d7'> < 4o0.
0

E mais, comom? > 1 entdo e < e?m?2. Logo, € € L.

Daigualdadee = —i‘g concluimosquef;L—‘Zs € Lo, jaqueems € Lo.

S

m

Tempo Continuo

E também i—"b € Loo, POiSO € Lo € ® ¢ [o0. Dessamaneira, i—‘b € L2 N L. Que por suavez,

implicaqueems € L2 N Loo.

Observe que

¢

ms

lelloo < 10][oo |

oo < o0,

logoe € L. ENté0, € € Lo N L.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Estabilidade e Conver géncia do Parametro - Outra Analise

Dada a expressao

b = yep = yemo—-,

S

como -2~ ¢ Loo €ems € LoN Lo entdo § ¢ LoN L.

Concluimos entdo que
()- 0 € Lo,
(ii)- € emsed € LoN Loo,

independemente da limitagéo de ¢.

Seria desejavel também concluir que e, ems e § tendessem a zero quando ¢ — +oo. Este fato pode ser

estabel ecido quando a entrada v € assumida limitada.




|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Estabilidade e Conver géncia do Parametro - Outra Analise

Até agora ndo ficou garantido que 6(t) — 6* quando t — +oco. No entanto, para que tal fato seja
estabelecido é preciso impor que mi sgja persistentemente excitante (PE), isto &, satisfazer

t+To
/t (b(T)(bT(T)dT = aopTol (12)

paraalgum ag > 0,17y > 0eVi > 0.

A condicdo PE € necesséria e suficiente paraque 0(t) — 6* quando ¢t — -+oo. Na prética esta
propriedade fica garantida pela escolha apropriada da entrada .



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo

Exemplo: Caso de 2 Parametros

Considere o modelo de planta

sendo a e b os parametros desconhecidos. Assuma que v, y € u Sao disponiveis para medicéo.

e Passo 1: Modelo Paramétrico

Como vy, y e u séo disponiveis paramedicdo, entdo o model o (13) pode ser reescrito naforma SPM

z =09, (14)

T T
ondez = gy, 0" = [a b] , O = [u _y] , € z, ¢ SAo disponivels para medicao.
e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Par ametro

e Modelo de Estimacéo:
z = 0T¢7 (15)

onde 0(t) é aestimativa de 6* no instante de tempo t.



|dentificacao de Parametros

Tempo Continuo
Exemplo: Caso de 2 Parametros
e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Parametro
e ErrodeEstimacao:
e= """ (16)
m

onde m s € 0 sinal de normalizacdo tal que ® € Lo0. Umaescolhadireta paramsg €

m

m? = 1 + a¢! ¢ paraquaquer a > 0.

e Le Adaptativa: Usando o método do gradiente para minimizar afuncdo custo

e2m?2 (2 — 0T¢)2 (2 — 0141 — O2¢2)?
2 2m2 N 2m2

onde 1 = ue¢ps = —y, obtemos

6 = —T'VJ, (18)
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Exemplo: Caso de 2 Parametros
e Passo 2: Algoritmo de ldentificacao de Parametro
e Lei Adaptativa:
onde
_ | aJ aJ
vi= |2 2], (19)

I' = I'"" ~ 0 €0 ganho adaptativo, e f1, §> sdo os elementos de 6. Desde que

g—e‘]l = —€pp1 € g_é; = —ed2 (20)

nos temos que
6 = Te, 6(0) = 6o, (21)

0 qual trata-se dalei adaptativa para atualizacdo de 6(t) iniciando a partir da condi¢do incial
0(0) = 6p.
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Exemplo: Caso de 2 Parametros

e Passo 3: Estabilidade e Convergéncia do Parametro

O erro de parametrod = 6 — #* é obtido a partir de (16) e (21) notando que

Z_0T¢ 0*T¢_0T¢ éT(b ¢T§
€= T = 2 - T2 T T2 (22)
msy ms ms ms
ed = 6,ist06
3 T _
0 = I'pe = —F¢¢ 6. (23)

2

mg

Observe que, a estabilidade do ponto de equilibrio 8. = 0 dependera muito das propriedades
matriz variante no tempo — Do ™ gue, por suavez, depende da propriedade de ¢.

Questdo: Quais propriedades de ¢ garantirdo que o ponto de equilibrio §. = 0 sgja
exponencia mente estavel ?
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Per sisténcia de Excitacao e Entradas Suficientemente Ricas

Definicdo: O vetor ¢ € R™ € PE com nivel « se ele satisfaz

t+To
/t (b(T)(bT (T)dT > apTol (24)

paraagumag > 0, Ty > 0eVi > 0.

Definicao: O sinal w € R € chamado suficientemente rico de ordem n se ele contém pelo menos 4
frequéncias distintas ndo-nulas.

Vamos considerar que o vetor de sinal ¢ € R™ gerado por
¢ = H(s)u, (25)
ondeu € R e H(s) éum vetor cujos elementos sdo fungdes de transferéncia que sdo estritamente proprias

com polos estavels.

Teorema: Considere ¢ = H(s)u e assumadue os vetores complexos H (jw1), ..., H(jwn ) Sgjam
linearmente independentes sobre C™ Vwy, ...,w, € R, ondew; # w; parat # j. Entéo, ¢ €PE see
somente se u € suficientemente rico de ordem n.



|dentificacao de Parametros
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Algoritmos Gradientes baseadosno M odelo Linear

O algoritmo gradiente € desenvolvido utilizando o método do gradiente para minimizar um funcional J(0)
apropriado. Diferentes escolhas para J(6) resultam em algoritmos diferentes.

A estimativa z de z € gerada pelo model o de estimacéo
2 =0"9¢, (26)
onde 6(t) é aestimativade 6* no instante de tempo ¢. O erro de estimagdo é construido como

z — Z z — 01
€ = 2 Zm—§> (27)

ondem? > 1 éo sina de normalizacdo paralimitar ¢. O sinal de normalizac&o assume frequentemente a
formam?2 = 1 + n2, onden? > 0 é denominado como sinal de normalizag&o estético para garantir que
¢ sgjalimitada. Algumas escolhas imediatas paran? sio

mg

n? = aplp, a>0 e n? =¢'Pp, P =Pl 0,

onde o € um escalar e P é uma matriz selecionada pelo projetista.
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Algoritmo Gradiente com Funcgéo Custo | nstantanea

A funcdo custo J(6) € escolhida como

2,2 _ 0T 2
J) = 727% _ (2 A 2 (28)

Em cadainstante ¢, afuncéo custo J(#) € umafuncdo convexaem 6 e portanto admite um minimo global.
O algoritmo gradiente assume aforma

0 = —I'VJ, (29)
ondeI’ = I'" = 0 é umamatriz de projeto denominada como ganho adaptativo.
T
ComoVJ(0) = (z _n@ﬂ 2)¢ — —e@p, NOstemos
0 = Te. (30)

A lel adaptativa (30) associada ao modelo de estimacéo (26), ao erro de estimagéo (27) e aos sinais
medidos z e ¢ constituem o algoritmo gradiente de identificagdo de parametro baseado na funcédo custo
instantanea.
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Algoritmo Gradiente com Funcgéo Custo | nstantanea

Teorema: O agoritmo gradiente (30) garante que

()- € ems, 0 LoNLoo € E Loo.

(i)- Se n‘f é PE, entdo 0(t) — 6™ exponencialmente rgpido. Além disso,

(6(t) — 0")'T7HO() — 6%) < (1 — y1)™(8(t) — ) T (8(t) — 6%),  (31)
onde0 <t <nilpy,n =0,1,2,...e

N = 2aOTO>\min(F) B — sup
2 + B4N2 T3 I

max

ms

(32)

(i) - Seaplantay = G(s)u possui pélos estaveis e nenhum cancelamento de polos nulos e a entrada
u é suficientemente ricade ordemn 4+ m + 1, entdo ¢ e -2~ sdo PE. Além disso, |6(¢) — 6*], e,

mg

ems € 0 convergem para zero exponencia mente répido.
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Algoritmo Gradiente com Funcgéo Custo I ntegral

A funcdo custo J(6) € escolhida como

J(6) = % /O "B 2 (4 ym2(r)dr, (33)

onde 3 > 0 € uma constante denominada fator de esquecimento e

2(1) — 01 (t)o()

E(t?T) — m2
S

, €e(t,t) =€ T2>t, (34)

€ 0 erro de estimagdo que depende da estimativa 6(t) e dos valores dos sinaisem + < t. Veaque:

e O funcional custo penalizatodos os erros passados entre z(7) e z(7) paraT < t, obtidos pelo uso
da estimativa atual 6(t) com medidas passadasde z(7) e ¢(7).

e O fator de esquecimento e —#(t—7) é utilizado para dar mais peso para as informacdes mais
recentes atraves do desconto das entradas anteriores.
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Algoritmo Gradiente com Funcgéo Custo I ntegral

Observe que J () é um funcéo convexa de 6 a cada instante ¢. Portanto, admite um minimo global. Uma
vez que 6(t) ndo depende de T, o gradiente de J com relagéo a d é facil de calcular apesar da presenca da
integral. Aplicando o método do gradiente, temos

0 = —T'VJ, (35)

onde

VI =~ / Ceptn M) Z OO oy (36)
0

2
my

A lel adaptativa acima pode ser implementada como

0 = —T(R(t) + Q),  6(0) = 6o,
—BR + q—*@ , R(0) = 0, (37)
-6Q — 25, Q(0) =0

S

X-
|

Q-
I

onde R € R"*", Q € R**1, T' = I'l' - 0 é 0 ganho adaptativo, n € adimensio do vetor 0* ems €0
sinal de normalizagéo.
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Algoritmo Gradiente com Funcgéo Custo I ntegral

Teorema: O agoritmo gradiente com funcao custo integral garante que

()- € ems, 0 LoNLoo € E Loo.

(i) - lim¢ oo |0(t)] = O

(i) - Se n‘f é PE, entdo 0(t) — 6™ exponencialmente rgpido. Além disso, paral’ = ~I, oraio de

S

convergéncia aumenta com -y

(iv) - Sewu ésuficientementerico deordem n + m + 1 eaplanta € estavel e ndo admite cancelamentos
de pdlos nulos, entdo ¢ e -2 sdo PE e 0(t) — 60* exponencialmente rgpido.

mg
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Algoritmo Minimo Quadrado (MQ)
O método de MQ tem sido amplamente utilizado para estimacéo de parametros na forma recursiva,
principal mente para sistemas de tempo discreto.

Considere o modelo linear
z = 0% . (38)

~ T
t=¢T0 e e=272 =202 (39)

onde 6(t) é aestimativade 6* noinstantet,em? = 1 + n? é projetado paragarantir ‘Z € Loo.

m
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Algoritmo Minimo Quadrado Recursivo com Fator de Esquecimento

Considere afungao custo

1 [t — 0T (t 2 1
J(Q) — _/ 6—,8(15—7) (Z(T) ( )¢(T)) dr + _e—Bt(e . GO)TQO(Q . 90), (40)
0 m2(T) 2

onde Qg = QE—)F >~ 0 e > 0 sdo constantes de projeto e g = 6(0) € aestimativainicia do parémetro.
Como J(#) € umafungéo convexaem 6 sobre R™ acadainstante ¢t. Ent&o, qualquer minimo local é
também global e satisfaz

VJ() = 0, Vit > 0. (41)

O algoritmo MQ paragerar 6(t), aestimativa de 6*, é obtida através da solugdo de

VJ(0) = e P'Qo(6(t) — bo) — /Ot —B(t—r) (2(7) ;152(;)(]5(7))

o(T)dr = 0 (42)

parad(t), aqual resultano algoritmo
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Algoritmo Minimo Quadrado Recursivo com Fator de Esquecimento

0(t) = P(t) {eﬁtheo + /0 t emtﬂ%cﬁ} , (43)
onde )
— Bt T 1C ¢" (r -

€ denominada matriz de covariancia. Note que, como Qg = Qg > 0 e¢pp’ ésemidefinida positiva,
entdo P(t) existe acadainstantet.

Usando aidentidade < PP~! = PP~1 + P4 pP~—1 = 0,ofatoqueem? = z — 67 ¢ ederivando
0(t) com relacdo at, nds obtemos o Algoritmo MQ Recursivo com fator de esquecimento

D,
|

P€¢a 9(0) = 0o

T - (45)
P = BP - PP PO =P =Qy"
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Algoritmo Minimo Quadrado Recursivo com Fator de Esquecimento

O proximo Teorema estabel ece a estabilidade e a convergénciade 6(t) para8* do algoritmo (45):

Teorema: Se ﬂ‘f é PE, entdo o Algoritmo MQ com fator de esquecimento obtido garante que P,

P~l € L equed(t) — 0* quandot — co. A convergénciade 6(t) — 0* é exponencial quando
B> 0.
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Algoritmo Minimo Quadrado Simples

Quando 3 = 0 em (40), o algoritmo (45) torna-se

6 = Peg, 0(0) = 6g
P = —P%.p P0)=P =Qy""

2
ms

(46)

o qual é denominado como Algoritmo MQ Smples.

Teorema: O agoritmo (46) garante que
()- € ems,0€ LoN Lo €, PE Loo.

(i) - lim¢_oo 6(t) = 0, onde § é um vetor constante.

(i) - Se -2~ éPE, entdo 6(t) — 6* quando t — co.

S

(iv)- Seaplantay = G(s)u éestavel e ndo admite cancelamentos de polos nulose w €
suficientemente rico deordemn 4+ m + 1, entdo ¢ e mi sSo PEef(t) — 6* quandot — oc.

[]
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Algoritmo Minimo Quadrado Simples
Observacoes.

(i)- O Algoritmo MQ Simples garante que o parametro converge para uma constante  sem qual quer
restricéo sobre o vetor regressor ¢. No entando, se ¢ 6PE, entdo§ = 0*.

ms
(ii)- A convergéncia dos parametros estimados para val ores constantes € uma propriedade Unica deste
algoritmo.

(ii)-  Umadasincoveniéncias deste algoritmo é que a matriz de covariancia P pode tornar-se
arbitrariamente pequena e desacel erar a adaptacéo. Isto €, como

d(P~t) _ ¢¢"

dt m2 =

entdo P~ pode crescer indefinidamente, o qual pode implicar que P pode tende a zero.

(iv)- Outro problema deste algoritmo € que a convergéncia ndo pode ser garantida exponencial.
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Algoritmo Minimo Quadrado Modificado
MQ Smples

Uma formade evitar o problema do anulamento da matriz de covariancia P é modificar o algoritmo MQ
usando a seguinte redefinicéo

0 = Peg, 0(0) = 6o,

. T

P =-p2_p Pt = Py = pol, (47)
mg =1 + nga nga — a¢T¢7 o > 07

onde t;” é o instante de tempo no qual Amin (P(t)) < p1 €pg > p1 > 0 s80 aguns escalares de projeto.
Devido a esta modificagéo, P(t) = p1l, YVt > 0. Dessamaneira, P é garantidamente definida positiva
paravt > 0.
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Algoritmo Minimo Quadrado Modificado
MQ com Fator de Esguecimento
Jano Algoritmo de MQ quando 3 > 0, o problemade P(t) tornar-se arbitrariamente pequeno ndo existe.

No entanto, P(t) pode crescer indefinidamente. Para evitar também este fendmeno, o seguinte Algoritmo
MQ Modificado com Fator de Esquecimento é utilizado:

p_ po p P < R 48
b B > se ||P(t)] < Ro, (48)

0 caso contrario,

onde P(0) = Py = P = 0,|P(t)|| < Ro, onde Ry é uma constante que estabelece um limite
superior para || P(t)|, em? = 1 + n2 éosina denormalizagéo que satisfaz -2~ € L.
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Algoritmo Minimo Quadrado Modificado

Teorema: O Algoritmo MQ Simples com covarianciaredefinida e o Algoritmo MQ Modificado com Fator
de Esgquecimento garantem que:

()- € ems,0 € LoaN Lo €0 € Loo.

(i)- Se n‘f é PE, entdo 0(t) converge para 0* exponenciamente rapido quando ¢ — oc.

(iii)- Sez = 0*¢ éomodelo SPM paraaplantay = G(s)u com polos estaveis e com nenhum
cancelamento de polos nulos e u € suficientemente rico deordem n + m + 1, entéo ¢, mi sdo PE
e 0(t) converge para8* exponencialmente rapido quando ¢t — oc.

[l
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| dentificacéo de Par ametros - M odelo B-SPM

Considere o modelo hilinear SPM
2= p*(0"T ¢ + 20), (49)

onde z e zg S0 sinais escalares assumidos conhecidos a cadainstante detempo ¢ e p* e 6* sao parametros
escalar e vetorial desconhecidos, respectivamente. O erro de estimagao € gerado por

onde p(t) e f(t) sdo as estimativas de p* e 6*, respectivamente, no tempo ¢ e onde m s € projetado para
limitar ¢ e zo. Considere o funcional custo

e2m2  (z — p*0T¢ — p + p*& — p*z0)?

ondeé = 017 ¢ + zg édisponivel para medicao.
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| dentificacéo de Par ametros - M odelo B-SPM

Aplicando o método do gradiente, obtemos:

6 = —T1V.Jy = Diep*o,

. (51)
p = —YVdp, = 7€,

ondel’y = I'f’ > 0 e~ > 0 sdo os ganhos adaptativos. Desde que p* é desconhecido, alei adaptativa
acima ndo pode ser implementada. Driblamos este problema assumindo conhecido o sinal de p* ao
empregarmos a igualdade

[1p* = T1|p*|sig(p*) = Tsig(p*),

ondeI’ = I'y|p*|. Desde queT'; éarbitrério, entdo qualquer I' = I'!" = 0 pode ser selecionado sem o
conhecimento de |p*|. Dessamaneira, as leis adaptativas para § e p podem ser escritas como

0 = Lepsig(p*)
p = Y€ (52)
e = Z=L5 ¢ =0T¢ + 2.

ms
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| dentificacéo de Par ametros - M odelo B-SPM

OBS: A hipdtese de que sig(p™*) € conhecido pode ser relaxada, resultando em umalei adaptativa para6 e
p com termos adicionais ndo-lineares.

Teorema: A lel adaptativa garante que

(i)- € ems,0,p € LoaNLoo €0, pE Loo.
(ii)- Se mis € Lo, entdo p(t) — p quando t — oo, onde p € uma constante.
(ii))- Se mis € Loe W% é PE, entdo 0(t) converge para 0* quando t — oc.

(iv)- Seaplantay = G(s)u tem polos estdveis com nenhum cancelamento de pélos nulose u é
suficientemente rico de ordem n 4+ m + 1, entéo ¢, mﬂ sdo PE e 6(t) converge para 6™ quando
t — oc.
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Projecao de Par ametros

Em algumas aplicacdes, tem-se a priori o conhecimento de onde 6* estalocalizado no R™. Tal
conhecimento geralmente é dado em termos de limites superior e inferior para os elementos de 6*, ou
também, em termos da localizagcdo em um subconjunto convexo do R™.

Setal informacao esta disponivel, entdo podemos restringir a estimacéo online ao conjunto onde 0s
parametros desconhecidos estdo localizados. Paratal propdsito, os algoritmos gradientes baseados em
problemas de minimizacao irrestrita de certas fun¢des custos sdo modificados usando o método da
projecao gradiente.

Considere 0 seguinte problema de minimizag&o com restricéo

min{J(6)}

. (53)
sujeitoa 0 € S,

onde S é um subconjunto convexo do R™. Assumaque S édado por S := {0 € R™ | g(0) < 0}, sendo
g : R™ — R umafuncéo suave.
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As leis adaptativas baseadas no método gradiente que foram obtidas até o momento podem ser
modificadas, paragarantir que 6 € S seja solucéo do problemarestrito acima, através de

0 = Pr(—T'VJ) = {

f

\

—I'VJ sef € SO,
ouf € 6(S)e — (I'VJ)T'vg <o,
_ VgVg® Ari
I'VJ + FVgTFVg I'vVJ caso contrario,

onde§(S) := {# € R™|g(0) = 0} eS° := {6 € R" | g(#) < 0} denotam afronteirae o interior,
respectivamente, de S e Pr(-) é o operador projegao.
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Projecao de Par ametros
Algoritmo MQ Smples
A lel adaptativa é dada por:
[ Ped sef € SY,
0 = Pr(Pe¢) = | ouf € 6(S) e (Pep)TVg <0,
| Pep — PVVQQTLPQJQP6¢ caso contrario,
onded(0) € S,
(8P — PP sfe s
P = oud € §(S) e (Pepp)TVg <0,
. O caso contrario,
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Projecao de Par ametros

Algoritmo Gradiente - Funcao Custo Instantanea

A lel adaptativa é dada por:

p

Ted sef € SY,
0 = Pr(Iep) = { ouf € 5(S) e (Tep)T' Vg <0,
Ted — TYIVI o caso Contrario
\ VgTTVvyg ’

onded(0) € S.

Teorema: Asleis adaptativas obtidas acima para o Algoritmo MQ Simples e o Algoritmo Gradiente com
Funcdo Custo I nstantanea, através das modificagbes da projecdo, conservam todas as propriedades que
foram estabel ecidas na auséncia da projegdo e, além disso, garantem que 6(t) € SVt > 0, desde que
0(0) € Sed* € S.
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Projecao de Par ametros
Exemplo: Considere alel adaptativa gradiente
6 = [ep

com o conhecimento a priori que |6*| < M, para alguma constante positiva M assumida conhecida.

Defina

079 M2
S = {HER”|9(€): - 20}.

Utilizando alei adaptativa baseada no método da projegdo comVJ = —e¢p ecom Vg = 6 obtemos

p

Iegp Se|9| < My,
oulf| = My e ¢! THe <0,
Tep — T2 Teg 6] = Mo e ¢TThe> 0
\ € GTFQ € I - 0 )




|dentificacao de Parametros

Objetivo: Projetar e analisar algoritmos para identificacdo de parametros online (leis

adaptativas) para plantas de tempo discreto.
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Tempo Discreto

I ntroducao:

e A maioriados sistemas fisicos a serem controlados ou identificados sdo de tempo continuo €,
guase sempre, model ados matemati camente como tal.

e A implementacdo, no entanto, € feita através de computadores digitais, tornando necessaria uma
representacdo em tempo discreto. Por exemplo:

u Physical y
‘ System i
S/H S/H

Discrete-Time
u(k) Online y(k)
L Parameter
Estimator

Parameter estimate 0(k )

Figura : Implementacéo de um estimador de parémetros online

onde k& € um indice de tempo que assumevaloresk = 0,1,2,...,istoé,t = kT,sendo T’ o
periodo de amostragem.
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Tempo Discreto

Projeto de estimadores online de tempo discreto:

Abordagem 1. Projetamos um estimador de parametros online de tempo continuo baseado no modelo de
referéncia continuo do sistema e, posteriormente, obtemos um estimador de parametros de tempo discreto
através de uma aproximagao do estimador para o sistema continuo.

Abordagem 2. Obtemos uma aproximacdo em tempo discreto do modelo de tempo continuo do sistema
fisico, aqual nos utilizaremos para projetar o estimador online de tempo discreto utilizando técnicas de
tempo discreto.

L eis Adaptativas (Tempo Discreto):

2 — 0L dx
€x = 5 ——, Ok = 01 + Degy,
my

onde 0, éumaestimativade 6* emt = kT, ¢, € 0regressor, z;, € asaidado modelo SPM
z = 0%,

commy > ¢ > 0 sendo umaconstante de normalizagdo eI” = I'l" > 0 o ganho adaptativo.
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Tempo Discreto

2
L ema Fundamental: Se % < 2, entdo ale adaptativa anterior admite as seguintes propriedades.

(i)-
(i1)-
(iii)-

(iv)-

k

O € lo.

€kr kM, €xPk, |0 — Op—_nN| €12 Nl

0r — 0r_nN| — 0quando k£ — oo, onde N > 1 équalquer nimero inteiro

€k Pk,

€k, ELM,

finito.

Se, além disso, i—’; éPE, isto é, satisfaz >°1 71 % > aoll, paratodo k e algum inteiro
k+1

fixado ! > 1 e umaconstante oy > 0, entdo 6, — 0™ exponencialmente rapido.

OBS: O resultado acima € fundamental, uma vez que descreve as propriedades de estabilidade de uma
ampla classe de |eis adaptativas obtidas através da discretizacdo das respectivas leis adaptativas de tempo
continuo. Ou também, pelo projeto de leis adaptativas de tempo discreto a partir de model os paramétricos
de tempo discreto.
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Tempo Discreto

Discretizacdo de L eis Adaptativas de Tempo Continuo:
Considere alel adaptativa de tempo continuo

0 = Ted
_ z—0T¢

€ =
2
ms

baseadano modelo z = 0*1 ¢, onde 0(t), a estimativa de 6*, é atualizada continuamente com o tempo.

Assumaque z(t), ¢(t) sejam medidas feitas nosinstantest = k7", ondek = 0,1, 2,... eT é0 periodo
de amostragem, isto €,
2 = 0"y,

sendo z, = z(kT), ¢ = ¢(kT).

Utilizando o método de aproximagao de Euler, obtemos;

Or — Or_1
T

.
1%

= Dexdp.




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Discretizacdo de L eis Adaptativas de Tempo Continuo:

2 9%@%
€L — 2
k 9

0, = Or—1 + I'iexdr

Entdo,

ondel'y = TT.

Observe que a lel adaptativa obtida ndo pode ser implementada. Jaque, noinstantet = k7', o calculo de
;. exige o conhecimento de ¢;,, que por suavez, depende do valor de 6;..

Substituindo a segunda expresséo na primeira, obtemos:

¢ = T 0% dr _ 2k — (Op—1 + Tiepdr)! o _ Pk~ Oh_ 10k — &1 D1dker
mgk mgk mgk




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Discretizacdo de L eis Adaptativas de Tempo Continuo:

Entdo,
2z — 0L b

€L —
ms ’

ondem? = m3_ + ¢, T1¢y.

Na Ultima expressao, ¢, dependede 0y _1, zx, ¢ €ms, , 8 quais Sao disponiveis para medi¢éo no
instante k. E, portanto, €;, pode ser calculado no instante k.

L ei Adaptativa (Sistema Discreto):

. 2k — 95_1¢k:
€L — 2
k

0, = Or_—1 + I'iexdr




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Teorema: Considere alel adaptativa

€ _ 2k — QZ_1¢I<:
mi 7
0, = Or_1 + I'iexdr

comms, > ¢ > 0 paraagumaconstante positivac. Sel'y = Ff >~ 0 é projetado de tal forma
Amax (I'1) < 2Amin(I'1), entdo as propriedades do lema anterior so aplicaveis.




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Entradas Suficientemente Ricas:
Dizemos que i—i € PE, se satisfaz

-1 Qb T

ktiPry s
E m2 > Oé()l[,
1=0 k+1

paratodo k ealgum inteiro fixado ! > 1 e uma constante a9 > 0.

Estabelecemos ainda, no Lema Fundamental, que se i—’fk € PE, ent&o a convergéncia exponencia de 0,
para o parametro desconhecido 8* no modelo SPM z = 0*T ¢ é garantida pelalei adaptativa

. 2k — eg_lfﬁk
€k — 2
k

0 = Or_—1 + I'iexdr




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Entradas Suficientemente Ricas:

A condicéo PE acima é equivalente a

k+1—1 QbeT
Z : 23 > apll,
j=k m;

paraalgum k e algum inteiro fixado ! > 1 e uma constante ag > 0. Além disso, € denominada como
persisténcia de excitacao forte.

A versao mais fraca € definida por

¢jb;

2
m;

k
im Ay > ool = oo
koo mlnjz_:l = &Q )

e frequentemente denominada como persisténcia de excitacéo fraca.

OBS. i—’; fortemente PE = i—i fracamente PE. A reciproca nem sempre € verdadeira.




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Gradientes:

Considere o model o paramétrico de tempo discreto

*T
2 = 07 o,

onde 8* € R™ é um vetor constante assumido desconhecido, z € R e ¢, € R™ sd0 sequencias
conhecidasacadainstante k = 0,1, 2, ....

O erro de estimacao ¢, € gerado através de

5 _ T
Zp = 0i_ 10k
Zk:_ék Zk—95_1¢k: )

€L = - s 2)
m m

onde mi > ¢ > 0 éosina de normalizacéo projetado para garantir que ? € o

m




|dentificacao de Parametros

Algoritmos Gradientes:

A lel adaptativa é daforma
Or = Op_1 + DUexdy,

com ¢, dado acima.

Tempo Discreto

6(0) = 6o

OBS: Diferentes escolhas paral’ = I'!" > 0 emi resultam em diferentes leis adaptativas.

Casos a serem considerados:
e Algoritmo de projecéo;

e Algoritmo gradiente baseado em custo instantaneo.




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Gradientes:

e Algoritmo de Projecéao:
Considere o problema de minimizagéo

ming, {20k — 0x_1]°}

s.a. zZp = Gquk

Utilizando multiplicador de Lagrange para incorporar arestri¢cao, o problema acimatorna-se:

( )

. 1
ming, .\ 4 5[9k — 9k—1]2 + Alzp — ngbk]

\ - 7
Ve

~"
.

\ Jekz’>‘ J




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Gradientes:

e Algoritmo de Projecéao:

As condicdes necessarias para um ponto de minimo sao:

Jo, 2
56, = Ok =01 — Adp =0
Jo, X
s = oz — 0l =0
. . — 6}
Substituindo a primeira na segunda e resolvendo em A, encontramos A = “k ¢Tk¢‘1¢’“.
k Pk

Substituindo A\ na primeira equagao acima, obtemos:

. _ 2k — 05_1¢k:
& L b
O = 0Or_1 + €xdi




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Gradientes:

e Algoritmo de Projecéao:

Um dos problemas do algoritmo de projecao obtido acima € a possivel divisao por zero quando
cb;f ¢ = 0. Estapossibilidade € eliminada quando consideramos a seguinte modificacéo

. . 2k — 95_1@%
e c+ ¢L b, :
O = 0Or_1 + acpodp

ondec > 0 e0 < a < 2 sdo0 constantes de projeto

Teorema: Sec > 0e0 < a < 2, entdo os resultados do lema fundamental sdo aplicaveis parao
algoritmo de projecao modificado.
[




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Gradientes:

e Algoritmos Gradientes baseado em Funcéo Custo:
Considere o problema de minimizag&o do custo

(2 — OF " 1gy)?

J(0) =
(6) o

com relacéo a 0,1 . Utilizando o método do passo descendente, obtemos
0, = 0,1 — I'VJ,

—oF . :
ondel’ = I'T - 0eVJ = — =% "’2‘1¢"’ b = —erd, resultando no algoritmo gradiente

m

o 2k — 95_1¢k:
€, — 2
k

0 = Or_1 + ey




Algoritmos Minimos Quadrados:

M inimos Quadrados Simples:

|dentificacao de Parametros

Considere afuncéo custo
N
1 (2 — 07 ¢1)?
In(0) = 3 Z 2
2 Mg
ondefy = 6(0).
Considerando
T
— | 2L 2k
a=a 2]

a fung&o custo acima pode ser reescrita como

Tempo Discreto

1 _
un 5(9 — 00)T Py (0 — 60),

J(0) = %(zk — 0.0 (Z) — @) + =(0 — 00)T P10 — 6p).

1
2




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

e Minimos Quadrados Simples:

Calculando o gradiente da fungéo custo anterior e igualando a zero obtemos
Vi = —®L{(Zx — ®10) + Py (60 — 6p) = 0,

0 queresultaem
(L@ + Py O = Py 00 + ®F Zy.

Entdo, aestimativa de 8* no instante &£ que minimiza o funcional acima € dada por:

O = (PLOF + Py ) H(P 00 + @7 2y). (54)




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

e Minimos Quadrados Simples:

Defina
p ' = ofe, + Py (55)

Entao,
Pk dL
—

—1 —1
Pe” =P = P Py — Pp 1Py =
M

Utilizando aidentidade (A + BC)™! = A= — A=1B(I + CA=1B)~!CA~! efazendo

—1 ® oL
A=P ~,,B = m—’z,C — m—";ﬁ,segueque

Py_1¢1d} Pr_1
m2 + ¢i Py_1¢x

P, = Py_1 —




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

M inimos Quadrados Simples:

De (54) e (55) obtemos

_ _ <
0, = P, (PO Y90 + &1 Zp 1 + (b’“j) .
my

Utilizando
((I)g—lq’k—l + Po_1)9 - Po_190 + (I);}F—lzk:—la
-1 —1
Py =@ Py + Py,

na expressao acima, obtemos:

_ zZ
O = Py (Pk_119k—1 + (bkgk) = Op_1 + Prorex.

my



|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

e Minimos Quadrados Simples:

Portanto, o Algoritmo Minimo Quadrado Simples € dado por

( Pi_1br¢t Pl _
P — P_ . k—1PEPr k-1 P — P — PT
K R o (0) 0 o ~ U
$ . Zk—9g_1¢k
Ek: —_— mi )
| Ok = Ok—1 + Prporer, 0(0) = 6o

onde mi > ¢ > 0 éosna denormalizagéo projetado paralimitar ¢y .



|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

Teorema: O agoritmo MQ obtido acima admite as seguintes propriedades:

(i)

(1)

(iii)

(iv)

(V)
(Vi)

€kr EKME, €6PK, Ok, Pi € loo.

= ~ —1
limg s 400 0 = 6,0nde[0 — 0| < ci1]6o — 0%|ec1 = imaX(PO )

min (Po_l)

€k, EkME, €L Pk, |0 — Ok—N| € 2

€x k|, |0 — Or_N| — 0 quando k — +oo, onde N é qualquer nimero inteiro

positivo finito.

€k €L,

Se i—’; é fracamente (ou fortemente) PE, entdo ;. — 6* quando k — +oo.

Considere o modelo SPM. Se a planta possui pélos estaveis e nenhum cancelamento de polos nulos
e aentrada u é suficientementericade ordemn + m + 1, entdo 6, — 6* quando k — +oo.



|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

Minimos Quadrados M odificado:

Considere a seguinte funcao custo envolvendo o parametro de ponderagdo a,

N

1 (Zk — 9T¢k)2 1
JIn(B) = — E 4+ =
N( ) 9 k:1ak % 9

0 — 00)T P (6 — 60),

onde Py € uma matriz positiva definida e a;, € uma sequencia ndo-negativa de coeficientes de
ponderacéo.

O Algoritmo MQ assume aforma

r T
_ _apPr_19KP Pr—1 _ _ pT
Peo = D mi +ardy Po_16k’ P0) = P = Fy -0
T
& o Zk:_ek;_1¢k:
| Ok = k-1 + VarProrer, 6(0) = o



|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

e Minimos Quadrados M odificado:

Observagoes:

e O agoritmo obtido acima é denominado Algoritmo MQ Ponderado.

e (O agoritmo MQ padréo trata-se de um caso especial do caso do algoritmo MQ ponderado
guando consideramos a;, = 1 paratodo k.

e Diferentes escolhas para a;, resultam em diferentes algoritmos com propriedades
possivelmente diferentes.

MQ Padréo ap, = 1
Ponderacéo constante | ap = cte > 0
a1 if ST Perdi 26
as  Caso contrério,

L Pr_10k ¢ T
. if >> 4§ >0,
Ponderagéo Modificada | ap = < ¢T dp, Pk Pk

[ caso contrario,

Ponderacéo Robusta ap = 4 a1 >>az >0

\
’

ondel, § > 0 const. arbit.




|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Algoritmos Minimos Quadrados:

e Classemaisgeral:

Uma classe mais geral de algoritmos MQ pode ser obtida através da seguinte fun¢éo custo:

(zn — 01 N)?

Sn(0) = BN-1SNn-1(0) + 5 :
LN
onde
1 i, 2. — 0T 2 1 _
Sj_l(Q) = — Zak( b 5 gbk) + —(9 — Qo)TPO 1(9 — 90),
2 1 my. 2

€ 0 custo MQ ponderado e {Bk}ﬁzl é uma sequencia de projeto com 3 € (0, 1) paratodo
k=1,.., N.



Algoritmos Minimos Quadrados:

e Classemaisgeral:

|dentificacao de Parametros

Tempo Discreto

Neste caso, 0 Algoritmo MQ torna-se

¢ T
p. = L|p . _ _“%kPr_10k9k Pra PO) = P» = PT « 0
g B | A1 m3 By +ardf Pr_16k |’ (0) 0 0
_oT
< €L = k mki_lcbk
| 0 = Or_1 + apProrer, 0(0) = o

O Algoritmo MQ acima é denominado MQ com ponderacdo de informagdo dindmica. Duas
escolhas para (35, sdo exibidas na tabela abaixo:

Constant Forgetting

Br =8, 0<B <1

Startup Forgetting

Br = B1PBr—1 + 1 — B1, 0< Po,B1 < 1.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Objetivo: Projetar e analisar alguns esquemas de control e adaptativo baseados em
model os de referéncia (model reference adaptive control - MRAC).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

I ntroducao:

e Em MRC (model reference control), o comportamento desejado da planta € descrito por um
modelo de referéncia que trata-se, s mplesmente, de um sistema LTI com funcéo de transferéncia

W (s) que éimpulsionado por uma referéncia de entrada.

e A le decontrole € entéo projetada para que o sistema em mal ha fechada admita umafuncéo de
transferénciaigual a W (m).

e A coincidéncia das fungdes de transferéncia garante que a planta se comportara como o0 modelo de
referéncia para qualquer sinal de referéncia na entrada.

Reference Model

—»{ W, ()
Reference _
Input » e,
Controller Plant +T
3 cea) | 6,60)

i

Figura: Controle por Modelo de Referéncia

Y




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Classesde MRAC

MRAC Indireto: Trata-se de uma classe onde os parametros do controlador néo sao atualizados
diretamente, porém sdo calculados a cada instante ¢ utilizando as estimativas dos parametros do sistema.

b () i
P— L /' +é_’T €
u *
_’l C(s.9, () G, (s.8;) 5
daptive
M e
v 6,0
F()
0.(?)

Figura: MRAC Indireto




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Classesde MRAC

MRAC Direto: Trata-se da classe onde os parametros do controlador sao atualizados diretamente sem
gualquer calculo intermediario.

’ WHE(S) ylﬂ
r 4
Pl +

C(s.6.(0) e G,(s.F " @)

Yo
Adaptive <
Law
8.(1)

Figura: MRAC Direto



Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar
Considere a planta escalar

t = ax + u, xz(0) =0,
onde a é uma constante desconhecida.

Objetivo: determinar umafuncdo limitadaw = f(¢, z) tal que o estado x(t) é limitado e converge para

. ~ . . .

Sgja —a., 0 polo desgjado em malha fechada, onde a,,, > 0 € escolhido pelo projetista. Se 0 parametro e
a € conhecido, alei de controle

uw = —k¥z, k¥ = a+ am,
poderia ser utilizada para alcancar o objetivo de controle. Isto € comu = —k*x, aplantaem maha
fechada é dada por
T = —amc,

cujo ponto de equilibrio x. = 0 é exponencialmente estavel.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Note que, como a é desconhecido, k* ndo pode ser calculado e, dessa maneira, alei de controle
u = —k*x ndo pode ser implementada. Uma estratégia sera utilizar amesmale de controle

u = —k*z,
mas com k* substituido pela sua estimativa k() no instante ¢, isto €, utilizamosw = k(t)x e procuramos

por uma lel adaptativa para atualizar k(¢) continuamente com o tempo. Isto nada mais € que um problema
de identificacao online do parametro k*.

Adicionando e subtraindo a entrada de controle desgjada — k* = na equacao da planta, obtemos:
T =ar — k*z + kE*x + w.
Comoa — k* = —am, entdo temos o seguinte modelo SSPM
T = —amz + k¥x + u,

sendo x e« disponiveis paramedicéo e a,,, > 0 conhecido.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Considere o modelo SSPM anterior. O model o de estimag&o é dado por:

T = ami — k*z + k*z + u, #(0) = 0.

Substituindo v = —k(t)x no modelo acima, obtemos

T = —ami, %(0) = 0.

Assim, z(t) = 0 paratodot > 0. Logo, o erro de estimacdo € dado por

I
)
VS
~+
N—"
|
>
/N
~
N—"
I
)
S
~+
N—"
|
-}
I

x(t), Vt > 0.

O erro de estimagéo é obtido simplesmente pela substituicdo deuw = —k(t)x no modelo SSPM para

obtermos:

~

i = —amzr — kx, k =k — k*.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia
Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Percebaqueaequacdo & = —amax — kx, k = k — k* relacionao erro de parAmetro k ao erro de

regulacéo = (ou também, erro de estimagéo ¢ = x).
Agora precisamos encontrar alel adaptativa para k. Paraisso, considere a seguinte fungéo de Lyapunov:

2
V(z, k) = % n

Uk

Derivando com relacao ao tempo, obtemos

. ik ) ik
Y Y

onde escol heremoslir de forma adequada tornar V' negativa. A escolha natura é que

l;czl%:vzr?, k(0) = ko > 0.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Na expressdo anterior utilizanosofatoquek = k — k* = k, jAquek* éumaconstante. Paraaescolha

de k, encontramos que

V = —am > < 0.
Como V' é uma funcéo definida positivae V < 0, entdo V € L. Logo, por V (z, k) = % - %
concluimos que z, k € Loo. Assim, todos os sinais na planta em mal ha fechada sdo limitados. E mais,
COMo & = —amx — kx, entdo i € Loo.

Alémdisso, V > 0 eV < 0implicam quelim; 1 oo V() = Vo < V(0). Logo,

t
lim amz?(T)dr = V(0) — V(o) = =z € Lo.

Comox € L2N L €% € Lo, entdo de acordo com o Lema A.4.7 (Veja Apéndice) temos que
x(t) — 0 quandot — +oo. Eainda, de z(t) — 0 edalimitacdo de k(t), estabel ecemos também que

k(t) — 0ewu(t) — 0quandot — +oc.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Acabamos de verificar que alel de controlew = k(t)x combinada com alei adaptativak = k = ~x?2
satisfaz o objetivo de controle no seguinte sentido:

e garante alimitagdo paratodos ossinais,

e eforcao estado daplanta convergir para zero.

No entanto, ndo podemos estabelecer que k(t) converge para k*, isto €, que o polo do sistema em malha
fechada converge para o polo desgjado dado por —a.,,. A auséncia da convergéncia do parametro nao étéo
crucia no problema de controle adaptativo quanto no problema de identificacdo de parametros, ja que 0
objetivo de controle pode ser alcangado sem a exigéncia da convergéncia dos parametros para seus valores
reais.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacdo Adaptativa: Caso Escalar (Solucdo Explicita)

A simplicidade deste exemplo escalar permite-nos resolver para x(t) explicitamente e estudar as
propriedades de k(t) e xz(t) quando elas evoluem com o tempo. Nés podemos verificar que

2ce ¢t

¢+ ko —a+ (¢ — ko —I—a)e_%tﬂl3

c[(c + ko — a)e®t — (¢ — ko + a)]

k(t) =
(t) =a+ (c + ko — a)e?¢t + (¢ — kg + a)

)

ondec? = vx3 + (ko — a)? exop = zo, satisfazem as equagdes diferenciais

r = —amx—l::x,l:::k—k*,
k= ~z2, k() = ko >0 .




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacdo Adaptativa: Caso Escalar (Solucdo Explicita)

Considere
k() = a + c[(c + ko — a)e?t — (¢ — ko + a)],
(c + ko — a)e?ct + (¢ — kg + a)
e observe que
lim k(t) = a4+ ¢, sec>0,
t—+oo
lim k(t) = a — ¢ sec<O.
t—+oo
L ogo,

Dessamaneira, paraxo # 0, k(t) converge para um ganho estabilizante cujo valor depende de v e das
condicBesiniciais zg e kg. Note ainda que, o valor de k-, independe de quando kg € um ganho
desestabilizante (0 < ko < a) ou estabilizante (ko > a), devido ao termo (ko — a)?. O uso de difentes
condic¢Besiniciais afetam somente o efeito transitério de k(¢).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacdo Adaptativa: Caso Escalar (Solucdo Explicita)

No limitedet — + o0, 0 pélo em malha fechada converge para

(koo — @) = —y/y23 + (ko — a)2,

o qual depende somente das condicdes iniciais e pode ser diferente de —a.,,. Como o objetivo do controle
é alcangar alimitagdo dos sinais e aregulagdo do estado z(t) para zero, aconvergénciade k(t) para k*

nao écrucial.



Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Regulacao Adaptativa: Caso Escalar

Lei Adaptativa:

O controle adaptativo desenvolvido e analisado acima € dado pelas seguintes equacoes:
uw = k(t)x, k= ~z%, k(0) = ko,
onde x € 0 estado medido da planta e, para este exemplo, € idéntico ao erro de estimacéo.

Parametros de Projeto: sao o ganho inicia kg e o ganho adaptativo v > 0. Paraalimitacéo dossinaise
aregulacdo assintotica de x para zero, nossas anélises permitem que kg e v sgjam arbitrarios. No entanto,
paraum dado kg e xg # O:

e dtosvaloresde ~ resultam em altos valores de ¢, e portanto, uma convergéncia mais rapida de
x(t) parazero,

® ap passo que, altos valores de v, podem acarretar problemas computacionais para algoritmos de
solucdo de equactes diferenciais.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Considere a planta de primeira ordem

T = ax + bu,
onde a, b sdo parametros desconhecidos mas o sinal de b é conhecido.

Objetivo: Encontrar umalel de controle apropriada v tal que todos os sinais na planta em malha fechada
s8o limitados e x acompanhe o estado x,,, do modelo de referéncia dado por

ou
bm
Lm = T
S + am

para qualgquer sinal continuo por partes limitado (t), onde a,,, > 0, b,, s80 conhecidose ., (t) er(t)
s80 medidos a cada instante de tempo .




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Para que x acompanhe x,,, paraqualquer sinal de entrada de referénciar(t), alei de controle deve ser
escolhida de tal maneira que a funcao de transferéncia da planta em malha fechada sgjaigua a do modelo
de referéncia.

Considere a seguinte lel de controle

u = —kzx + l"r,

onde k*, [* sao calculados de tal forma que a funcéo de transferéncia do sistema em malhafechada, a
partir de r parax, sgjaigual ado modelo de referéncia, isto €,

x(s) bl* bm T (8)

r(s) s — a + bk* s + am r(s)

~ P bom _ am . ‘ p
A equacdo estisfeitaparal® = = ek* = “—b“‘, obviamente com b # 0. Isto €, aplanta é
controlavel.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Note que alel de controle

b
u:—k*x+l*r:—am+aa:+—mr
b b
guando aplicadaaplantaz = ax + bu, resultaem
m bm
j::a,a:—i—bu:azc—ba b_'_aa:—i—bTr:—amx—l—bmr.
Como &, = —amTm + bmr, €Ntéo temos que
T — Tm = (—amx + bmr) — (—amxTm + bmr) = —am(z — xm).

Logo, x(t) = xm (t) paratodot > 0 quando z(0) = x,(0). Caso x(0) # zm, (0) entdo
lx(t) — xm (t)| — 0 exponenciamente rgpido para qualquer sinal de referénciar(t).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Observe que quando a, b sdo desconhecidos, alel de controleu = —k*x + [*r n&o pode ser
implementada. Ao inveés desta, propomos entéo

u = —k(t)x + I(t)r,

onde k£(t) el(t) sdo as estimativas de k* e l*, respectivamente, a cada instante de tempo ¢.

Precisamos encontrar uma lei adaptativa paragerar k(t), [(t) online. Este problema pode ser visto como
um tipico problema de identificacdo de parametros para as constantes desconhecidas k* e l*.

Considereaplantaz = ax + bu,. Adicionando e subtraindo o termo
—bk*x 4+ bl*r = —(amzx + a)xr + by, paraobter

T = —amx + bmr + b(k*x — I"r +u),

Isto €,

(K*z — I"r + u).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Como z, = —2m—y éum sinal limitado conhecido, entdo podemos expressar o erro de

S+ am

acompanhamento atraves do modelo B-DPM

€ = X — Ty = r—+ (K*x—U"r+u) — r = (K z —U"r +u).
S + am S + am S + am S + am

Ou também, através do modelo B-SSPM
é = —ame + b(k*z — I"r + u).
O modelo de estimagao baseado no B-SSPM acima é dado por

é = —amé + bkx — Ir + u), é(0) = 0,

onde b é a estimativa de b.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao
Substituindo alei de controleuw = —k(t)x + I(t)r, obtemos
é = —amé + bkx — lr + u) = —amé, é(0) = 0.

Logo, o PVI acimaadmite asolugdo é(t) = 0 paratodot > 0. Isto significa que o modelo de estimagdo
é dispensavel, e neste caso, 0 erro de estimacao € simplesmente o erro de acompanhamento e.

Substituindo alei de controleuw = —k(t)x + I(t)r em
e = —ame + b(k™z — I"r + u),

obtemos
é = —ame + b(—kx + Ir),

ondek = k — k* el = | — [* s3 os erros de pardmetros.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Note que a equacao
é = —ame + b(—kx + Ir)
estabel ece uma relacdo entre o erro de acompanhamento da trajetdria e e os erros de parametros k e l.

Com afinalidade de projetar as leis adaptativas para gerar as estimativas dos parametros k e [, considere a
seguinte funcéo de Lyapunov

onde 1, v2 > 0. A derivada no tempo de V' é dada por

V = —ame2 — bkex + bler + —l% + —l~




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Como |b| = bsgn(b), (sgn(b) quer dizer o sinal de b), os termos indefinidos desaparecem se nos
fizermos as escolhas

k = yiexsgn(b), | = yaersgn(b),
queresultamemV = —ane? < 0.

Considere x,,, er(t) fungdes limitadas. Como V' é umafuncéo de Lyapunov para as equagdes diferenciais

(

= —ame + b(—kz + Ir)
S k= ~rexsgn(b) :

L [ = z2ersgn(b)

entdo o ponto de equilibrio (ec, ke,le) = (0,0,0) éuniformemente estével. Além disso, V' € Lo, 0
queimplicaquee, k,! € L. Consequentemente, cOmoe = = — T €Zm € Loo, ENMAO = € Log €
u € Loo. ASsim, todos os sinais namalha fechada so limitados. DeV = —a.,,e2, obtemosquee € Lo
edeé = —ame + b(—kx + Ir) segueque é € L. Portanto, e(t) — 0 quando t — +oo.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Direto sem normalizacao

Conclusoes:

e Ale decontroleu = —k(t)x + [(t)r juntamente com as leis adaptativas
k = yiexsgn(b), | = yaersgn(b),

garantem alimitagdo para todos os sinais no sistema em malha fechada.

e O estado x(t) daplanta acompanha o estado do modelo de referéncia x,, (t) assintoticamente com
0 tempo para qualquer sinal de referénciar(t).

e Osresultados obtidos ndo implicam que k(t) — k* el(t) — [* quando t — +oc.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

Considere a planta de primeira ordem

T = ax + bu,

e atrgetoria de referéncia dada por
Tm = —QAmIm + bmr.
Como visto anteriormente, se a, b sdo conhecidos entdo alel de controle
u= —k*r + ["r,

com

b b’

poderia ser utilizada para encontrar o objetivo de controle.

k* =




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

No caso de parametros desconhecidos, propusemos
u = —k(t)x + I(t)r,

onde k(t), l(t) eram as estimativas de k*, [*, no instante ¢, respectivamente. Vimos no caso MRAC Direto
que k(t), [(t) sdo geradas diretamente através de umalei adaptativa.

No caso MRAC Indireto, seguiremos uma abordagem diferente. Calcularemos k(t), [(t) utilizando as
relacoes

am + a l*—bm
b b’

k* =
e as estimativas a, b dos parametros desconhecidos a, b como

am + a(t) bm

k(t) = 0

onde &, b sdo geradas por umallei adaptativa que projetaremos.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao
Considere a planta reescrita como (SSPM)
T = —amx + (a + am)r + bu,
e 0 model o de estimagao associado dado por
T = —am@ + (& + am)z + bu,

onde a, b S50 as estimativas de a, b, respectivamente, no instante ¢.

Observacdo: Consideramos no modelo de estimag&o ossinais x, u, notermo (a + a.m )z + bu, COMO
sinais de entrada que estdo disponiveis para medicao e, dessa maneira, ndo utilizamos a estimativa de x.
Esta estrutura de estimacao € denominada modelo série-paral€elo, pois ela utiliza x, .




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

Substituindo uw = —k(t)x + I(t)r com k(t) = %j;‘(”, I(t) = %, no modelo de estimacéo

acima, obtemos

.
A

T = —amZ + bmr.

Como estamos projetando 0 model o de estimagéo visto acima e 0 modelo referéncia, nos podemos
escolher £(0) = x»,(0), oqueimplicaque z(t) = x,, (t) paratodot > 0. Assim, o erro de estimagdo

E=T — T = — Tm = €,

isto €, trata-se simplesmente do erro de acompanhamento de trajetoria.

Que por suavez, satisfaz

e = —ame — axr — bu,

ondead = & — aeb = b — b sd0 os erros de pardmetros, quando fazemos a diferenca entre 0 modelo
de estimagéo e a planta naforma SSPM.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

A equacao anterior relaciona os erros de parametros @ e b ao erro de acompanhamento de trgjetdria e. Esta
relacao motiva a escolha da seguinte fungéo de Lyapunov

-1 G b
Ve ,a,b) = = <e2 - @ -+ —),

71 Y2

para~yi,y2 > 0. A derivadade VV com relagdo ao tempo resulta

. _ aé  bb
V:—ameQ—&xe—bue—i———i——.
Y1 2
Entao, para
&zdz’yyﬁﬂU, l;:l;:’ygeu,
temosqueV = —ame2 < 0, 0queimplicaquee, a,b € Loo equee € Lo pelos mesmos argumentos

javistos. Além disso, z,, e € Loo implicamquez € Loo.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

A limitac&o de u, no entanto, ndo pode ser estabel ecida a ndo ser que nos saibamos que k(t) el(t) sgam
limitadas. A limitacdo de Tlt) , logo ade k(t) el(t), ndo pode ser garantida ja que as |lei's adaptativas
acima podem gerar estimativas B(t) gue estdo arbitrariamente proximas de zero ou até mesmo sao iguais a
zero.

Uma forma de prevenir que a estimativa de B(t) sgianula € modifica-la de tal forma que a adaptacéo se

posicione em um subconjunto fechado de R que ndo inclui 0 zero. Esta modificacéo € baseada na seguinte
premissa:

O sgn(b) eumlimiteinferior by > 0 para |b| sGo conhecidos.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao

Aplicando o método da projecdo com arestricao Bsgn(b) > bg paraalel adaptativa deduzida acimatemos

)

voeu  se |b| > by
a = yiex, b = [ ouse |b| = bo e eusgn(b) > 0,

0 Caso contrario

\

onde b(0) é escolhido tal que b(0)sgn(b) > b.

. ~ . . .

A

e b(t) > 1, entdo procedemos normalmente com alei adaptativa,

A

e b(t) =1eb(t) < 0 emalguminstantet, b(t) é decrescente e em breve se tornar& menor do que 1.
Neste caso, fazemos b(t) = 0

o b(t) =1eb(t) > 0, entdo b(t) é ndo decrescente e, portanto, ela n&o se tornard menor do que 1, e
neste caso procedemos normal mente com a adaptacéo.

Dessa maneira, b é garantidamente maior que 1 para todo instante de tempo +.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Escalar: MRAC Indireto sem nor malizacao
Com base nalei adaptativa reformulada através do algoritmo de projecéo € possivel verificar que
V < —ame? <0, Vt>0,

oqueimplicaqueV, e, d,b € Loo.

Pelo argumentosusuais, e € L2 eé € Lo, 0queimplicaquee(t) = z(t) — xm (t) — 0 quando
t — +o0. E, assim, &, b — 0 quando ¢ — +oo.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo
Considere a planta de dimensao n
z = Ax + Bu, xz € R",

onde A € R™"*™, B € R™*4 s§0 matrizes constantes desconhecidas e o par (A, B) € controléavel.

Objetivo: Encontrar o vetor de entrada v € R4 tal que todos os sinais na planta em malha fechada sejam
limitados e o estado « acompanhe o estado x,,, € R™ de um modelo de referéncia dado.

Considere o modelo de referéncia descrito por
Tm = AmTm + Bm7, Tm € R",
onde A,, € R™*"*™ éumamatriz estavel, B,,, € R"*? er € R? éum vetor de entrada de referéncia

limitada. O modelo de referéncia e aentrada r sdo escolhidos de tal forma que ., (t) represente a
trajetéria desgjada que x tem que percorrer.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo

Se as matrizes A e B forem conhecidas, n0s poderemos aplicar alei de controle
w= —K*z + L*r
e obtermos a planta em malha fechada

t = (A — BK")x + BL"r.

Se K* € R1*™ e L* € R9%4 sdp escolhidas de tal forma gue venham satisfazer
A — BK* = A,, BL* = B,

entdo a matriz de transferéncia da planta em malha fechada é a mesma que a do modelo de referénciae
x(t) — xm (t) exponencialmente rapido para qualquer sinal de referéncialimitado r(t).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo
Note, porém, que em geral podem ndo existir K* e L* satisfazendo as condicoes

paraas matrizesdadas A, B, A, € By,.

|sto significa que pode n&o haver flexibilidade estrutural suficiente para encontrar o objetivo de controle. O
gue pode ser feito nesta situagdo, caso a estruturade A e B sgja conhecida, € projetar A, € B, deta
maneira que as condic¢des acima tenham solucbes para K* e L*.

Suponha, por ora, que as condicdes acima sejam satisfeitas paraalgum K* ealgum L*. Isto €, sgja
possivel determinar K* e L*. Considere entdo a seguinte lei de controle

u = —K(t)x + L(t)r,

onde K (t) e L(t) sdo asestimativasde K* e L* geradas a partir de umalei adaptativa, respectivamente, a
cada instante de tempo .




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo
Somando e subtraindo otermo —B(K*x — L*r + w) naequagdo daplanta
r = Ax + Bu,
e utilizando ascondicbes A — BK* = A,, e BL* = B,,, obtemos
t = Amz + Bmr + B(K*z — L*r + u),

gue trata-se de uma extensdo da equacao escalar vista anteriormente.

Definao erro detrgjetériae := x — x,,. SUbtraindo ,,, = Amaxm + Bmr daequagéo acima,
encontramos a equacao do erro de trajetoria dada por

¢ = Ame + B(K*xz — L™r + u).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo

O modelo de estimagéo € dado por

é = Amé + B(K(t)x — L(t)r + u), &é(0) = 0.

Devido alei decontroleu = —K(t)x + L(t)r, observe que
é = Ané, é(0) = 0.
Logo, é(t) = 0, paratodo ¢ > 0. Isto implica que o erro de estimacdo e é dado por
€E =€ —€ = e.

Assim, o erro detrgjetdria € utilizado como erro de estimacéo.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo
Observeque K := K — K*elL := L — L* satisfazem aequago
é = Ame + B(—K*x + L*r),

gue depende da matriz desconhecida B.

Para evitar esta dependéncia damatriz B procederemos da seguinte forma. Suponha que L* sgjauma
matriz definida positiva ou definida negativa. Considere

It = L*sgn(l),

onde! = 1seL* édefinidapositivael = —1 se L* édefinidanegativa. Entdo, de BL* = B,,, temos
que
B = B, L* 1,

e a equacdo do erro de estimagao torna-se

é = Ame + B L* ' (=K*x + L*r).




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo

Consideremos a seguinte funcao de Lyapunov
Vie,L,K) = e’ Pe + tr(K'TK + L'TL),
onde P = P71 > 0 satisfaz a seguinte equag&o de Lyapunov
PA,, + AL P = —Q,
paraagumamatriz) = @ - 0.
Fato: 4 {tr(A(t))} = tr (%A(t)), A(t) € RX7,
A derivadade V' com relagdo ao tempo é dada por

V = —eTPe + 2T PBp L* Y (—Ka + Lr) + 2tr(KTK + LT'L).
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Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo
Observe que

e’ PBL* 'Kz = tr(zT KTTBY Pe)sgn(l) = tr(KTTBEL Pex™)sgn(l)

e’ PBL* ' Lr = tr(r 'LTTBL Pe) = tr(LTTBL Per?)sgn(l).
Assim, V' pode ser reescrita como

V = —el'Pe — 2tr(KTTBEL PexT)sgn(l) + 2tr(LTTBI Pert)sgn(l) + 2tr([~(FI;€ + EI‘E)

Entao, para
K = K = Bl Pea®'sgn(l) L = L = —Bl Per®sgn(l),

temos
V = —el' Pe < 0.




Controle Adaptativo via Modelo de Referéncia

Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo

Damesma forma como no caso escalar, V e V estabelecem que K (t), L(t) e e(t) sfo limitadas e que
e(t) — 0 quandot — +oco.

Conclusao: O controle adaptativo desenvolvido é dado pelas expressdes

u = —K(t)x + L(t)r

K=K-= BL Pext sgn(l) L=1I= —BL Per®'sgn(l),

onde amatriz B, P age como uma matriz de ganho adaptativo, sendo P obtida através da solucdo da
equacao de Lyapunov
PA,, + AL P = —Q,

paraalguma matriz arbitraria@Q = QT > 0.

E importante destacar que a deduc&o dalei adaptativa acimafoi sustentada sobre a hip6tese de que o vetor
de estados x da planta esteja disponivel para medicéo.
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Tempo Continuo

Caso Vetorial: Estado Completo

Observacoes:

e Diferentes escolhas paraamatriz () ndo afetam alimitac&o e o comportamento assintotico, no
entanto, interferem no efeito transitorio.

e A suposicao que L* naequacéo BL* = B,, édefinidapositiva ou definida negativa impde uma
restricao adicional sobre aestruturade B € B, .

e Umavez que B é completamente desconhecida, a suposi¢éo sobre L™ pode ndo ser préaticaem
algumas aplicacoes.




