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Equacoes Diferenciais de Equilibrio

dN (x) _ dV(x) d’M (x) _
dx px( ) dx - 'p(X) dx

dM (x)

dx

-p(x) =V (x)

a) Casop(x)=0

Sem carga distribuida no trecho x;, <x <x,
V(x) =C, =cte— Funcao (diagrama) de esforco cortante constante

M (x) =C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor linear

b) Caso p(x) =p = cte

Carga distribuida uniforme no trecho x; <x < x,

V(x) =— px+ C,— Funcao (diagrama) de esforco cortante linear

-

MXx)=-p ch + C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor &€ parabola

c) Generalizacao para V p(x) € imediata

d) Caso p,(x)=0

Sem carga distribuida no trecho x; <x<x,
N(X) = constante

e) Caso p,(x)=cte

Carga distribuida uniforme no trecho x; <x<x,

N(X) = linear (reta)




Para a estrutura a seguir, sabendo que q = 12 kN/m e a = 6 m, obtenha os diagramas de
esforcos solicitantes
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qx) =2x

Ay =12 kN
By =24 kN
dV/dx = -q(x)
V(x)=-x?>+12 |
V(0) =12 kN; V(6) =-24 kN - a3 —
Vx)=-x2+12=0;x=2v/3=346m

M(x) = —x3/3 + 12x

M(0) = 0; M(6) = —x3/3 + 12x=0

M’(x)=-3x¥3+12=0;x=42V3 = +3,46m

M(3,46) = —x3/3 + 12x = 27,71 kNm

M”(x) = —6x%/3=-2x (concavidade para cima entre x=0 ¢ x = 6)



qL/6

max



Exemplo: Viga com carga linear — Ver resolu¢ao no YouTube! Esta no E-disciplinas o link

240 kgf’'m

https://www.youtube.com/watch?v=ZKmarvUU5pl



Exemplo 21: Determinar os esforcos solicitantes (N, V e M) na estrutura esquematizada a seguir, sob a acoes
das cargas indicadas. Indique explicitamente os valores e 0s pontos de momentos extremos nos desenhos
em destaque. Dados: P = 8 kN; H = 20 kN.
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Exemplo 15: A ponte esta sujeita ao peso da locomotiva considerado como duas forcas
concentradas de valor P = 40 kN. Obtenha os diagramas de esforcos normal, cortante e
momento fletor para o trecho CABD.
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Verifique equilibrio junto a A e B:

A

=R

c0

m_! 15m‘15m‘15m‘10m‘
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54,2
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Exemplo 16

1.7.21. O pértico plano ABCD serve como contengao de terra. O solo exerce uma
carga no muro CD conforme indicado no desenho e seu valor maximo ¢é dado pela
relagao q, = Yoo * H * b * kg, com 7,1, sendo seu peso especifico, kg € o coeficiente de
empuxo do solo, H a altura do muro e b sua largura. Sobre a viga BC age uma car-
ga constantemente distribuida devido a uma agao permanente de 40 kN/m. Deter-
minar os diagramas de esfor¢o normal, cortante e momento fletor apenas no trecho

BC. Considere: Y1 = 22 kN/m?, H=6 m,b = 1 m, k, = 0,33.

40 kN/m

LI S T —

Qe

e 4m -l 3m -

Ficura 1.60A Portico biapoiado submetido as forgas distribuidas constante ¢ linear.
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Resolucao

A carga distribuida ¢ dada por: q. =22-6-1-0-33 = 43,56 kN/m, a qual possui
resultante de F, = 130,68 kN, aplicada a 2 m acima do ponto D. Usando as trés
equagoes de equilibrio, determinam-se as reagoes:

YM,=0:57-D,+2-130,68=40-3-55 > D, =56,95 kN (T)
YFE=0:5A,+D,=40-3 - A, =6305 kN (1)
ZFX =0: > A, =130,68 kN (=)

40 kN/m

13068 KN
Y\ “q
— 130,68 kN
T63.05 kny Ts6,95 i

Ficura 1.60B Indicacao das agoes resultantes e reagoes do portico biapoiado.
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40 kN/m

L S T —

Diagramas

130,68 63,05 5319 482 2 522.7
120 I— = I\I e el

56,95 (kN, m)
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Exemplo 19: Determinar os diagramas de esforcos solicitantes de toda a estrutura plana*

L 4m | e .43m o

*Livro: Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018
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Usando as trés equacoes de equilibrio para determinar as reagoes:
EFX =0:—220-E,=0—E, =20 kN («)
ZMA =0:—7-E,+170=80-5-5,5+20-2 - E  =295,71 kN (M

YE =0:>A,+E, =805 - A, =10429 kN (1)

. l.l_.BDkNJm Z HA'-'-O
C AN (68052 Hoo il }EY 10 :905-554%0-4
T_ ZUW{;\Jmm \ E\[ - '2,‘3[5:'}\ w\
} A 210,29 v
. :
T‘“i_—_“l“____ — 20
Aoy 1954
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Decompor a carga distribuida paralelo (x’) e perpendicular (y’) ao seu eixo.

A sua resultante ¢ de 80 -5 =400 kIN, que a decompondo fica: F,- = 320 kN, F,.
= 240 kN, e pode-se obter a for¢a distribuida como: q,- = 320/5 = 64 kN/m, q-

= 240/5 = 48 kN/m.

48 kN/m

20 kN
T 104,29 kN ‘T 295,71 kN
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Para os trechos: AB, BC, CD e DE, fazer cortes no inicio e fim, de modo a apli-
car as tres equacoes de equilibrio, no sentido da convengao positiva, veja trecho AB:

~M
) d) e) 0 /z%‘ e
v
C
C
M, /My 2m
N _1, N % 170 KNm
AR V." B B
o 170 KNm T ]g \\1 70 kNm 20 kN
M‘%N M, 2m 2m 20kN 2m
A l l
Y S A A
104,29 kN 104,20 kN T104,29 kN 104,29 kN

Ficura 1.58C-F Esquema do corte: (c) inicio do trecho AB; (d) fim do trecho AB; (e) inicio
do trecho BC; (f) fim do trecho BC.
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Conforme Figura 1.58C: N, = —

104,29 kN;V, = 0; M, =0

Conforme Figura 1.58D: Ny =-104,29 kN; Vg =0; Mg =0

Trecho BC:

Conforme Figura 1.58E: Ny =—-104,29 kN; Vg =-20 kN; M,
Conforme Figura 1.58F: N =-104,29 kN; Vo =-20 kN; M =-210 kNm
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Exemplo 20: Para a estrutura plana a seqguir, obtenha os esforcos solicitantes para os trechos ABE e DEF. Sabe-se
gue P =10 kN e g = 10 KN/m. Indicar os diagramas nos desenhos em destaque.

il HHHHL

i D
F ‘I'
doin |

)

M




Reacoes: Zﬂp\:o . K\ZHA_l_ toz +5’OZ": LZO'Z—HO'I

::b Rya= /O kN
P TR
E =
p= 10 Trecho DE e EF:
L B ;\’{ P=)O ||LI'O
20 [ W
2n=0 L 5 N

= wRe [0 S L




32



(IU.HI)

33



Verificac&do de equilibrio nos pontos B e E.
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Para a estrutura a seguir, sabendo que F = 10 kN e q = 10 kN/m, obtenha os diagramas de esforgos
solicitantes em todos os trechos, indicando os valores e posi¢des dos extremos dos esforcos em cada trecho.
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** A figura a seguir representa uma estrutura articulada (rotulada) em D e apoios fixos em C e E. Sob os carregamentos

indicados, carga distribuida constante no trecho BD, forca concentrada em A (10 kN) e momento concentrado (M = 24
kNm) em E, obtenha:

a) Diagramas dos esforcgos solicitantes para os trechos ABCD;
b) Para o trecho circular DE, obtenha o valor de momento fletor em kNm na secdo em 6 = 30°.
Explicite todas as passagens dos calculos empregados na resolucéo, para melhor avaliacao.

I 1 50 kN/m

**Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018 36



Y M,=0:-4E =24 5E, =6 kN (=)

Y E=0:5E +C,=10-C, =4 kN ()
Y My=0:-2.C,+4-C, +24=50-3-1,5+10-2,5 5 C, =105 kN (1)

YF =0:-C,+E, =50-3 - E, =45 kN (1)
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Para o trecho CD sido obtidas as equacdes em termos do angulo 6, conforme a
Figura 1.59D: N(06) =—[6-cos(0) + 45 -sen(0)]; V() = —6 - sen(B) + 45 - cos(6)

M(0)=12+90 -sen(B) + 12 - cos(0)

2 sen (0)

—

2 cos (0)




