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Energia de Deformacao— U (1/4)
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Figure 2. Energy stored in bow = 4 X 0-6 x 350 = 105 Joules.*

Figure 3.  Greek stringing bow (vase painting).
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Figure 5. Composite bow, unstrung and strung.




Energia de Deformacao — U (2/4)

Approximate strain energy storage capacities of various solids

Material Working strain Working stress Strain energy stored Density Energy stored
A ] p.S.i. MN/m?2 Joules x 10° per kilograms per Joules per
cubic metre cubic metre kilogram

Ancientiron 0-03 10,000 70 0-01 7,800 1-3
Modern spring steel 03 100,000 700 1-0 7,800 130

Bronze 0-3 60,000 400 0-6 8,700 70

Yew wood 0-9 18,000 120 0-5 600 900

Tendon 8-0 10,000 70 28 1,100 2,500

Horn 4-0 13,000 90 1-8 1,200 1,500

Rubber 300 1,000 7 10-0 1,200 8,000
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Energia de Deformacao — U (3/4)

c c
] ] P c / c
) 7 T
configuracio de referénda configuracio deformada G(t) W= %GE =E 2‘ o (t) K
O £ €
bt & gx €
—_ de e
U=[ wav
Elasticidade linear Elasticidade ndo-linear
W=E e
2
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Energia de Deformacao — U (4/4)

1) Teoria elementar de barra plana
1 1 2 1 ! n" ? 1 ! n ?
Uz—faede—JEe de—JE(u —zw)de—f JE(u —zw") dAdx
2 % 2 |74 2 % 2 est’A
1j EI(”)Zd +1f EA(’)Zd j Myzd +j de
= = w S — u S = S —as
2 est g 2 est estZEIy BStZEA
Dependéncia quadratica
2) Teoria elementar de barra espacial dos esforcos solicitantes!
1 n ? 1 n ? 1 !/ 2 1 r / ?
U=—j EL,(w") ds+—J EL,(v") ds+—j EA(W') ds+=| GI;(68") ds
2 est 2 est 22 est 2 ZJest
JMyd+jMZd+rN2d+j Tzd
= S S —as S
est ZEIJ/ est 2EIZ Jest 2EA estZGIT
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Exemplos — Calculo de energia de deformacao (1/3)

P \
EI, EA l Fa M 4 El, EA \/
3 z | a M
M,* P?q3 2 M.2q
v= .[ ds = = f Y ds = —
2E1, 6E] 2E1 2E1
est est
P M, +Pa
| EI, EA 0
Z 2 M
M,* P%2a® My*a |[MyPa? ) |
— ds = + + Nao vale a simples
est ZEIy OE1 2El 2E1 sobreposicao de efeitos!

Trabalho cruzado!
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Exemplos — Calculo de energia de deformacao (2/3)

7 EILEA Pa
h / a
Pa +P
h
a | ELLEA
M N
P
- fMyzd s de _2P2a3+P2a_2P2a3 . h?
= ) 2Er,™ " ) 2EA™ T 3EI T 2EA " 3EI 16a2
est est

Na presenca de momento fletor, o efeito
da forca normal € negligenciavel!
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Exemplos — Calculo de energia de deformacao (3/3)

Energia de deformacéo:

[ N2 N;2¢;
u= [N o z f s =
j 2EA" 2EA T Li2EA,
est =10
Forca nas barras:
EA;
N; = 7 - (ugcosa; + uysena;)
i
1 z 5 C0s”a;
U =5 (Kyquf + Kipugup + Kpqupuy + Kppus) | = i=1
2 1 [K]l=] 4 EA, n
=§{U}T[K]{u} - cosa;sina;
i=1 ¢ i=1
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Teorema da energia potencial total —I1

“Entre todas as solucdes compativeis, aquela que também & equilibrada torna estacionaria a energia
potencial total”.

- o au
M= Uu) +Pu) = U(u) = ) Ry, wmmp ——=———R, =0 dummd [K]{u} = (R}
i=1

auk B auk
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Teorema de Lagrange-Dirichlet

“Se a energia potencial total for minima para uma configuracao de equilibrio, entao ela é
estavel e reciprocamente”:

|K]: Positiva-definida < estabilidade
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Flambagem: modelo simples (1/4)

Energia de potencial:

Equilibrio: 11,

~ESCOLA POLITECNICA

M= %R’Q2 — P¢(1 —cos Q)

Duas trajetdrias de equilibrio:

Q=0 Trajetéria primaria (0)
d ou
=——=KQ — PfsenQ =0 - 2
aQ Q+0eP= 5( ¢ ) = 5(1 + Q—) Trajetoria secundaria (*)
£ \senQ ' 6
i \
P KN -/p_K[ 0 ) E necessario verificar a
£ 055 £ \senQ estabilidade das trajetdrias!
>
Q
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Flambagem: modelo simples (2/4)
Estabilidade da trajetéria primaria (0): Q@ =0

0
1 0 2 1 0 3 1 0 4 .
0 — . 0 — N- 0 -
oo =K =Pt Moo =0; Iggee =P*
Discussao:

K . )
Se; P<?—>H,%Q>O—> Q = 0 é estavel P°

K o
Se: P>?—>H,%Q<O—> Q = 0 é instavel

K
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Flambagem: modelo simples (3/4)

K(i @ K Q*
{’<senQ> €<1+6>

Estabilidade da trajetéria secundaria (*): Q # 0eP = —

P
@ 1 . , 1, s 1, A _
=K —P¢ K [1 - > 0
Q0 cosQ = tan Q PA
|
\l/
% - ya - , L, Pb:—— P:E[Q }
KQ Como Q # 0 ell,, > 0 —»Trajetdria secundaria (*) € estavel { 055 £ \ senQ
>
0
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Flambagem: modelo simples (4/4)

Tracar funcéo energia potencial total para:

1
Energia de potencial: I = EKQZ — P£(1 — cos Q)
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Energia de deformacao complementar— U"

U* = Tyt U* = JW*dV U+ U= jaedV
14 14
© W* = loe = 2‘;;2 ©
(W*
(e} (e}
wW* = foa edo
do do
O g O €
e(t) & £(t) &
Elasticidade linear Elasticidade nao-linear

w* =W Material elastico linear:
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Teorema da energia potencial total complementar II”

“Entre todas as solucdes equilibradas, aquela que também é compativel torna estacionaria a energia
potencial total complementar”.

n
ol* ou”
H* = U*(Rl) + P*(Rl) = U*(Rl) - Z Riﬁi ‘ = - iik =0
- OR, ~ OR,
em S
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Segundo teorema de Castigliano

“Para sistemas elasticos lineares, se a energia de deformacao for expressa em funcao de esforcos
concentrados independentes entre si, entdo a sua derivada parcial em relacdo a um desses esforcos é
igual ao deslocamento correspondente”
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Calculo de deslocamentos estrutura isostatica (1/2)

Calcular o deslocamento vertical do ponto C

Aplicacao de esforco R; no ponto C:

P P Ry Esforco correspondente ao
u 1 1/2 L L/2 ¢ i i deslocamento que se quer
f A B C ) | o calcular!
Momento fletor solicitante: Energia de deformacéo:
¢
- . 2
M® =M + R, M, M: diagrama de momentos real U = J ° dx
) 2EI
M;: diagrama de momentos para R; = 1 0
. oU(P,R;) ou
Segundo teorema de Castigliano - =—(P,0) =u,
Ry |, _, OR
=

SCOLA POLITECNICA Teoremas de Energia — Carlos E. N. Mazzilli

FORMANDO ENGENHEIROS E LIDERES



Calculo de deslocamentos estrutura isostatica (2/2)

Dal,
au G oMe® oM” _ M
u _— dx . Me - M + RlMl = aRl B 1
L= 3R, ) EI oR, com.
(M)R1=O — M
P 1
L/2 l L/2 / 0 L
)
4
: =
M M,
M*€ E)Me "MW 5p¢3
Assim: 1——(p )_j_ f dx =
0R; El aR1 48EI
0
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Teorema de Menabrea (1/3)

Resolver a estrutura hiperestatica

EIF e aplicacéo de esfor¢co R; no ponto C:

P P R4
/ @/ZL L/2 / i i R, =X;

f ) ﬁ 777 ﬁ @U1

w Incognita hiperestatica

Momento fletor solicitante:

Mé = My + XM, Uszezdx
2EI
0
o ou
Segundo teorema de Castigliano - X, (P, X{) =uy
1

oU
Para o caso de deslocamento nulo uqy =0 — X (P,X;) =0 Teorema de Menabrea
1
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Teorema de Menabrea (2/3)

Dal,
ou {)M‘e oM¢ OM" _ M
OT(P'Xl):fE 5y dx =0 com: M® =M+ XMy = X,
1 J 1 M = M, + XM,
P 1
L/2 l L/2 / 0 L
)
: [T
MO Ml
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Teorema de Menabrea (3/3)

Dal, ’ ’
i MM, (Mg + X1 M1)M;
P, X,) = dx = dx = =0
ax, £ XD j EI f EI *=
0 0
A v e MyM,
JMOMldX‘FXj ~_Zdx=0 - X ——fo El dx——iP
El V) EI 1 feMlMld 16
0 0 0 El X
Assim:
P
0/2 L (/2
T5P
M 16
3 Pl
16
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Exercicio 1 — Energia Potencial Dados:

k=1N.m/rad
[l=1m

Energia Potencial:

1
I =§KQ2 — P£(1 — cos Q)

Construa uma rotina que calcule a Energia Potencial (II), para cada um dos casos
abaixo, mostrando também o grafico I1(Q)xQ:

a) P,=0.8xP°

b) Pb —_ PC

c) P.=1.2=x*P¢
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Exercicio 1 — Energia Potencial - Desafio

Desafio: Gerar um script que € capaz de produzir uma unica figura com 9 cenarios de valores
de carga P, com 0 menor numero de linhas de Cadigo.
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Exercicio 2 — Deslocamento em Estrutura Isostatica

Dados:
Secao Transversal ) { = 1
P N e b=h=10mm
u / [/2 L [/2 ] e E=210GPa
f A B C e P=1N
W b  Resultado analitico:
5 P#3
Ve T T8 El

a) Construa uma rotina gue permita calcular, via Teorema de Castigliano, o
deslocamento vertical no ponto C, calculando numericamente o valor das
Integrais

b) Compare o erro relativo entre os resultados numérico e analitico para diferentes
refinamentos no eixo x (por ex. 100 elementos X 1000 elementos)
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Exercicio 3 — Deslocamento em Estrutura Hiperestatica

Dados:
Secdo Transversal ’ { = 1
P e b=h=10mm
u / /2 L [/2 " e E =210GPa
[ g N .+ P=1N
W b  Resultado %nalltlco
U, 16P

a) Construa uma rotina gue permita calcular, via Teorema de Menabrea, o valor da
reacao vertical no apoio simples, calculando numericamente o valor das integrais

b) Compare o erro relativo entre os resultados numeérico e analitico para diferentes
refinamentos no eixo x (por ex. 100 elementos X 1000 elementos)

c) Construa o diagrama de momentos fletores
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