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Energia de Deformação – U (1/4)
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Energia de Deformação – U (2/4)
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Energia de Deformação – U (3/4)
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1) Teoria elementar de barra plana

U =
1

2
න
𝑉

𝜎휀 𝑑𝑉 =
1

2
න
𝑉

𝐸휀2 𝑑𝑉 =
1

2
න
𝑉

𝐸 𝑢′ − 𝑧𝑤″
2

𝑑𝑉 =
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

න
𝐴

𝐸 𝑢′ − 𝑧𝑤″
2

𝑑𝐴𝑑𝑥

=
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐸𝐼𝑦 𝑤″
2

𝑑𝑠 +
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐸𝐴 𝑢′
2

𝑑𝑠 = න
𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 + න

𝑒𝑠𝑡

𝑁2

2𝐸𝐴
𝑑𝑠

2) Teoria elementar de barra espacial

U =
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐸𝐼𝑦 𝑤″
2

𝑑𝑠 +
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐸𝐼𝑧 𝑣″
2

𝑑𝑠 +
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐸𝐴 𝑢′
2

𝑑𝑠 +
1

2
න
𝑒𝑠𝑡

𝐺𝐼𝑇 𝜃′
2

𝑑𝑠

= න
𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 + න

𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑧
2

2𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑠 + න

𝑒𝑠𝑡

𝑁2

2𝐸𝐴
𝑑𝑠 + න

𝑒𝑠𝑡

𝑇2

2𝐺𝐼𝑇
𝑑𝑠

Energia de Deformação – U (4/4)

6

Dependência quadrática

dos esforços solicitantes!
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U = න

𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 =

𝑃2𝑎3

6𝐸𝐼

Teoremas de Energia – Carlos E. N. Mazzilli

Exemplos – Cálculo de energia de deformação (1/3)

7

U = න

𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 =

𝑀0
2𝑎

2𝐸𝐼

U = න

𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 =

𝑃2𝑎3

6𝐸𝐼
+
𝑀0

2𝑎

2𝐸𝐼
+
𝑀0𝑃𝑎

2

2𝐸𝐼
Não vale a simples 

sobreposição de efeitos!

Trabalho cruzado!
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Exemplos – Cálculo de energia de deformação (2/3)

8

P

Pa

Pa

M N 

a EI,EA

EI EA,

a
+P

U = න

𝑒𝑠𝑡

𝑀𝑦
2

2𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 + න

𝑒𝑠𝑡

𝑁2

2𝐸𝐴
𝑑𝑠 =

2𝑃2𝑎3

3𝐸𝐼
+
𝑃2𝑎

2𝐸𝐴
=
2𝑃2𝑎3

3𝐸𝐼
1 +

ℎ2

16𝑎2

Na presença de momento fletor, o efeito 

da força normal é negligenciável!

h

h
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Exemplos – Cálculo de energia de deformação (3/3)

9

U = න

𝑒𝑠𝑡

𝑁2

2𝐸𝐴
𝑑𝑠 = 

𝑖=1

𝑛

න

0

ℓ𝑖
𝑁2

2𝐸𝐴
𝑑𝑠 =

𝑖=1

𝑛
𝑁𝑖

2ℓ𝑖
2𝐸𝐴𝑖

𝐾 =



𝑖=1

𝑛
𝐸𝐴𝑖
ℓ𝑖

cos2𝛼𝑖 

𝑖=1

𝑛
𝐸𝐴𝑖
ℓ𝑖

cos𝛼𝑖sin𝛼𝑖



𝑖=1

𝑛
𝐸𝐴𝑖
ℓ𝑖

cos𝛼𝑖sin𝛼𝑖 

𝑖=1

𝑛
𝐸𝐴𝑖
ℓ𝑖

sen2𝛼𝑖

U =
1

2
𝐾11𝑢1

2 + 𝐾12𝑢1𝑢2 + 𝐾21𝑢2𝑢1 + 𝐾22𝑢2
2

=
1

2
𝑢 𝑇 𝐾 𝑢

𝑁𝑖 =
𝐸𝐴𝑖
ℓ𝑖

𝑢1cos𝛼i + 𝑢2sen𝛼i
2B 3B nB n-1B

O

Fy

xF

(1) (2) (3) (n-1) (n)

 i

B1 Bi

(i)

𝑢1
𝑢2

Força nas barras:

Energia de deformação:

Assim: onde:
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Teorema da energia potencial total – Π

10

“Entre todas as soluções compatíveis, aquela que também é equilibrada torna estacionária a energia 

potencial total”.

R1
R 2

R 3

R n

Π = U 𝑢𝑖 + P 𝑢𝑖 = U 𝑢𝑖 −

𝑖=1

𝑛

𝑅𝑖𝑢𝑖
𝜕Π

𝜕𝑢𝑘
=

𝜕U

𝜕𝑢𝑘
− 𝑅𝑘 = 0 𝐾 𝑢 = 𝑅
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Teorema de Lagrange-Dirichlet

11

“Se a energia potencial total for mínima para uma configuração de equilíbrio, então ela é 

estável e reciprocamente”:

𝐾 : Positiva-definida ↔ estabilidade
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Flambagem: modelo simples (1/4)

12

Π =
1

2
𝐾𝑄2 − 𝑃ℓ 1 − cos𝑄

Equilíbrio: Π,𝑄 =
𝑑Π
𝑑𝑄

= 𝐾𝑄 − 𝑃ℓsen𝑄 = 0 →

𝑄 = 0
ou

𝑄 ≠ 0 e 𝑃 =
𝐾

ℓ

𝑄

sen𝑄
≅
𝐾

ℓ
1 +

𝑄2

6

Energia de potencial:

É necessário verificar a 

estabilidade das trajetórias!

Duas trajetórias de equilíbrio:

Trajetória primária (0)

Trajetória secundária (*)
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Flambagem: modelo simples (2/4)

13

𝑄 = 0Estabilidade da trajetória primária (0):

𝛿Π = Π,𝑄
0 𝛿𝑄 +

1

2!
Π,𝑄𝑄
0 𝛿𝑄2 +

1

3!
Π,𝑄𝑄𝑄
0 𝛿𝑄3 +

1

4!
Π,𝑄𝑄𝑄𝑄
0 𝛿𝑄4+. . .

Π,𝑄𝑄
0 = 𝐾 − 𝑃ℓ; Π,𝑄𝑄𝑄

0 = 0; Π,𝑄𝑄𝑄𝑄
0 = 𝑃ℓ

Discussão:

𝑃 <
𝐾

ℓ
→ Π,𝑄𝑄

0 > 0 →

𝑃 >
𝐾

ℓ
→ Π,𝑄𝑄

0 < 0 →

𝑃 =
𝐾

ℓ
→ Π𝑄𝑄

0 = 0; Π𝑄𝑄𝑄
0 = 0; Π𝑄𝑄𝑄𝑄

0 > 0 →

0

Estudar o sinal

Se:

Se:

Se:

𝑄 = 0 é estável

𝑄 = 0 é instável

𝑄 = 0 é estável
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Flambagem: modelo simples (3/4)
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Estabilidade da trajetória secundária (*):

𝛿Π = Π,𝑄
∗ 𝛿𝑄 +

1

2!
Π,𝑄𝑄
∗ 𝛿𝑄2 +

1

3!
Π,𝑄𝑄𝑄
∗ 𝛿𝑄3 +

1

4!
Π,𝑄𝑄𝑄𝑄
∗ 𝛿𝑄4+. . .

0

Estudar o sinal

Como 𝑄 ≠ 0 e Π,𝑄𝑄
∗ > 0 →Trajetória secundária (*) é estável

𝑄 ≠ 0 e 𝑃 =
𝐾

ℓ

𝑄

sen𝑄
≅
𝐾

ℓ
1 +

𝑄2

6

Π,𝑄𝑄
∗ = 𝐾 − 𝑃ℓ cos𝑄 = 𝐾 1 −

𝑄

tan 𝑄
> 0
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Flambagem: modelo simples (4/4)
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Traçar função energia potencial total para:

Π =
1

2
𝐾𝑄2 − 𝑃ℓ 1 − cos𝑄Energia de potencial:

𝑃 =
1

2

𝐾

ℓ
< 𝑃𝐶 𝑃 =

3

2

𝐾

ℓ
> 𝑃𝐶

𝐾 = 1; 𝑙 = 1.
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Energia de deformação complementar – U∗

16






O





 

(t)

=
1
2


2E
=

2

d

*

d

(t)

O

*






O





 

(t)

=
1
2


2E
=

2

d

*

d

(t)

O

*

U∗ = 𝑇int
∗ U∗ = න

𝑉

W∗𝑑𝑉 U∗ + U = න

𝑉

𝜎𝜖𝑑𝑉

Elasticidade linear Elasticidade não-linear

W∗ = W Material elástico linear:

W∗ = 0
𝜎
휀𝑑𝜎
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Teorema da energia potencial total complementar  Π∗

17

“Entre todas as soluções equilibradas, aquela que também é compatível torna estacionária a energia

potencial total complementar”.

R1
R 2

R 3

R n

𝜕Π∗

𝜕𝑅𝑘
=
𝜕U∗

𝜕𝑅𝑘
− ො𝑢𝑘 = 0Π∗ = U∗ 𝑅𝑖 + 𝑃∗ 𝑅𝑖 = U∗ 𝑅𝑖 −

𝑖=1

𝑛

𝑅𝑖 ො𝑢𝑖

em Su
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Segundo teorema de Castigliano

18

“Para sistemas elásticos lineares, se a energia de deformação for expressa em função de esforços 

concentrados independentes entre si, então a sua derivada parcial em relação a um desses esforços é 

igual ao deslocamento correspondente”.
R1

R 2
R k

R nU1

U2
Uk

Un

U∗ = U ⇒
𝜕U

𝜕𝑅𝑘
= 𝑢𝑘
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Cálculo de deslocamentos estrutura isostática (1/2)

19

P

A B C

w

u /2 /2

P R1

U1

ቤ
𝜕U 𝑃, 𝑅1

𝜕𝑅1 𝑅1=0

=
𝜕U

𝜕𝑅1
𝑃, 0 = 𝑢1Segundo teorema de Castigliano →

Esforço correspondente ao 

deslocamento que se quer 

calcular!

Calcular o deslocamento vertical do ponto C

𝑀: diagrama de momentos real

ሜ𝑀1: diagrama de momentos para 𝑅1 = 1

𝑀𝑒 = 𝑀 + 𝑅1 ሜ𝑀1

P

A B C

w

u /2 /2

P R1

U1

U = න

0

ℓ
𝑀𝑒2

2𝐸𝐼
𝑑𝑥

Energia de deformação:

Aplicação de esforço 𝑅1 no ponto C:

Momento fletor solicitante:
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Cálculo de deslocamentos estrutura isostática (2/2)

20

𝑢1 =
𝜕U

𝜕𝑅1
= න

0

ℓ
𝑀𝑒

𝐸𝐼

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝑅1
𝑑𝑥 𝑀𝑒 = 𝑀 + 𝑅1 ሜ𝑀1 ⇒ ൞

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝑅1
= ሜ𝑀1

𝑀 𝑅1=0 = 𝑀

P 1

P
2 2

/2 /2

𝑢1 =
𝜕U

𝜕𝑅1
𝑃, 0 = න

0

ℓ
𝑀𝑒

𝐸𝐼

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝑅1
𝑑𝑥 = න

0

ℓ
𝑀 ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥 =

5𝑃ℓ3

48𝐸𝐼
Assim:

Daí,

com:

𝑀 ሜ𝑀1
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Teorema de Menabrea (1/3)

21

P

A B C

w

u /2 /2

P R1

U1

𝜕U

𝜕𝑋1
𝑃, 𝑋1 = 𝑢1Segundo teorema de Castigliano →

Resolver a estrutura hiperestática

𝑀𝑒 = 𝑀0 + 𝑋1 ሜ𝑀1

P

A B C

w

u /2 /2

P R1

U1

U = න

0

ℓ
𝑀𝑒2

2𝐸𝐼
𝑑𝑥

EIF e aplicação de esforço 𝑅1 no ponto C:

Momento fletor solicitante:

P

/2 /2

P R1

U1

𝑅1 = 𝑋1

Incógnita hiperestática

Para o caso de deslocamento nulo 𝑢1 = 0 →
𝜕U

𝜕𝑋1
𝑃, 𝑋1 = 0 Teorema de Menabrea
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Teorema de Menabrea (2/3)

22

𝜕U

𝜕𝑋1
𝑃, 𝑋1 = න

0

ℓ
𝑀𝑒

𝐸𝐼

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝑋1
𝑑𝑥 = 0 𝑀𝑒 = 𝑀0 + 𝑋1 ሜ𝑀1 ⇒ ൞

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝑋1
= ሜ𝑀1

𝑀 = 𝑀0 + 𝑋1 ሜ𝑀1

P 1

P
2 2

/2 /2

Daí,

com:

𝑀0
ሜ𝑀1
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Teorema de Menabrea (3/3)

23

Daí,

𝜕U∗

𝜕𝑋1
𝑃, 𝑋1 = න

0

ℓ
𝑀 ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥 = න

0

ℓ
𝑀0 + 𝑋1 ሜ𝑀1

ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 𝑢1 = 0

න

0

ℓ
𝑀0

ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥 +𝑋1න

0

ℓ
ሜ𝑀1

ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 0 → 𝑋1 = −


0

ℓ𝑀0
ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥


0

ℓ ሜ𝑀1
ሜ𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥

= −
5

16
𝑃

P

/2 /2

16
5 P

32
5 P

16
3 P

M

Assim:

𝑀

𝑀
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Exercício 1 – Energia Potencial

24

Construa uma rotina que calcule a Energia Potencial (Π), para cada um dos casos 
abaixo, mostrando também o gráfico Π(Q)xQ:
a) 𝑃𝑎 = 0.8 ∗ 𝑃𝑐

b) 𝑃𝑏 = 𝑃𝑐

c) 𝑃𝑐 = 1.2 ∗ 𝑃𝑐

Dados:
• 𝑘 = 1 𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑
• 𝑙 = 1 𝑚

• Energia Potencial:

Π =
1

2
𝐾𝑄2 − 𝑃ℓ 1 − cos𝑄

𝑃𝑐 =
𝐾

ℓ
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Desafio: Gerar um script que é capaz de produzir uma única figura com 9 cenários de valores

de carga 𝑃, com o menor número de linhas de Código.

Exercício 1 – Energia Potencial - Desafio
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Exercício 2 – Deslocamento em Estrutura Isostática

26

a) Construa uma rotina que permita calcular, via Teorema de Castigliano, o 
deslocamento vertical no ponto C, calculando numericamente o valor das 
integrais

b) Compare o erro relativo entre os resultados numérico e analítico para diferentes 
refinamentos no eixo 𝑥 (por ex. 100 elementos X 1000 elementos)

Dados:
• ℓ = 1𝑚
• 𝑏 = ℎ = 10𝑚𝑚
• 𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎
• 𝑃 = 1 𝑁
• Resultado analítico:

𝑣𝑐 = +
5

48

𝑃ℓ3

𝐸𝐼

P

A B C

w

u /2 /2

P R1

U1

b
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a) Construa uma rotina que permita calcular, via Teorema de Menabrea, o valor da 
reação vertical no apoio simples, calculando numericamente o valor das integrais

b) Compare o erro relativo entre os resultados numérico e analítico para diferentes 
refinamentos no eixo 𝑥 (por ex. 100 elementos X 1000 elementos)

c) Construa o diagrama de momentos fletores

Dados:
• ℓ = 1𝑚
• 𝑏 = ℎ = 10𝑚𝑚
• 𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎
• 𝑃 = 1 𝑁
• Resultado analítico:

𝑣𝑐 = −
5
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