Calculo Numérico / Métodos Numéricos

Representacao de niimeros em computadores

Mudanca de base

14:05



" A
Computadores sao 'binarios’

m PorqueOoul 7

m 0oul- "facil" de obter um sistema fisico

Transistores tem duas posicoes estaveis: ligado ou desligado

m Expansao binaria de um ntmero
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Representagao binaria: (a_, a,q, ..., a5, a)



=
Conversoes entre base 10 e base 2

m Da base 2 para a base 10
(100011) = 1-25 + 0-2 4 0-23 + 0-22 + 1.2! 4 1.20
= 39
m Da base 10 para a base 2

100011




Representacao de nimeros reais

m Representacao de ponto fixo

23231.333448
6732.222232
0.000023



" JEE
Representacao de niimeros reais

m Representacao de ponto fixo

r == Z?:k xzﬂ_i

k e n sdo inteiros satisfazendo k < n e usualmente k< 0 e n>0
x; sao inteiros satisfazendo 0 < x, < 3

m Exemplo:
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1997.16 =1-10349-1024+9-1014+7-100+
1-1001+6.1072



" JE
Representacao de niimeros reais

m Representacao de ponto fixo

- Representacao a qual estamos mais habituados.

- A diferenca entre dois ntimeros representaveis é fixa.



" JE
Representacao de nimeros reais

m Representacao de ponto flutuante

24234235 x 10*
52423423 x 1073
73836224 x 10Y



" JEE
Representacao de nimeros reais

m Representacao de ponto flutuante
xr = +d X (3¢

B ¢ a base do sistema de numeracao
e é 0 expoente

d é a mantissa. d ¢ um nimero em ponto fixo:

d=>1_, d; 3"
frequentemente: k=1

0<d <p i=1,...,t (nimero de dig. sign.)
Bl<d<1
m<e<M



" JE
Representacao de nimeros reais

m d, # 0 representa o sistema de nimeros em ponto
flutuante normalizado.

m Como representar o zero ?
mantissa = 0

€ — -In



Exemplos

m 0.35 =
1 mantissa: (3 x 101 + 5x 102)
Te=40
= 0.35 x 10Y

m -5.127 =
71 mantissa: -(5 x 101 + 1x 102 4 2 x 103 + 7 x 10%)
le=1
0 =-0.5127 x 10!

m 0.0003 =
71 mantissa: (3 x 101)
e=-3
= 0.3 x 103



" J
Notacao

m Representacao de um sistema de notacao com base [3,
numero de digitos significativos t e expoentes minimo e
maximo m e M:

F(B, t, m, M)

+ 0.d,dyds...d, x B¢



" JE
Exemplos

B Represente os niumeros 0.35, 5391 e 0.0003 no sistema
F(10,3,-2,2)

0.35:
(3x10t 4+ 5x102% + 0x103)x 10°
0.350 x 10°

5391
1 9 3 @ overflow
(5x10" + 3x107+ 9%x107) x 1

0.0003 .
(3107 + 0x107%4 0x107) x 10 eV



Exemplo (Célculo Numérico. Sperandio, Mendes e Silva)

m Tome o sistema de representacao dado por
F(2,10,-15,15)

a) Represente de alguma maneira como esse sistema pode ser
armazenado em um computador binario.
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valor da mantissa valor do expoente

Sinal do expoente

v

Sinal da mantissa



Exemplo (Célculo Numérico. Sperandio, Mendes e Silva)

m Tome o sistema de representacao dado por

F(2,10,-15,15) 23 | 2

a) Represente o niimero (23),.
2
1

110]J1 (17110 D [0 1010
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valor da mantissa valor do expoente

Sinal do expoente

v

Sinal da mantissa



Exemplo (Célculo Numérico. Sperandio, Mendes e Silva)

m Tome o sistema de representacao dado por F(2,10,-15,15)

Ix2! +0x22 +1x234+1x244+1x2° X 20
23 = 1x24 +0x 22+ 1x22 4+ 1x2 +1x 20

O[1/0f1T]J1(1/0D [0]O0JO]O[OfT10O]1 01
valor da mantissa valor do expoente

Sinal do expoente

v

Sinal da mantissa



" JE
Exemplo

Por que no caso da mantissa, completamos com zeros ao final do espaco
reservado e no caso do expoente, ao inicio ?

O0/110f1(1]1/0 D [0]O0[0O]O0[0OI1T 101

— _ N J
—~ g

valor da mantissa valor do expoente

Sinal do expoente

v

Sinal da mantissa



Diferencas: ponto fixo x flutuante

Suponha que temos 10 digitos disponiveis:

inteiro fracionario
A A

Ponto fixo: b

v Ex.: este digito vale sempre b x 32
ponto decimal "fixo'

mantissa expoente
e A A K_H

Ponto flutuante: b

Ex.: o valor deste niimero
depende o expoente: b x [expoente
(em outras palavras: o ponto é
flutuante)



" J
Exemplo: ponto fixo x flutuante

Base 10.

2343.12

0.0012234

123456789

(Questao em aberto: arredondamento!)

ponto fixo

4

3

1

2

ponto flutuante

413(1]2 +
31314 -
31456 +




Eispacamento entre dois ntimeros

/ .
representaveis
ponto fixo ponto flutuante
/ | / |
Sempre igual ao valor Depende do intervalo considerado:
unitario desta casa. No caso: 107 x 1(expoente

No caso: 106

.
.
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ponto flutuante —ssweeooooommoeses &

nimeros pequenos nimeros grandes



"
Curiosidade: IEEE 754

sign exponent fraction
[ 1
el f 0
Type Sign Exponent Significand Value
Lern 0 0000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 | 0.0
One o 0111 1111000 0000 0000 0000 0000 0000 | 1.0
Minus One 110111 1111 000 0000 0000 0000 0000 0ooo | —1.0

* 0000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0001 | £272% = 27128 = 327199 & 49 4 = 0%
"Middle" denarmalized number | * 0000 0000 | 100 0000 0000 0000 0000 0000 | 427" = 27128 = 427127 & 45 88 « 1039
Largest denormalized number | * 00000000 111 1111 1111 1111 1111 1111 £{1-272%) = 27128 = 41 18 = 10°®
Smmallest normalized number * 0000 0001|000 0000 0000 0000 0000 0000 | 427125 = 1 18 = 10°°®

Smallest denormalized number

Largest normalized number AT ATIOPTT TI TI TI TI TIT 1-277 x 2778 43 4 2 1070
Pasitive infinity 0 1111 1111 000 0000 0000 0000 0000 0000 | 400

MNegative infinity 11111 1111|000 0000 0000 0000 0000 0000 | — o0

Mot a number * 1111 1111 | non zero Mal

* Sign bit can be either 0 ar 1 .

mais informacao: http://grouper.icce.org/groups/754/
http://en.wikipedia.org/wiki/TEEE_ floating-point_ standard




Mudanca de base



Mudanca de base

m Da base 2 para a base 10
o N, = 1010.1110

Nip=1x24+0x224+1x21+0x2°+
I x2T4+1x224+1x2340x24

10.875



Mudanca de base

m Da base 10 para a base 2

0 Ny, = 13.75
0.75
0.75 x 2 = 1.50
0.50 x 2 = 1.00
0.00 x 2 = 0.00

(13.75),, = (1101.110),




E para outras bases 7

m 12.20 da base 4 para a base 3

(12.20), = (1x 41 + 2 x 40 + 2 x 41 + 0 x 42),, = (6.5),,

6 3 0.50

5 0.50 x 3 = 1.50
\Q\\\/ 0.50 x 3 = 1.50
0.50 x 3 = 1.50

20

(12.20), = (6.5),, = (20.111...),




Arredondamento



Arredondamento

m F(B,t,mM)

base 10: §ﬁ_t =

ct-ﬂrcr
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Exemplo:

m F(10,5,-4.4)

10.232242 = 0.10232242 x 107

mantissa + 0.5 x 10° = 0.10232742-

Se for em outra base, 0.5 tem que estar expresso na base considerada.



Céalculo Numérico / Métodos Numéricos

Operacoes numeéricas em ponto flutuante
Instabilidade numeérica

Mal condicionamento

15:04



Arredondamento

m F(B,t,m,M)

s+ 367t =0.d1dodz ... dy_1didsyq ...

base 10: %ﬁ_t =
t=1: 0.05
t=2: 0.005
t=3: 0.0005

Atengao: somar a mantissa (e ndo ao nimero em si)



" J
Arredondamento (exemplo)

m Represente o nimero 1234.56 no sistema F(10,3,5,5), com
arredondamento:

0.123456 x 104

mantissa: 0.123456 + 0.5 x 103
0.123456 + 0.0005 = 0.123956—

Resposta: 0.123 x 104
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Arredondamento (exemplo 2)

m Represente o nimero (1001.1), no sistema F(2,3,5,5), com
arredondamento:

0.10011 x 24

mantissa: 0.10011 + (0.5 x 23),
0.10011 +  (0.1), x 27
0.10011 +  (0.0001)
0.10161

Resposta: 0.101 x 24



"
Efeito do arredondamento

m Apos cada operacao, perdemos informacao.
Exemplo (t = 3):

(3.18/5.05) x 11.4 =

0.630 x 11.4 =
7.182
7.18
(3.18 x 11.4) /5.05 =
36.3/5.05 =
7.188

7.19



"
Efeitos numéricos

m Cancelamento

efeito numérico que causa perda de digitos significativos quando
subtraimos dois nimeros muito proximos.

Ex.:

V9876 — /9875

= 0.9937806599 x 10? - 0.9937303457x 102
= 0.0000503142 x 102

= 0.5031420000 x 102

Ve VI= 7t



"
Efeitos numéricos

m Propagacao do erro

efeito numérico que causa perda de digitos significativos quando
na soma de varios nimeros, uma soma intermediaria € muito
maior que a soma final.

Ex.: F(10,3,5,5)

100 + 0.000100 - 100
= 0.100 x 10° + 0.100 x 10 - 0.100x 10?
S— !

—

0.100 x 10° - 0.100x 103




"
Instabilidade numeérica

m Os erros podem ir se acumulando durante o processo

m Erros intermediarios podem anular-se
Estabilidade

m Instabilidade: os erros intermediarios tém uma influéncia
muito grande no resultado final.



Instabilidade numérica (exemplo)

__ (1
Ln = (3)”
Podemos provar que x, € dado pela seguinte sequéncia:

. 1 . 1 Ip = 1.0006000

Lo — L, 1 — 3 z1 = 0.3333333 (7 correctly rounded significant digits)
L2

__ 13 4 .

Tnt1 = 370~ 3%n-1 o
L5

A Lg
T
Iy
£Lg
N , , 1= 0.0142927
Atencao: a férmula esta Z12= 0.0571502
| A A | ryz= 0.2285939
correta! O erro é numérico! S
x15— 3.657443

De (Numerical analysis - Kincaid, Cheney), p. 48
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Mal condicionamento

m Problema mal condicionado: problema que nao depende
continuamente dos dados.

m Em um problema mal condicionado, uma leve variacao
nos dados de entrada pode levar a solugoes completamente
diferentes.

m Por que isso é importante 7

(Dados sao provenientes de medidas, observagoes, etc. e estao
sujeitos a erros)



Mal condicionamento (exemplo)

X+ y=2
x + 1.0ly = 2.01

(1,1)

y = (2.01 - x)/1.01

y = 2-X

»
»




