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1 Elementos de Teoria da Medida

1.1 Nota histérica — o problema da medida

Chamaremos de “movimento” em R?, d € N, a toda operagdo bijetora 3 : R? — R? que preserva a
distancia euclidiana

dist(z,y) = /(21 —y1)2+ - + (24 — Ya)?
entre pontos. Ou seja, 3 : R? — R? é um movimento se, para todo z,y € RY,

dist(5(z), B(y)) = dist(z, y) -

Por exemplo, translacdes e rotacdes em R¢ sio movimentos. Estendemos a nogdo de movimento
de pontos R? para a movimento de subconjuntos de R? da seguinte maneira: Para todo movimento
B:RY—= Rletodo E € oR? (isto &, todo subconjunto £ C R?),

B(E) ={B(x) : z€ E}.

Com estas definigdes, o “problema do conteudo”, segundo Felix Hausdorff, € descrito da seguinte
maneira: Busca-se uma funcio m : 28" — [0, oo] = [0, 00) U {oo} com as seguintes propriedades:

(i) Aditividade: Para todo E, E' € 28 com E N E' = (), tem-se

m(EUE)=m(E)+m(E).

(ii.) Invariancia ao movimento: Para todo E € 28 e todo movimento 3 : R? — R? |

m(G(E)) = m(E) .

(iii.) Normalizagao:
m((0,1]9) =1.

O problema formulado acima, apesar de sua aparéncia inofensiva, nao possui solu¢do satisfatoria:

Teorema 1 (Hausdorff, 1914) O problema do conteiido ndo possui solu¢do para d > 3.
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Teorema 2 (Banach, 1924) O problema do conteiido possui solugcdo para d = 1,2, porém esta ndo
é linica.

A razdo pela qual o problema do conteido formulado acima ndo tem solu¢do em dimensdo su-
perior a 2, é o fato de que o seguinte principio intuitivo ndo é vélido na teoria habitual de conjuntos
(Zermelo-Friankel com Axioma da Escolha (ZFC)):

“Dividindo-se um corpo em finitas partes, ndo se pode combind-las, apés movimentos das mes-
mas, de modo a que o volume ocupado seja superior ao volume inicial.”

Este principio, formulado por Galileu no século XVI, € violado em ZFC, segundo o célebre “pa-
radoxo de Banach-Tarski”:

Teorema 3 (Banach-Tarski, 1924) Seja d > 3 e sejam E,E' € R subconjuntos limitados com

interior ndo vazio (isto é, que contenham algum subconjunto aberto ndo vazio). Entdo existem finitos
. .. d . .

subconjuntos disjuntos E1, . .., E, € 2% e movimentos 3, ..., 3, em R tais que

E\U---UE,=E e B/(E)U---UB,(E,) =FE".

Por exemplo, o teorema acima afirma que, em dimensdo d > 3, podemos construir dois cubos
de lado 1, partindo de um tnico cubo, também de lado 1, dividindo o dltimo em finitas partes e
recombinando-as, apos movimentos. Tal fato impossibilita a existéncia da fun¢cdo m do problema do
conteddo de Hausdorff, em dimensao superior a 2.

Uma questio semelhante ao problema do contetido de Hausdorff € o “problema da medida”. Este
consiste em substituir a condi¢ao de aditividade do primeiro problema pela condi¢do, mais forte, de
“o-aditividade”, isto €, a condi¢do (i.) acima € substituida por:

(i’.) o-Aditividade: Para qualquer sequéncia F,, € 2 n eN,de subconjuntos disjuntos (isto €,
E,, NE,, =0sen; # ny), tem-se

m(UneNEn) = im(En) .

Obviamente, como a condi¢do de o-aditividade é mais forte do que a de aditividade, o problema
da medida ndo tem solu¢do em dimensdo superior a 2. Como o problema do conteddo tem solucao
ndo Unica para d = 1,2, poder-se-ia esperar que, neste caso, o problema da medida tenha solucao
Unica, por tratarem-se neste ultimo condi¢des mais restritivas. Porém:

Teorema 4 (Vitali, 1905) Para toda dimensdo, o problema da medida néo tem solugdo.

Daremos uma prova completa' deste teorema em momento adequado.

O teorema de Banach-Tarski € uma consequéncia do “Axioma da Escolha” da teoria de conjuntos,
o qual afirma que para todo conjunto €2 e toda familia de subconjuntos £ C 2% existe, no minimo, uma
“funcdo de escolha”. Tal fungdo é, por defini¢do, uma funcio f : £ — 2 tal que, para todo F € &,
f(E) € E. Existem teorias de conjuntos alternativas, sem o Axioma da Escolha, nas quais o pro-
blema da medida tem solu¢do. Porém, muitos resultados importantes a varias dreas da matematica,
e as ciéncias que dela se servem, dependem deste axioma. Deste modo, se quisermos desenvolver
uma teoria de medida compativel com o restante da matematica cldssica, somos obrigados a aceitar a
existéncia de subconjuntos ‘“nao mensuraveis”. Isto corresponde ao fato de somente sermos capazes

Ver Teorema 169.



definir medidas para familias £ C 2% estritamente menores que 29 (mas que contenham, ao menos,
alguns dos subconjuntos que se gostaria poder medir). Observe-se também que, em certas situacoes,
podemos considerar medidas sobre as quais nao sdo impostas condi¢des como a invariancia por mo-
vimento ou normaliza¢do. Neste caso, o problema da medida correspondente podera eventualmente
ter solugdo mesmo em & = 2%,

Probabilidades (no sentido de Kolmogorov) sdo casos especiais de medidas. Como no exemplo
acima, a restricao a familias de de subconjuntos ditos mensurdveis €, em geral, também necessaria,
por razdes analogas. Entretanto, como discutiremos mais adiante, em Teoria de Probabilidades, o uso
de familias de conjuntos “pequenas” € natural e representa o fato de ter-se informacao limitada sobre
eventos probabilisticos.

No que segue, definiremos certas estruturas naturais para familias de subconjuntos mensuraveis.
Antes de iniciar esta discussdo, introduziremos notagdes e recordaremos alguns fatos elementares
sobre conjuntos:

1.2 Notacoes e algumas construcoes elementares com conjuntos

Definicao 5 (conjunto poténcia) Para todo conjunto M, definimos seu “conjunto poténcia”, por:
oM —(E C M},

isto é, 2M é o conjunto de todos os subconjuntos (ou partes) de M.

Definicao 6 (operacoes elementares com conjuntos) Seja M um conjunto fixo arbitrdrio.

i.) Paratodo E € 2M, definimos seu “complemento” por

E={peM :pg¢gE}ec2V.

ii.) Paratodo E,E' € 2™, definimos a “intersecéo”
ENE ={peM :pcEepecE}ec2V.
De modo mais geral, para toda familia £ C 2M, definimos
NE={peM : p€c Eparatodo E € £} € 2™ .

Se € é vazia, adota-se a convengdo NE = M. Note-se que NE é o maior subconjunto E de M
para o qual E C E para todo E € £. Também utilizaremos a notagdo

inf€ =nN& .

iii.) Para todo E, E' € 2M, definimos a “diferenca”
E\E' = {peM :peEmaspé¢ E'}
= EnE*“e2M
iv.) Paratodo E,E' € 2™, definimos a “unido”
FEUE ={peM :pcEoupc E'} c2".
De modo mais geral, para toda familia £ C 2M, definimos
UE={peM :pcEparaumE c £} € 2™ .

Se & € vazia, adota-se a convengdo UE = (). Note-se que UE é o menor subconjunto E de M
para o qual E C F para todo E € E. Também utilizaremos a nota¢do

sup & = UE .
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v.) Paratodo E, E' € 2™, definimos a “diferenca simétrica”

EAE" = (EUE)\(ENE)
= (E\E)U(E\E)e2".

De modo mais geral, para toda familia £ C 2M finita e ndo vazia, definimos

AE ={pe M : p € E para um niimero impar de elementos E € £} € oM

Note-se que a diferenca simétrica de subconjuntos é uma operagiio comutativa em 2V
EAE' =FE'AE, E,E e€2M.
Para esta operagcdao também vale a associatividade:
(EAE"YAE" = EA(E'AE") = A{E,E',E"}, E,E,E"¢c2M.

As seguintes relagdes entre unido, intersecao e complemento de subconjuntos sdo validas: Para
toda familia & C 2™,
(U =nNE e (NE) =UE®,

onde
E={E° . E€&}.

Estas duas igualdades sdo conhecidas como “leis de de Morgan”. Ademais, para todo £’ € 2™ valem
as seguintes “leis distributivas”:

EN(nNE) = N{E'NE : Ecé&},
E'U(UE) = UIE'UE : E€&},
E'U(ng) = N{E'UE : Ecé&},
E' N (UE) WENE : Ecé&}.

Definicao 7 (pré-imagem) Sejam M, e My conjuntos e f uma funcdo M, — Ms. Definimos a
funcdo “pré-imagem”, f~1:2M2 s M1 pop:

fﬁl(Eg) = {pl € M1 : f(pl) < EQ} € 2M1 s E2 < 2M2.

E ficil verificar que a funcio pré-imagem comuta com as operacdes de complemento, unido e
intersecdo de subconjuntos (e, portanto, com todas as operagoes definidas acima sobre subconjuntos),
isto é, para todo E, € 22 e toda familia & C 22, tem-se

FHES) = (B,
FHUE) = uf (&),
fHN&) = nfi(&)

Y

onde
FHE) ={fH(Ey) : By &) C 2™,

A seguir introduziremos a nocao de “limite” de uma sequéncia de subconjuntos:

Defini¢iio 8 (limite superior e inferior de uma seq. de conjuntos) Seja E, € 2™, n € N, uma
sequéncia qualquer de subconjuntos de um conjunto M fixo.



i.) O “limite superior” desta sequéncia é o subconjunto

limsup E, = {p € M : p € E, para infinitos n € N} € 2™

n—oo
ii.) O “limite inferior” desta sequéncia é o subconjunto

liminf £, = {p € M : existe n, € Ntal, que p € E,, para todon > n,} € oM
n—oo

Se
limsup E,, = liminf F,,
n—o0 n—00

dizemos que a sequéncia de subconjuntos de M é “convergente”. Neste caso, o limite da sequéncia

é:
lim E, = limsup E, = liminf E,, € 2™ .
n—o0 n—oo n—o0

Exercicio 9 Seja E, € 2™, n € N, uma sequéncia arbitrdria de subconjuntos de M. Mostre que as
seguintes relacoes sdo vdlidas:

i.)
liminf £, C limsup E,,.
n—00 n—oo
ii.)
limsup F,, = "{U{E; : k>n} : neN}.
n—oo
ii.)
liminf £, = U{N{E\ : Kk >n} : neN}.
n—oo
v.)
[lim sup En] =liminf £, e [lim inf En} " = lim sup L), .
n—»00 n—00 n—00 n—0o0
v.)

limsup F,\ liminf E,, = limsup(E,AE, 1) .
n—oo

n—oo n—oo

Defini¢io 10 (inf e sup em 2M) Seja E; € 2M, i € I, uma familia qualquer (ndo necessariamente
enumerdvel) de subconjuntos de um conjunto M fixo.

i.) inf,c; B; € 2M ¢, por defini¢do, o maior subconjunto de M contido em todo E;, 1 € 1. Isto é,

inf B; = N{E; : iclI}e2™.

iel
ii.) sup,e; E; € 2M é, por defini¢do, o menor subconjunto de M que contém todo E;, i € 1. Isto é,

sup B, = U{E; : iel}e2M.
i€l

Com estas duas defini¢des, pelos itens ii.) e iii.) do exercicio precedente:

limsup F,, = inf sup Ey,
n—00 neN p>p

liminf £, = supinf F} .
n—00 neN k>2n



Definicdo 11 (sequéncias monétonas) Dizemos que a sequéncia E, € 2™, n € N, é “mondtona
crescente” se vale IJ,, C FE, 1 para todon € N. De modo andlogo, a sequéncia é dita ser “mondtona
decrescente” se £, 1 C E, para todon € N.

Lema 12 Sequéncias monétonas em 2™ sdo sempre convergentes. Se E, € 2™, n € N, é uma
sequéncia crescente entdo vale lim,,_,., F,, = sup,cy .. Se a sequéncia é decrescente entdo
lim,, o F, = inf,cy E,.

2]V[

Demonstragdo: Seja E,, € 2™, n € N, uma sequéncia decrescente. Entdo

liminf E,, = sup inf E}, = inf F,, ,
n—00 neN k>n neN
pois
inf Ek = inf Ek
k>n keN
para todo n € N. Como a sequéncia ¢ decrescente, temos também

E, =sup Ej
k>n

para todo n € N. Sendo assim, tem-se

liminf £, = inf F,, = inf sup E = limsup F,, .
n—00 neN neN k>n n—00

Portanto,
lim E, = inf E,, .

n—00 neN

Se E,, n € N, € uma sequéncia crescente, mostra-se de modo analogo que

lim E,, =supFE, .

n—o0 neN

Observe-se que, para toda sequéncia dada F,, € 2, n € N, as novas sequéncias infy>, E e
sup,-, Er, n € N, sdo mondtonas e, respectivamente, crescente e decrescente. Em particular, pela
discussao acima, tem-se:

liminf £, = lim inf E} ,
n—00 n—oo k>n

limsup F,, = lim sup F} .
n—o0 n—=00 k>n

Definicao 13 (funcao caracteristica de um subconjunto) Seja M um conjunto qualquer. Para todo
subconjunto £ € 2™, definimos sua “fungdo caracteristica”, x : M — {0, 1}, por:

. J 1 se pek
XE(p)—{O e pdE

Usando fungdes caracteristicas, podemos representar os limites superior e inferior para séries de
subconjuntos em termos deste limites para séries numéricas:



Exercicio 14 Seja E,, n € N, uma sequéncia de subconjuntos de um conjunto M. Mostre que, para

todop € M,
Xlim SUP,, s 00 En (p) = hl’Il sup XEn (p) )
n—oo
Xiim infp— o0 En () = h}gg}f XE, (p) -

Mostre ainda que, se a sequéncia de subconjuntos converge, no sentido discutido acima, entdo, para
todo p € M, tem-se

Xlimy,—s o0 En (p) = lim XE, (p) .

n—oo

Recorde-se que, para uma sequéncia (a, ),en limitada qualquer de nimeros reias,

limsupa, = lim (sup{ax : k>n}) eR,
n—00 n—oo

liminfa, = lim (inf{a; : £ >n}) eR.
n—oo n—o0

1.3 Anéis e algebras de conjuntos

Definicao 15 (grupo Abeliano) Dizemos que o par (G,+) é um “grupo Abeliano” se G é um con-
junto e + : G X G — G uma operagdo bindria em G com as seguintes propriedades:

i.) Comutatividade: Para todo g, € G, g+ ¢ = ¢ + g.
ii.) Associatividade: Paratodo g,¢',9" € G, (9+¢)+¢" =g+ (¢ +4¢")=g+9 + 7"
iii.) Existéncia de elemento neutro: Existe um elemento 0 € G tal, que, para todo g € G, 0+ g = g.

iv.) Existéncia de elementos inversos: Para todo g € G, existe um elemento —g € G tal, que
g+ (=g) =0

O elemento neutro 0 € G é necessariamente tinico: Suponha que 0 € G seja um segundo elemento

neutro. Entao: o
0=0+0=0.
De modo andlogo provamos a unicidade do elemento inverso: Sejam —g, —g’ € G elementos inversos
de g € G. Entao:
—g+g=0=-¢"+g.
Logo,
—g+9+(-9)=—9+g9+(-9)

e, portanto, como g + (—¢g) = 0, tem-se que —¢' = —g.

Note-se que, para todo E € 2V

EAD=0AE=FE ¢ EAE=10.

Como visto acima, a operacao de diferenca simétrica € comutativa e associativa. Portanto, (2M JA)é
um grupo Abeliano com elemento neutro ) e elemento inverso —E = E para todo E € 2™,
Uma outra nocao algébrica natural para familias de subconjuntos € a de anel comutativo:

Definicao 16 (anel comutativo) Seja R um conjunto e +,- : R X R — R duas operagdes bindrias
(chamadas “adi¢do” e “multiplicagdo”, respectivamente) em R. Dizemos que a tripla (R, +, ) é um
“anel comutativo” se (R, +) é um grupo abeliano e a operacdo de multiplicagcdo, - - R X R — R,
tem as seguintes propriedades:



i.) Comutatividade: Para todor,v' € R, r-r' =1"-r.

7 / "

ii.) Associatividade: Para todo r,r",r" € R, (r-v') - 1" =r-(r"-v") =0r-0" - 1",

iii.) Distributividade: Para todo r,v' ;7" € R, r-(r' +1")=r-r' +r 1",
Dizemos que 1 € R é elemento neutro da multiplicacdo se, para todor € R, 1 -r =r.

Anéis ndo possuem necessariamente um elemento neutro da multiplicagdo. De modo andlogo ao
caso do elemento neutro da adi¢do, € facil mostrar que se existe tal elemento entio este € necessaria-
mente Unico.

Observe-se que a operacdo bindria de intersecdo N em 2% é uma operagio comutativa e associa-
tiva. Com efeito, tem-se:

Exercicio 17 Mostre que, para todo conjunto néo vazio M, a tripla (2", A,N) é um anel comutativo.

Pela identidade M N E = E, E € 2™ vemos que M é o elemento neutro da multiplicacio no
anel (2M A/ N).

Defini¢iio 18 (anéis de conjuntos) Seja M um conjunto ndo vazio e R C 2™ uma familia nédo vazia
de subconjuntos de M. Dizemos que R é um “anel sobre o conjunto M ” se, para todo E, E' € R,

EAE', ENE €R
(isto é, a familia R é estdvel com relagdo as operagoes A e N).

Se R C 2™ & um anel entdo ) € R, pois EAE = () para qualquer & € R. Isto é, R contém
o elemento neutro da adi¢do de (2™, A, N). Recorde-se ainda que no anel (2, A N), para todo
E € 2™, —F = E. Assim, aneis sobre um conjunto niio vazio M sdo sempre subaneis de (2", A, N),
isto €, R forma um anel com relacdo a restricdo das operagoes A e N a R. Além disso, o elemento
neutro da adigfio de R (o conjunto vazio () coincide com o de (2", A, N). Note-se, porém, que o anel
‘R ndo necessariamente possui elemento neutro da multiplicag¢@o (e, neste caso, M ¢ R).

A seguir discutiremos trés caracterizagdes equivalentes de anéis sobre um conjunto. Para tanto,
observem-se as seguintes identidades para as operacdes A e M: Para todo E, B’ € 2M,

EUE = A{EE ENE'Y},
E\E' = EA(ENE).

Com elas concluimos que se a familia R C 2M & um anel sobre M, entio, para todo E, E' € R,
necessariamente tem-se:
E\E',EFEUE €R.

Isto é, todo anel sobre um dado conjunto é estavel com relagdo a diferencas e unides finitas de seus
elementos. De fato, esta propriedade caracteriza completamente o ser anel sobre um conjunto:

Exercicio 19 Seja uma familia R C 2M. Mostre que as trés condicées seguintes sdo equivalentes:
i.) R éanel sobre M, isto é, paratodo E, E' € Ryvale EAE' € Re ENE' €R.

ii.) Paratodo E,FE' € R, vale EAE' ¢ Re EUE € R.
iii.) Paratodo E,E' € R,vale E\E' € Re EUE € R.



Defini¢io 20 (dlgebras de conjuntos) Dizemos que o anel A C 2™ sobre M é uma “dlgebra” sobre
M, se, para todo E € A, vale E° € A, isto é, se este anel é uma familia A de subconjuntos de M
que é estdvel com relagdo a operagdo de complemento em M.

E importante notar que o termo “dlgebra” ndo € usado aqui da mesma maneira que em outras areas
da matemadtica. Note-se que se o anel A C 2M & uma algebra sobre M, entdo M € A, pois o conjunto
vazio € elemento de todo anel de conjuntos.

Exercicio 21 Seja & C 2M. Mostre que as seguintes condigées sdo equivalentes:
i.) € é uma dlgebra.
ii.) £ éumanel e M € E. (Em particular o anel possui elemento neutro da multiplicacdo.)
iii.) Paratodo E,E' € &, tem-se E°, ENE' € £.
iv.) Paratodo E,E' € &, tem-se E°, E U E’

1.3.1 Complemento: Anéis de conjuntos como reticulados, anéis de Boole e teorema de representacao
de Stone

Também € possivel caracterizar completamente um anel de conjuntos a partir de somente a relacao de
ordem para os conjuntos que o constituem. Com efeito, qualquer familia de subconjuntos R C 2M
¢ parcialmente ordenada pela rela¢ao de inclusdo inclusdo: Para F/, E' € R quaisquer, dizemos que
“FE é menor ou igual a E”” se F C E’. Esta rela¢ao sera denotada por £ < E’, como € usual. Se R
€ um anel sobre M entdo € possivel reconstruir esta relacdo de ordem parcial por via da operagao N
(produto do anel comutativo):

E<FE' se,esomentese, FNE =F.

Observe-se ainda que, como
) =FEAE R,

todo anel de conjuntos possui um elemento minimo. Reciprocamente, se numa familia parcialmente
ordenada de conjuntos (R, <) a relagdo de ordem € oriunda de uma estrutura de anel de conjuntos, as
respectivas operagdes de anel podem ser reconstruidas a partir da relacdo de ordem: Seja R um anel
sobre M. Para todo F, E' € R sejam

EANE = sup{lE€R : E<EF}eR,
EVE = inf{E€R : E,E'<E}cR,
E\E' = inffEcR : EXEVE}
— sup{E€R: EXE,EANF =0} cR.
Com esta defini¢des, para todo F, E' € R, tem-se:
ENE = EANEFE,
EAE = (E\E')V (E'\E).
A existéncia do supremo F A E' (= ENE)edoinfimo EV E' (= A{E,E',ENE'})em R

para todo E, E' € R se refere ao fato do conjunto parcialmete ordenado (R, <) ser um “reticulado”.
Note-se ainda que (R, <) é um “reticulado distributivo”, isto é, para todo E, E', E” € R vale

EAN(E'VE") = (ENE)V(EANE"),
EV(E'NE") = (EVE)AN(EVE").
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A existéncia e igualdade do infimo e do supremo
inf{fEecR : EXEVE}=sup{E : E<XE,ENFE =0} =FEAENE

se referem a operacdo de “diferenca” para reticulados com elemento minimo (a qual ndo € necessa-
riamente bem definida em um reticulado qualquer com elemento minimo, mas aqui existe e coincide
com a diferenca usual de conjuntos).

Assim, temos que todo anel de conjuntos € um reticulado distributivo com elemento minimo e
diferenca. Este ponto de vista sobre os aneis de conjuntos é natural em consideragdes de natureza
l6gica e probabilistica, além de permitir formulagdes abstratas, sem referéncia (direta) a operagcdes
com conjuntos.

De modo mais geral, é possivel mostrar que se (R, +, -) € um anel comutativo qualquer tal, que,
para todo » € R, vale r - r = r (idempoténcia do produto, como no caso dos aneis de conjuntos)
entdo a relacdo

r<r para r-r'=r, rreRr,

€ uma ordem parcial em R tal, que
rAr =r-7

é (0] maior elemento de R menor que 1 5 ’I“/ € R, €
/ / /
7 \/ T =1 + T ‘I— T -1

¢ o menor elemento de R maior que 7,7’ € R. Segue diretamente disto que (R, <) é um reticulado
distributivo. Ademais, 0 € R, o elemento neutro da adi¢@o, € o elemento minimo do reticulado. De
modo similar,

rNt'=r+r-r", rr’eRrR,

¢, simulaneamente, o maior elemento 7 < r tal, que 7 - » = 0, e 0 menor elemento 7 € R tal, que
r < 7V 1. Assim, o reticulado (R, <) admite operacdo de diferenga, como no caso se anéis de
conjuntos. Note-se ainda que da propriedade de idempoténcia do produto segue também que r = —r
para todo r € R, exatamente com no caso especial de anéis de conjuntos: Considere a igualdade

r+r = (r+r)-(r+r)
= r-r+r-r+r-r+r-r
= r+r+r+r,

a qual implica que r + r = 0 (por subtracdo de r + r dos dois lados da igualdade).

Pelo Exercicio 21(iii.), do ponto de vista da relacdo de ordem, dlgebras de conjuntos sdo reticula-
dos distributivos com operacao de diferenga e elemento minimo (como os aneis de conjuntos gerais),
mas (ao contrdrio de aneis gerais) também com elemento méximo M.

Exatamente como para conjuntos, em reticulados mais gerais £ deste tipo definimos o “comple-
mento” de £ € £ por

E°=M\E .

Neste caso, para todo F, E' € £, vale (como no caso de dgebras de conjuntos)
E\E=F NE°.

Aneis comutativos (R, +, -) com elemento neutro da multiplica¢@o para os quais vale r - r = r
para todo r € R sdo chamados “anéis de Boole”. Em particular, dlgebras de conjuntos sdo aneis
de Boole. Por um teorema devido a Stone, todo anel de Boole (abstrato) é equivalente a um de
conjuntos (no sentido de haver uma bijecdo entre os dois que converte as operacdes de reticulado A e
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V respectivamente nas operagdes N e U de conjuntos, e o complemento de reticulado em complemento
usual de conjuntos). Por tanto, sem restricdo a generalidade, podemos considerar somente aneis de
Boole de conjuntos, isto €, dlgebras de conjuntos. Com efeito, de modo mais geral, todo reticulado
distributivo € equivalente a um de conjuntos (no sentido de haver uma bijecdo entre os dois que
converte as operacoes de reticulado nas operacdes N e U de conjuntos). Porém, no caso geral, ao
contréario dos reticulados associados a anéis de Boole, note-se a diferenca de elementos ndo pode
ser identificada com as dos respectivos conjuntos, pois diferencas nem mesmo precisam existir no
reticulado original.

1.4 o-Anéis

Definiciio 22 (familias o-sup- e o-inf-fechadas) Seja & C 2M. Dizemos que esta familia de subcon-
juntos de M ¢é “o-sup-fechada” se, para toda sequéncia E, € £, n € N, vale sup,,.y E,, € €. Ana-
logamente, £ é dita ser “o-inf-fechada” se, para toda sequéncia E,, € £, n € N, vale inf,,cy E,, € £.

2

Finalmente, £ é “o-fechada” se for simultaneamente o-inf- e o-sup-fechada.

Como € usual, também nestas notas o préfixo “o-" fard referéncia a enumerabilidade. E importante
notar que familias estdveis pois unides finitas ndo sdo necessariamente o-sup-fechadas e, de modo
similar, familias estdveis pois intersecdes finitas nao sao necessariamente o-inf-fechadas.

Definicao 23 (o-anéis e o-algebras) Seja R um anel sobre M. Dizemos que R é um “c-anel” sobre
M se for o-sup-fechado. Se o o-anel R sobre M é uma dlgebra, entdo dizemos que 'R é uma “o-
dlgebra” sobre M.

Veremos no decorrer deste capitulo que a estrutura de o-algebra € natural no problema da medida,
ou seja, € conveniente impor que as familias de conjuntos mensurdveis formem o-algebras.

Exercicio 24 Motre que se R C 2M é anel, entdo R é o-sup-fechado somente se for o-inf-fechado.
Mostre também que se R é uma dlgebra entdo o ser o-inf-fechado é equivalente ao ser o-sup-fechado.
(Em particular, nestes dois casos, R é o-fechado.)

Uma consequéncia imediata, mas importante, deste tltimo exercicio € a seguinte:
Corolario 25 Seja R C 2M um o-anel. Para toda sequéncia F, € R, n € N, vale:

liminf £, limsup E£,, € R .

n—00 n—o00

Exercicio 26 Seja & C 2M uma familia arbitrdria. Mostre que as seguintes condigdes sdo equiva-
lentes:

i.) € é uma o-dlgebra.
ii.) € é o-sup-fechada e, para todo E € &, vale E° € £.

iii.) & é o-inf-fechada e, para todo E € &, vale E° € £.

Uma maneira comum de definir um anel, algebra, o-anel ou o-algebra sobre um dado conjunto
M, € definir primeiro um anel, dlgebra, o-anel ou o-dlgebra sobre um outro conjunto M,, em geral
mais simples, assim como uma fun¢do f : M; — M,: Note-se que as estruturas de anel, dlgebra,
o-anel e o-algebra sdo preservadas por pré-imagens. Isto €, se Ry é um anel (dlgebra, o-anel ou
o-algebra) sobre um conjunto M, e f € uma funcdo M; — Ms, entdo a familia f ‘I(RQ) C 2M1 g um
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anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra). Este tipo de construcao € muito usado, por exemplo, em teoria
de probabilidades.

Também ha um modo natural de, partindo agora de um anel (algebra, o-anel ou o-dlgebra) R
sobre M, e uma funcdo f : My — M, se definir um novo anel (dlgebra, o-anel ou o-algebra) sobre
Ms:

Exercicio 27 Seja R, C 2™ um anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M,. Mostre que a familia
Ry ={E, 2" : f71(E,) e Ry} C 2"

é 0 maior anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) Ro C 2M2 sobre M, tal, que f~1(R,) C Ry.

1.5 Definicao de anéis de conjuntos por familias geradoras

O modo mais comum de definicio de um anel, dlgebra, o-anel ou o-dlgebra, R, sobre um dado
conjunto M € a defini¢do explicita de alguma familia (dita “geradora”) £ C 2™ contida em R, que
deverd ser o menor anel, dlgebra, o-anel ou o-algebra sobre M com esta propriedade. A existéncia
de tal R C 2M ¢ garantida pelo seguinte fato elementar:

Lema 28 Seja M um conjunto e R; C 2™, i € I, uma familia ndo vazia de anéis (dlgebras, o-anéis
ou o-dlgebras) sobre M.
R =inf R;

el

é também um anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M.

Seja & C 2M yma familia arbitraria de subconjuntos de M e R; C 2M i ¢ I, a familia de todos
os anéis (4lgebras, o-anéis ou o-dlgebras) sobre M que contenham £. Note-se que 2 & sempre
elemento desta familia e, logo, esta é ndo vazia. Como & C R; C R; paratodo i € I, R; é o menor
anel (4lgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M que contém £. Em particular, existe um menor anel
(4lgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M que contenha £.

Definicio 29 (anéis, dlgebras, o-anéis, o-algebras gerados) Seja & C 2™ uma familia arbitrdria
de subconjuntos de M. O menor anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M que contém & é
chamado o anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre M “gerado por £”. Utilizamos a notagdo
R(E) C 2M para o anel, A(E) C 2M para a algebra, e o(E) C 2M para a o-dlgebra gerados por E.

A defini¢do de um anel (4lgebra, o-anel ou o-algebra) por uma familia geradora € compativel com
a defini¢do por pré-imagens, no seguinte sentido:

Exercicio 30 Seja & C 2M2 uma familia arbitrdria de subconjuntos de My e Ry C 2M2 0 anel
(dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) sobre My gerado por &;. Seja f : My — My uma funcdo. Mostre que
Y Ry) C 2™ ¢ 0 anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) gerado pela familia f~*(E,) C 21,

Sugestdo: Use o Exercicio 27 para mostrar que o anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) f~1(R,) C 2M1
estd contido no anel (dlgebra, o-anel ou o-dlgebra) gerado pela familia f~1(&,) C 2M1,

Outras propriedades simples, porém importantes, de anéis, dlgebras, o-anéis e o-algebras gerados
sdo as seguintes:

Exercicio 31 Seja M um conjunto arbitrdrio, £, E; C 2M duas familias de subconjuntos e R, Ry C
2M o5 respectivos anéis (dlgebras, o-anéis ou o-dlgebras) gerados por estas familias. Mostre que:

l) Se 51 g 52 entdo Rl g RQ.
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ii.) Se £ C Ry entdo Ry C Ro.
iii.) Se & C Ryoe & C Ry entdo Ry = Ro.
Uma consequéncia simples, porém util, da terceira parte do exercicio acima € o seguinte fato:
Lema 32 Para toda familia £ C 2™, tem-se 0(R(E)) = a(&).

Demonstragdo: Obviamente vale £ C 0(R(€)). Como o(€) é um anel que contém £ tem-se também
R(E) C o(€) e, portanto, o lema segue da terceira parte do dltimo exercicio. |

Mesmo que a definicdo acima para anéis, dlgebras, o-anéis e o-dlgebras gerados faca sentido para
qualquer familia geradora & C 2, convém, em geral, que j4 se imponha alguma estrutura & familia
geradora £. A estrutura de “semianel” revelou-se bastante util:

Defini¢iio 33 (semianel) Dizemos que a familia H C 2™ é um “semianel” sobre M se:
i)DeH
ii.) Paratodo E,FE' € H, vale ENE' € H.
iii.) Paratodo E, E' € H, existem finitos elementos disjuntos F1, ..., F, € H tais, que

E\E'=F, U---UF,.

Exemplos tipicos de semianéis sobre R s@o os seguintes:
Exemplo 34

i = {0}u{(a,b] : a,bER, a<b} C 2%
7y = {0tu{(a,b] : a,b€Q, a<b} C2"

sdo semianéis sobre R. Obviamente, Ié & IB%{.
A estrutura de semianel € estdvel com relacao a produtos cartesianos:
Lema 35 Sejam H, C 2M1 e Hy C 2M2 semianéis sobre, respectivamente, M, e M. Entdo
HyxHy = {Ey x By : By € Hy, By € Hy} C 2MxM2
é um semianel sobre M, x M.

Demonstragdo: Exercicio.

Identificando (canonicamente) os produtos cartesianos (Mj, X - - X My, ) X My, , |, My, X (M, - - - X
Mkl+1), My, X+ X My, L = 1,...,n =1, ky,...,k = 1,...,n, e iterando o lema acima,
concluimos que se H;, C 2™+ sdo seminéis sobre os conjuntos M;, k = 1,...,n, entdo

Hl**Hn:{El XX B, : B, €Hy, k?zl,...,n}QQMlx"'XM”
¢ um semianel sobre M; X --- x M,. Em particular, para todo d € N,

I]% = {@}U{(al,bl]x--~x(ad,bd] : ak,bkER, ak<bk,k:1,...,d}§2Rd,
T8 = {0} U{(ar,bi] X -+ X (ag,bg] : an,bp € Q, ay < by, k=1,...,d} C 2%

sdo semianéis sobre R%, d € N.
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Exercicio 36 Mostre que os o-anéis gerados por I& e I8, d € N, sdo, respectivamente, as o-dlgebras
0(Z¢) e o(Z{). Analogamente para os o-anéis gerados por R(Z{) e R(Z{), d € N.

Os anéis gerados por semianéis tem uma caracterizacao bastante explicita em termos dos elemen-
tos dos semianéis geradores:

Lema 37 Seja H C 2M ym semianel sobre M. Entdo
{E1U---UE, : E\,..., E, elementos disjuntos de H, n € N} C oM
é um anel sobre M.

Demonstragdo: Exercicio.

Obviamente, o anel do lema acima contém 7 e estd necessariamente contido em todo anel que
contenha o semianel H, pois anéis sdo estaveis com relacdo a operacdo de unido finita de seus ele-
mentos. Assim, o anel do lema esta contido em R (7). Como este tltimo é o menor anel que contém
H, tem-se:

Corolario 38 Seja H C 2M yum semianel sobre M. Entdo vale

RH)={E1U---UE, : Ey,...,E, elementos disjuntos de H, n € N}.

1.5.1 Familias mondétonas e sistemas de Dynkin

Definiciio 39 (familias monétonas) Dizemos que M C 2M é uma “familia mondtona” (de sub-
conjuntos de um conjunto fixo M) se, para toda sequéncia mondtona E, € M, n € N, vale
lim, o0 B, € M. Se & C 2™ ¢ uma familia qualquer, denota-se por M(E) C 2™ a menor familia
mondtona que contém E. Esta é chamada a “familia mondtona gerada por £”.

Observe-se que intersecoes de familias moné6tonas sdo também familias mondtonas. Portanto,
como no caso de anéis, o-anéis e o-dlgebras gerados, M (&) existe para todo £ C 2M.

Recorde-se que o-anéis sdo estdveis com respeito a limites de sequéncias de seus elementos.
Portanto, o-anéis sdo sempre familias monétonas. Em particular, para toda familia £ C 2™, a familia
monétona M (E) C 2M estd contida no o-anel e na o-dlgebra gerados por £.

Proposicao 40 Seja R C 2M um anel sobre M. M(R) C 2M é o o-anel gerado por R. Se R é uma
dlgebra entdio M(R) = o(R).

Demonstragdo: Para melhor compreensao, dividiremos a prova em diversos pequenos passos simples:

1. Como M(R) sempre estd contido no o-anel gerado por R, basta provar que M (R) contém tal
o-anel.

2. Pela defini¢do de o-anel gerado, € suficiente provar que M(R) é o-anel.

3. Paratodo £ € M(R), definimos a familia
Mg(R)={E €2 : E\E,E\E,EUE € M(R)}.

E facil ver (pelas leis distributivas para N e U) que, para todo E € M(R), Mg(R) C 2M é
uma familia monodtona.
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4. Se £ € Rentio R C Mg(R), pois R é um anel e anéis sdo estdveis com relacdo a diferenca
e a unido (finita) de subconjuntos. Em particular, neste caso, M(R) C Mg(R).

5. Note-se também que, pela defini¢dio de Mg(R), para todo E, E' € M(R), tem-se E' €
Mpg(R) se, e somente se, E € Mg/(R).Como (pelo passo 4), para todo £ € R e todo
E' € M(R), vale E' € Mg(R), segue entdo que, para todo E € R e todo E' € M(R), vale
E € Mg(R). Com isso, para todo £ € M(R), vale R C Mg(R).

6. Como Mg(R) é familia monétona (pelo passo 3), para todo F € M(R), tem-se
M(R) € Mg(R).
Esta tdltima inclusdo implica, pela defini¢do de M g(R), que, para todo E, E' € M(R),
E\E,EUE € M(R)
Isto é, M(R) é um anel.

7. Seja agora E,, € M(R), n € N, uma sequéncia qualquer. Como M(R) é anel, podemos
definir a nova sequéncia:
Eiu---UE,e M(R), neN.

Note-se que esta dltima sequéncia ¢ mondtona e que:

sup B, =sup(EyU---UE,) = lim (EyU---UE,).

neN neN n—0

Como M (R) é familia monétona, tem-se entio:

sup E, € M(R).

neN
Assim, M(R) é o-anel.

8. Note-se, finalmente, que se R é uma élgebra (isto é, se M € R) entdao M € M(R) e, portanto,
M(R) é o-dlgebra. [ |

Corolario 41 Para todo d € N, tem-se
o(1§) = M(R(ZF)) e o(Z§) = M(R(Zg)) .

Demonstragdo: Pela tltima proposi¢do, M(R(ZE)) é o o-anel gerado por R(Z¢). Pelo Exercicio
36, este o-anel é a o-dlgebra o(R(Z)). Finalmente, pelo Lema 32, tem-se o(Z) = o(R(ZE)). A
segunda igualdade € provada da mesma forma. |

Recorde-se que I& e Z4 sdo semianéis e que o anel gerado por um semianel € a familia das unides
finitas disjuntas dos elementos do semianel (Corolario 38). Deste modo, pelo dltimo corolario, pode-
mos ver a o-algebra gerada por Ié (ou Z¢) como a menor familia de subconjuntos de R? que contém
todas as unides finitas e disjuntas de elementos de I{é (ou Z2) e é fechada por limites monétonos.

Além dos o-anéis, um outro tipo importante de familias monétonas sdo os “sistemas de Dynkin™:

Definiciio 42 (sistemas de Dynkin) Dizemos que a familia D C 2™ de subconjuntos de M é um
“sistema de Dynkin” se:

i.) M €D.
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ii.) Paratodo E € D, E° € D.
iii.) Para toda sequéncia E,, € D, n € N, de elementos disjuntos,

sup B, € D.
neN

Em particular, ) = M¢ € D. Se £ C 2M é uma familia qualquer de subconjuntos de M, denota-
se por §(E) C 2™ o menor sistema de Dynkin que contém E. Este é chamado o “sistema de Dynkin
gerado por £ .

Interse¢des de sistemas de Dynkin sdo sistemas de Dynkin. Portanto, §(&) existe para todo £ C
2M  Observe-se que a condicdo iii.) na definicdo de sistemas de Dynkin é a condicdo minima a
impor-se sobre uma familia de subconjuntos M para que a propriedade de o-aditividade do problema
da medida possa ser considerada. A estabilidade com relagdo a complementos (propriedade ii.) na
definicdo acima) é fundamental em teoria de probabilidades. Dadas as propriedades ii.) e iii.), a
propriedade i.) pode ser substituida, de modo equivalente, pori.”) () € D. Obviamente, o fato de que
o conjunto vazio possa ser medido é muito natural. Além disso, sem esta condi¢do a aditividade nao
seria uma consequéncia da o-aditividade.

Lema 43 Sistemas de Dynkin sdo sempre familias mondtonas.

Demonstragdo: Seja D C 2M um sistema de Dynkin. Note-se que, para todo E, E' € 2™ vale
E\E'=ENE*“=(E°UE).

Se F' C E entdo E° e E’ sdo disjuntos. Assim, como D € um sistema de Dynkin, para todo E, £’ €
D, E' C E,tem-se E\E' € D. Seja E,, € D, n € N, uma sequéncia crescente. Entdo £, 1\ E, € D
para todo n € N. Portanto,

sup En - El U Sup(En-l-l\En) €D )
neN neN

pois E1, F5\ Fy,... sdo disjuntos. Seja agora E,, € D, n € N, uma sequéncia decrescente. Entdo vale
C
inf £, = {sup EZ] €D,
neN neN

pois £° € D, n € N, € sequéncia crescente. [ |

Evidentemente, o-édlgebras sdo sistemas de Dynkin. Além disso, como mostrado no lema acima,
todo sistema de Dynkin é uma familia monétona. Portanto, para toda familia & C 2 de subconjuntos
de M, tem-se

a(€).
(

A). Nesta situacdo tem-se entao,

M(E)CH(€) C
Vimos que, para toda dlgebra A C 2, vale M(A) = o

Assim, surge a questao natural sobre as condi¢des sobre &, suficientes e necessarias, para que valha
d(E) = o(&). Para respondé-la, observamos em primeiro lugar o seguinte:

Exercicio 44 Mostre que um sistema de Dynkin D C 2™ é uma o-dlgebra sobre M se, e somente se,
para todo E, E' € D,
ENE €D.
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Proposicio 45 Seja uma familia £ C 2M tal, que, para todo E,E' € &, vale ENE' € £. Entdo
tem-se:

5(E) = a(E) .

Demonstragdo: Seja uma familia £ C 2 estdvel por interse¢des finitas. Mostraremos que o sis-
tema de Dynkin gerado por essa familia preserva esta propriedade e disto seguird a proposicao, pelo
ultimo exercicio. Esta demonstracdo € bastante similar a da Proposi¢ao 40 e, novamente, para melhor
compreensdo, a dividiremos em diversos pequenos passos simples:

1. Paratodo F € §(&), defina:
Dp(E)={Eec2M . ENEc§&)}c2M,
E fécil verificar que Dy (&) é uma familia monétona.
2. Note-se que, para todo E, B’ € 2M | vale
E°‘NE=E\(F'NE)=(E°U(E'NE)* e (ENE)YNE°=0.

Logo, para todo E € §(&) etodo E' € Dg(E), vale E'® € Dg(E). Com esta observagdo (e as
leis distributivas para N e U) ve-se que, para todo E € §(E), Dr(€) é um sistema de Dynkin.
Além disso, se F/ € £ entdo

& C Dg(&),

pois &£ € estavel com relacdo a intersecao de seus elementos. Logo, para todo E € &£, tem-se
6(E)C Dg(€) .
3. Observe-se que, paratodo E' € §(€) e £ € £, E' € Dg(E) implica, pela prépria defini¢do de
Dg(€),que E € Dp/(E). Assim, para todo E € §(E), tem-se
ECDgE).
Portanto, para todo £ € §(&), vale
() € Di(é),
pois (como mostrado no passo 2) Dg(E) € um sistema de Dynkin e contém &.

4. Finalmente, esta inclusdo implica que, para todo E, E’ € §(€), tem-se E N E" € §(&). Pelo
ultimo exercicio, neste caso, 6(€) € uma o-algebra e, portanto, vale o(£) C §(E).

5. Recordando que a inclusdo 6(£) C o(€) é verdadeira para toda familia £ C 2, segue a
proposigao. |

Note-se que as familias Z¢ e Zg de subconjuntos de R?, d € N, sdo estdveis com relagdo 2
intersecdo de seus elementos. Portanto, tem-se:

Corolario 46 Para todo d € N,
o(Ig) = 6(Ig) e o(Tg) = o(Zg) .
Veremos na préxima se¢do que o(Z3) = o(Zg) é a “o-dlgebra de Borel” de R?, d € N. De modo
mais geral, para todo semianel H C 2V,
o(H)=06(H) .

O coroldrio acima mostra que a menor familia de subconjuntos de R?, d € N, que contém I& (Z%)
e € fechada com respeito a operacdo de complemento e com respeito a unides disjuntas contdveis €
justamente o-algebra gerada por I(é (Z2). A estabilidade com respeito a unides disjuntas contéveis &,
como j4 discutido, a propriedade essencial para a teoria da medida. O ser o-algebra €, de certo modo,
uma propriedade acidental, porém muito importante. Tanto € assim que na defini¢do abstrata de um
espaco de medida geral esta propriedade serd tomada como axioma para tais espacos.
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1.6 Algebras de Borel

Em um espaco métrico, é natural considerar-se a o-dlgebra gerada pela topologia deste espago:
Definicao 47 (algebras de Borel) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. A o-dlgebra sobre M
B(Mv d) = O-(Td)

é chamada “o-dlgebra de Borel” (ou simplesmente “dlgebra de Borel”) de (M, d). Recorde-se que se
V' é um espaco vetorial de dimensdo finita entdo toda norma neste espago define a mesma topologia.
Por esta razdo, neste caso, serd usada a notacdo

B(V)=oa(rv),

onde Ty = 74, e ||-|| € uma norma qualquer em V. Os elementos da o-dlgebra de Borel B(M, d)
sdo chamados “subconjuntos Borelianos” do espaco métrico (M, d).

Espacos métricos sdo meramente um caso especial de “espaco topoldgico”. Para um espaco to-
poldgico geral, (2, 7), define-se, de modo andlogo, sua algebra de Borel por B(2,7) = o(7). Nas
presentes notas nos restringiremos, por simplicidade, ao estudo detalhado de 4lgebras de Borel de
espacos métricos, em especial epacos normados de dimensao finita, mesmo que varios dos resultados
discutidos aqui tenham andlogos no caso de espacgos topoldgicos mais gerais.

Algebras de Borel sdo, em geral, estritamente maiores que as topologias que as geram. Isto é,
ha subconjuntos Borelianos que ndo sdo abertos. Por exemplo, como o-algebras sdo estaveis com
respeito a complementos, todos os subconjuntos fechados sdo Borelianos mas, em geral, nem todo
subconjunto fechado é um aberto. Recorde-se que o-dlgebras que sdo estdveis com relacdo a unides
e intersecOes enumeraveis. Tal fato motiva a defini¢ao dos seguintes tipos de Borelianos:

Definicao 48 (subconjuntos G e F,) Seja (M,d) um espaco métrico. Dizemos que o subconjunto
E € 2M é um “subconjunto Gs” se este é o infimo (isto é, a intersegdo) de uma familia enumerdvel
de abertos de (M, d). De modo andlogo, E é dito ser um “subconjunto F,” se este é o supremo (isto
é, a unido) de uma familia enumerdvel de subconjuntos fechados de (M, d).

A seguir discutimos dois exemplos simples, mas importantes, de subconjuntos Gs e F,. Em
todo espago métrico (M, d), os subconjuntos que contém um dnico ponto sdo sempre fechados, mas
também sdo subconjuntos GG5: Com efeito, para todo p € M, tem-se

{p} = inf Bi/u(p) .

Com efeito, num esaco métrico qualquer, todo fechado é um subconjunto G5. Em geral, porém,
subconjuntos G5 e I, ndo precisam nem ser fechados, nem abertos, como mostra o seguinte exemplo:

No espaco normado R?, d € N, os subconjuntos (ay, by] X - -+ X (@, by] C R, a1,by, ..., aq,bq € R,
a; < by, ... a4 < by, sdo, simultaneamente, subconjuntos G5 e F,,, pois
(a1,b1] X -+ X (an,b,] = linlg(al,bl +1/k) x -+ X (an, by, + 1/k)
€

= suplay + 1/k,by] x -+ X [a, + 1/k,b,] .
keN

Note-se que (aq, by + 1/k) X -+ X (aq,bq + 1/k) s@o abertos e [a; — 1/k,b1] X -+ X [aq — 1/k, by]
fechados em R? com relaciio a qualquer norma neste espaco vetorial.
A seguir determinaremos vdrias familias geradoras para as dlgebras de Borel.
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Lema 49 Seja (M, d) um espago métrico qualquer e denote-se por C(M, d) C 2™ a familia de todos
os subconjuntos fechados deste espago. C(M, d) gera a dlgebra de Borel B(M, d).

Demonstragdo: Como todo fechado € um Boreliano, tem-se
o(C(M, d)) € o(B(M, d)) = B(M.d).

Por outro lado, o(C(M,d)) contém todos os abertos (ou seja, os complementos de fechados) de
(M, d), pois o-dlgebras sao familias estaveis com relagdo a complementos. Assim, 74 C o(C(M, d))
e, portanto,

B(M,d) = o(tq) C o(C(M,d)) .

Como subconjuntos compactos em um espaco métrico sao sempre fechados, temos também sem-
pre a seguinte inclusdo:
o(K(M,d)) € o(C(M, d) = B(M.d)

Recorde-se que K (M, d) C 2M denota a familia de todos os subconjuntos compactos do espago
métrico (M, d). No caso de espagos normados de dimens@o finita, devido ao teorema de Bolzano-
Weierstrass e a propriedades simples de o-dlgebras, esta inclusdo € satisfeita com igualdade:

Lema 50 Seja V' um espago normado qualquer de dimensdo finita. Entdo vale B(V) = o(KC(V)),
onde K(V') = K(V.dy.) e || - || € uma norma qualquer em V.

Demonstragdo: No caso de dimensdo finita, toda bola fechada Br(0) C V, R € (0,00), é um
compacto, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja C' C V' um subconjunto fechado arbitrario e
defina, paratodo N € N,

Cy = C N By(0).

Todo Cy, N € N, é um compacto, pois é subconjunto fechado do compacto By (0). Observe-se que

C=supCyea(lL(V)).

NeN

Logo, tem-se C(V') C o(K(V)), o que implica que o(C(V)) C o(K(V)), onde C(V) = C(V, d||.||=

Recorde-se que os elementos de Zg¢ C 9k d e N, sdo Borelianos, pois sdo subconjuntos G (e
também F,,). Portanto, vale sempre a inclusao:

o(Z§) C o(ZE) C o(B(R)) = B(R").

A seguir mostraremos que as inclusdes acima sao, na verdade, igualdades. Para tanto, no valeremos
do seguinte resultado:

Exercicio 51 Mostre que para todo O € Tga, d € N, existe uma sequéncia E, € R(Z&), n €N,
cujo supremo é O.

Sugestdo: Utilize que I& ¢ um semianel e escolha E,, € R(I&), n € N, como unido finita de
(hiper)cubos semiabertos de lado 27".

Proposicao 52 Para todo d € N, tem-se
B(RY) = o(C(R)) = o(K(R?)) = o(Z§) = o(Z§) .
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Demonstracdo: Note-se que as duas primeiras igualdades correspondem aos dois dltimos lemas.
Lembrando que ¢(Z8) = o(R(Z3)), pelo dltimo exercicio, vale Tga C o (Z3), pois o-dlgebras sio
estaveis com relacdo a supremos de familias enumerdveis de seus elementos. Logo,

B(R") = o(7pa) C 0(Z3) C o(Zf) C o(BR")) = BR").

De maneira similar, podemos mostrar que a algebra de Borel B(Rd), d € N, é gerada pelos
“paralelepipedos” abertos ou fechados:

Exercicio 53 Mostre que a dlgebra de Borel B (Rd) C 2% d e N, é gerada pelas familias I(‘iR, Iij -
2R

’

I;L’R = {(al,bl)x---x(ad,bd) : (lk,kaR, akgbk, k‘:l,...,d},
IZR = {[(Il,bl]X"'X[ad,bd] : ak,bkER, CLkak,k’Il,...,d}.

Para finalizar esta secdo, estudaremos algumas outras caracterizacOes da o-algebra de Borel de R?,
d € N, como familias monétonas. Tais caracterizacdes sdo conceitualmente relevantes, mas também
tteis, por exemplo, em argumentos sobre a unicidade de medidas. Comecaremos caracterizando
B(R?) como sistema de Dynkin:

Corolario 54 Para todo d € N, tem-se
BR?) = §(K(RY)) = 6(C(RY)) = 6(Z8) = 5(Z2) .

Demonstragdo: Note-se que as familias K(R?), C(RY), Tra, Z3, Z2 de subconjuntos de RY sdo estveis
com relacdo a intersecdo de seus elementos. Como estas geram a o-dlgebra (de Borel) B(Rd), 0
corolério segue da Proposicao 45.

Corolario 55 Para todo d € N, tem-se
B(R") = M(R(Z§)) = M(R(Z{)) -
Demonstragdo: Recorde-se que, pela Proposicao 52, vale
B(R") = 0(I3) = o(Tg) -

Com esta igualdade, do Corolario 41 segue o lema. |

A seguir mostraremos que, mesmo as familias 74, C(RY) € K(R?), d € N, ndo sendo anéis, a
familia mondtona gerada por estas € a o-dlgebra (de Borel) B(Rd). Para demonstrar tal fato usaremos
o seguinte resultado:

Exercicio 56 Mostre que todo elemento de R(I2), d € N, é o limite de uma sequéncia monétona
decrescente de elementos de Tra e de uma sequéncia mondtona crescente de elementos de K(R?).

Proposicao 57 Para todo d € N, tem-se

B(R?) = M(K(R) = M(C(R?)) = M(7ga) .
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Demonstragdo: Pelo exercicio acima, vale
R(Zg) € M(K(R?)), M(7za) .
Logo, pelo ultimo corolério, tem-se
B(RY) = M(R(Z{)) € M(M(K(R?))), M(M(7ga)) ,
isto é, vale
B(R?) € M(K(R%)), M(7ga) -

Recorde-se que K(RY) e 7ga geram B(R?) como o-dlgebra e que M (&) C o(E) (pois o-dlgebras sdo
familias mondtonas). Assim,

M(K(RY), M(7za) € B(R).
Como K(R%) C C(R%) C B(R?), também vale que

M(ERY) € M(C(R?)) C B(R)

e a proposicdo segue. |

1.6.1 Comportamento de Borelianos com respeito a transformacoes

Sejam (M, d;) e (Ms,dy) dois espagos métricos, e f : M; — M, uma fungdo (transformagao).
A seguir discutimos condicdes simples que garantam que f transforme subconjuntos Borelianos de
(M, dy) em subconjuntos Borelianos de (Ms, ds).

7z

Dizemos que a transformacgao f € “Borel mensuravel” se
fTHB(My, dy)) € B(M, dy) -

Observe-se que se f : M; — M, é bijetora entdo [ transforma os subconjuntos Borelianos de
(My,d;) em subconjuntos Borelianos de (Ms, ds) se, e somente, se a fungdo inversa de f é Borel
mensuravel.

Lema 58 Toda funcdo continua é Borel mensurdvel.

Demonstracdo: Suponha que f : M; — M, seja continua. Neste caso, pelo Exercicio 30, tem-se

FHB(Ms,dy)) = fH(0(7a)) = o(f " (Tar)) -

Como f € continua, temos
[ (7Ta,) € 7y
€, portanto,
B(My,dy) = o(14,) 2 0(f 7 (7a,)) = [~ (B(My, dy)) .

|

Do dltimo lema segue que todo homeomorfismo de espacos métricos transforma subconjuntos

Borelianos em subconjuntos Borelianos. Observe-se que as transformacdes em R?, d € N, aqui

chamadas de “movimentos” sdo exatamente as isometrias sobrejetoras do espago normado (R, [|-]|.)

nele mesmo, onde ||-||, é a norma Euclidiana. Em particular, movimentos sdo homeomorfismos. Com
isto tem-se:

Corolario 59 Seja ||-|| uma norma qualquer em R¢ e 0 : R — R uma isometria sobrejetora. Entdo,
para todo Boreliano E € B(RY), vale (E) € B(RY). Em particular, a o-dlgebra de Borel B(R?) é
invariante com relacdo a movimentos.
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1.7 Pré-medidas em semianéis
1.7.1 Conteiidos e pré-medidas

Definicao 60 (conteddos) Seja H um semianel qualquer sobre M. Dizemos que i : H —|0, o]
um “conteiido” se () = 0 e pu é aditivo, isto é, para toda sequéncia finita disjunta E1, ..., E, € H
n €N, tal, que £, U ---UE, € H, vale

2
il

(EL U U By) = u(Br) + -+ + u(By)
O conteiido 1 : H —|0, 00| € dito “o-aditivo” se, para toda sequéncia disjunta E,, € H, n € N, tal,

que sup,cy E,, € H, tem-se
(sup E ) Z w(E

neN neN

Neste caso, dizemos que i é uma “pré-medida”. Se ji : H —|0, 00| é pré-medida e o semianel H é
uma o-dlgebra, dizemos que | é uma “medida”. O conteiido |1 é “finito” se, para todo E € H, vale
p(E) < oco. Se € é uma o-dlgebra sobre M dizemos que o par (M, E) é um “espaco mensurdvel”.
Se 11 : € —10, 00| é uma medida, dizemos que a tripla (M, E, 1) € um “espago de medida”.

A seguir, damos alguns exemplos simples de contetidos:
Exemplo 61 Seja M um conjunto qualquer.
i.) Seja ji : 2" —0, 00| definido, para todo E € 2™, por:
w(E) = |E| (niimero de elementos de E) .

(M,2M 1) é um espaco de medida. A medida 1 assim definida é chamada a “medida de
contagem” para M.

ii.) Para um p € M fixo qualquer, definimos i, : 2" —|0, oo] por

. 1 se peFE
up(E)sz(p)z{o w pep o £

Para todo p € M, (M, 2", 1) € um espago de medida. A medida ji, é chamada a “medida §”
emp e M.

Exemplo 62 Seja o semianel H sobre (0, 1] definido por:
H={0}u{(a,b] : a,be[0,1],a <b}.
Defina pv : H —10, 00| por u(0) = 0,
p((a,b]) =b—a

sea >0, e u((0,b]) = co. p é um conteiido (isto é, é aditivo), porém ndo é pré-medida, pois ndo é

o-aditivo:
oo = u((0,1]) =ﬂ(§;;g <n+1 nD 7éz“((wrl iD =1

Uma propriedade simples, porém importante, dos conteidos em semianeis é a monotonicidade
destes:
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Lema 63 Sejam E., E' elementos do semianel H sobre M e 11 : H — 0, o] um conteiido. Se E' C E
entdo W(E") < p(FE).

Demonstragdo: Como H é semianel, por defini¢do, existem £y, ..., E, € H disjuntos tais, que
E\E'=E,U---UE, .
Note-se que E', E\, . .., E, € H sdo disjuntos. Se E' C E, tem-se
E=FUFU---UE,.
Portanto, pela aditividade de conteudos, vale
W(E) = p(E') + p(Br) + -+ ()

Como p(Ey) >0,k =1,...,n, tem-se, neste caso, que ju(FE) > u(E'). [

No caso dos anéis, conteddos sao sempre subaditivos com respeito a sequéncias finitas e o-
superaditivos com respeito a sequéncias disjuntas:

Lema 64 Seja R um anel sobre M e 1 : R —|0, oo| um contetido.

i.) Subaditividade de u. Seja uma sequéncia finita E, ..., Ex € R arbitrdria (ndo necessaria-
mente disjunta) e £/ € R tais, que

ECFHEU---Ubky.

Entdo vale
w(E) < p(Ey) + -+ p(En) -

ii.) o-superaditividade disjunta de p. Seja uma sequéncia E,, € R, n € N, disjunta qualquer e
E € R tais, que sup,,cy E,, € E. Entdo vale

p(E) = ZM(En) :

neN
Demonstragdo: Seja uma sequéncia finita £y, ..., Fy € Re E € R tais, que
ECFEU---UEyN.

Entao, pela monotonicidade de i,

w(E) < wELU---UEN) = u(U{E 1 \(E4U---UE,) : n=1,....N -1} UE))
N-1 N
= pE)+ Y (B \(E1U--UE,)) <Y u(E,).
n=1 n=1
Note-se que os subconjuntos £ e E,1\(E1 U---UE,),n =1,..., N — 1, sdo disjuntos e estdo

contidos em R, pois este € um anel. Isto provai.).
Seja agora uma sequéncia disjunta, F/,, € R,n € N, e I € R tais, que sup,,cy £, € E. Note-se
que, como R € anel, para todo N € N, vale

EDsupFE,DFEU---UEN€ETR.
neN
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Pela monotonicidade de u e pela aditividade de u, para todo N € N, tem-se

N
E)>> uE
n=1
Logo,
>
e ZM )= 2 nE
e ii.) fica provado. u

Veremos mais adiante que o lema acima se estende para o caso, mais geral, dos semianéis.

Definicao 65 (o-subaditividade) Dizemos que o conteiido 11 : H —|0, 00|, onde H é um semianel
sobre M, é “o-subaditivo” se, para toda sequéncia E,, € H, n € N, (ndo necessariamente disjunta)
e I/ € H tais, que E2 C sup,,cy By, tem-se

E) <> u(E,)

neN

Temos a seguinte caracterizacao equivalente de pré-medidas em anéis, com respeito a o-subaditividade:

Corolario 66 Seja R um anel sobre M e 1 : R —[0, 00| um conteiido. As seguintes condi¢cdes sdo
equivalentes:

i.) p é uma pré-medida.
ii.) p é o-subaditivo.

iii.) Para toda sequéncia disjunta I, € R, n € N, tal, que sup, .y I, € R, vale

u (Sup En) <> uWE

neN neN

Demonstracdo:

1. Primeiro mostraremos que toda pré-medida ;. : R —[0, co] em um anel R é o-subaditiva: Seja
E, € H,n € N, uma sequéncia arbitraria e I/ € H tais, que £ C sup, .y £,,. Entdo

E=FEnsupkE,=(ENE)Usup[(ENE,;+)\(E1U---UE,)]

neN neN

sup|(E N By )\(EyU---UE,)] = EN <(sup E) \E1> —E\E, eR.

neN neN

Pela o-aditividade de . e sua monotonicidade, tem-se

p(E)=p(ENE)+ Y p(ENEm)\(B1U-UE,)) <Y u(E,).

neN neN
Assim, 1.) implica ii.).

2. Obviamente, ii.) implica iii.).
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3. Suponha agora que o conteudo p satisfaga a condicao iii.) e seja F,, € R, n € N, uma sequéncia
arbitraria disjunta tal, que sup,,cy £, € R. Como R € anel, pelo lema acima vale

u (SUP En) > u(E,) .

neN neN

Pela condigdo iii.), vale também a desigualdade oposta e, portanto, neste caso, tem-se
H (Sﬂ)ﬂh) ::Ezjﬂ(ﬁh)v
neN neN
isto é, o conteudo p € o-aditivo. Logo, iii) implica i.).

Mais adiante mostraremos que a o-subaditividade e a o-aditividade sdo propriedades equivalentes
de contetidos ndo somente em anéis, mas também no caso mais geral dos semianéis.

Exercicio 67 Seja um H semianel e ji : H —[0,00] um conteiido. Sejam Ey,...,E, € H e
Ey, ..., E; € H,n,n €N, duas sequéncias finitas disjuntas tais, que

FiU---UE,=E/U---UF; .

Mostre que

Py + -+ pl(Ba) = p(By) + -+ ()

Lembrando que o anel R(H) gerado por um semianel # é a familia das unides finitas disjuntas
de elementos de H, o exercicio acima implica o seguinte:

Proposicao 68 (extensio de conteidos - I) Seja H um semianel e p : H —[0,00] um conteiido.
Existe um conteiido tinico v : R(H)—[0, o], cuja restri¢io a H coincide com p (isto é, o conteiido v
estende |1 de H para R(H)).

Note-se que se o conteddo p € finito no semianel H, entdo sua extensao para o anel gerado por H
também € um contetdo finito.

Corolario 69 Seja H um semianel sobre M e i : H —[0, 00| um conteiido.

i.) Subaditividade de u. Seja uma sequéncia finita Ey, ..., En € H arbitrdria e &/ € H tais, que
E C EyU---U Ey. Entdo vale

u(E) < p(Er) + -+ p(Ey) -

ii.) o-superaditividade disjunta de p. Seja uma sequéncia E,, € H, n € N, disjunta arbitrdria e
E € H tais, que sup,,cy E, C E. Entdo vale

n(E) =2 ZU(En) :

neN
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Demonstracdo: Denote-se por v o conteido unico em R(H) que estende p. Seja uma sequéncia
qualquer de elementos disjuntos £,, n € N, do semianel H e £ € H tais, que sup,cy £ € E. Em
particular, £, € R(H), n € N, e E € R(H). Portanto, como mostrado acima para contetidos em

| o(B)> Y ().

neN

Como v € extensao de u, concluimos que:

p(B) = Y (B,

neN

Com um argumento semelhante se demonstra a subaditividade de conteidos em semianéis a partir
desta propriedade (ja demonstrada acima) para anéis. |

Se a extensdao de um conteido em um semianel para o anel gerado correspondente é uma pré-
medida entdo, obviamente, ja o conteudo no semianel € necessariamente uma pré-medida. A reciproca
desta afirmacao também é verdadeira:

Proposicao 70 (extensao de conteudos - II) Seja 11 : H —[0, 00| um conteiido num semianel H so-
bre M e seja v : R(H) —|0,00] o tnico contetido no anel gerado por H que estende 1. Entdo p é
uma pré-medida se, e somente se, v o for.

Demonstracdo:

1. Suponha que i : H —[0, 00| seja uma pré-medida. Para provar que v é também pré-medida,
temos que mostrar que v é o-aditivo. Seja entdo F,,, n € N, uma sequéncia disjunta em R(H)

tal, que sup,,cy £, € R(H). Entdo existe uma sequéncia finita disjunta £y, ..., Ex € H tal,
que . .

supEn:E1U-~~UEN.

neN
De modo anélogo, para todo n € N, existe uma sequéncia finita disjunta Eﬁ"), ceey E](\?) eH

tal, que
E,=E"U---UEY .

2. Assim, paratodo k= 1,..., N, tem-se

Ek = EkﬂU{En : HEN}
= U{EkﬂEn : TLGN}
= U{ENEY :neN k,=1,...,N.}
Note-se que a dltima unido acima é uma uniao disjunta enumeravel de elementos de H, pois o

conjunto
{(n,ky) : meNk,=1,...,N,}

¢ enumerdvel. Portanto, pela o-aditividade de i, paratodo k = 1,..., N, tem-se

p(B) = 35 nBen B,

neN k,=1
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3. Logo, observando que

En=E,Nsup By =U{EMNEy - k=1,...,N, ky=1,...,N,},
keN

tem-se

v (sup En> = ZH(Ek:) = ZZ z": (B N E,g:))

neN k=1 neN kn=1
N Neoo
= > |2 Y mBENE)| = u(E).
neN Lk=1 k,=1 neN

Note-se que podemos inverter a ordem das somas infinitas acima, pois somente uma delas é
infinita. |

O seguinte corolario é consequéncia da ultima proposicdo, da caracterizagdo da o-aditividade
de conteddos em anéis através da o-subaditividade dos mesmos, assim como da o-superaditividade
disjunta de conteidos em semianéis, j4 demonstrada acima:

Corolario 71 Seja p : H —[0, 00| um contetido no semianel H. As seguintes condigdes sdo equiva-
lentes:

i.) p é uma pré-medida.
ii.) p é o-subaditivo.

iii.) Para toda sequéncia disjunta I, € H, n € N, tal, que sup,,cy E\, € H, vale

p (sup En> < ulE) .

neN neN

A seguir discutiremos a caracterizacao da o-aditividade de conteudos através da propriedade de
o-normalidade.

Definicao 72 (c-normalidade de conteidos) Seja 1 : H —[0, 0o] um conteiido, onde H é um semi-
anel arbitrdrio. Dizemos que . é “o-normal”, se, para toda sequéncia mondtona crescente F,, € H,
n € N, tal, que

lim F, =sup L, € H,

n—00 neN
tem-se
L ( lim En> = lim u(E,) .

n—oo n— oo

Note-se que para toda sequéncia crescente I, € ‘H, n € N, a sequéncia numérica p (E,), n € N,
¢ também crescente, pela monotonicidade de contetidos. Em particular, o limite de u (£,,) quando
n — oo existe, neste caso. Também da monotonicidade de p segue que

lim p(E,) <u < lim En> :
n—oo n—oo

Portanto, a o-normalidade de um contetddo pode ser vista como propriedade de “continuidade a es-
querda”. Em anéis, esta propriedade é equivalente ao ser pré-medida:
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Lema 73 Seja R um anel e ;1 : R —[0, 00| um conteido. | é pré-medida se, e somente se, for
o-normal.

Demonstragdo:

1. Seja R um anel e p : R —[0,00] uma pré-medida. Entdo, para toda sequéncia monétona
crescente I/, € R, n € N, tal, que lim,,_,, F,, € R, tem-se

p(lim B,) = g <sup En) = u <E1 U {SUP<En+1\En)]>

N—00 neN neN
N
= WE)+ > B \E,) = Jim (B + > (Enia\Ey)
neN n=1
= ) = Jim ().

Assim, toda pré-medida em um anel é o-normal.

2. Sejaagora y1 : R —[0, o] um contetido o-normal. Entdo, para toda sequéncia disjunta F,, € R,
n € N, tal, que sup,,cy &, € R, tem-se

i (sup En) = u (sup[E1 U---U En]> =L <nli_>nolo[E1 U--- U En])

neN neN

= lim p (B U UEy) = lim [u(Ey) + -+ (E))

= ZN(EH) :

neN

Deste modo, todo conteudo o-normal em R € uma pré-medida.

Aplicando o lema acima ao anel gerado por um semianel, obtém-se:
Corolario 74 Seja H um semianel e i : H —|0, co| uma pré-medida. Entdo p é contelido o-normal.

Seja E,, € H, n € N, uma sequéncia decrescente em um semianel  tal, que inf,cy F,, € H, e
seja pu : H —|0, oo] uma pré-medida. Note-se que, neste caso, ndo necessariamente vale a propriedade
(similar a o-normalidade de 1) de que

,u(lim En> = lim p(FE,) .

n—oo n—o0

Porém, como veremos a seguir, no caso especial de contetidos finifos, a propriedade acima e a o-
normalidade sdo propriedades equivalentes:

Proposicao 75 Seja R um anel e ;1 : R —[0,00] um conteiido finito. As condi¢des seguintes sdo
equivalentes:

i.) p é uma pré-medida.

ii.) pé o-normal.
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iii.) Para toda sequéncia decrescente E,, € R, n € N, tal, que

lim F, = inf £, e R,
neN

n—00
tem-se:

,u(lim En> = lim p(FE,) .

n—oo n—oo
iv.) Para toda sequéncia decrescente E,, € R, n € N, tal, que inf,cy E,, = (), tem-se:

lim pu(E,) =0.

n—oo
Demonstragao:

1. Note-se que a equivaléncia de i.) e ii.) corresponde ao dltimo lema.

2. Seja pu : R —[0, oo] um contetdo finito o-normal e £,, € R, n € N, uma sequéncia mondtona
decrescente no anel R tal, que E, = lim,,_,, E,, € R. Entdo, para todo n € N, vale

1(Es) < p(Ey) < p(Er) < oo

Observe-se que a sequéncia F1\ E, € R, n € N, é mondtona crescente e vale

lim El\En = El\Eoo eER.

n—oo
Logo, pela hipdtese, tem-se que

p(Er) = lim [u(EN\E,) + p(En)] = lim p(E\E,) + lim pu(E,)
= wEN\Ex) + lim p(Ep) = p(E\Eoo) + 1(Ex) -
Como yi(E,\ Es) € finito, a dltima igualdade implica que
Tim pu(En) = p(Ew) -

Isto €, i) implica iii). Note-se que a identidade

da qual segue a ultima igualdade, é uma simples consequéncia da aditividade do contetdo p, ja
que B, C Fj.

3. iii) implica trivialmente iv).

4. Suponha, finalmente, que a propriedade iv) valha para o conteddo finito p : R —[0, 0o]. Seja
uma sequéncia monotona crescente qualquer F,, € R, n € N, com FE, = lim, ., F, € R.
Entdo E \FE, € R, n € N, é sequéncia decrescente com lim,,_,,, Fo,\E,, = (). Assim, pela
hipdtese sobre pi, tem-se que

Ex) = lm [u(E\Ey) + p(En)]
= lim u(E,) .
n—oo
Isto mostra que 1 € o-normal e, portanto, iv) implica ii). |

Como veremos mais adiante, a parte iv.) da ultima proposi¢ao é um dos axiomas de Kolmogorov
para a teoria de probabilidades classica.
Aplicando a proposicao acima a anéis gerados por semianéis obtém-se:

Corolario 76 Seja H um semianel e ;i : H —[0, 00| uma pré-medida finita. Para toda sequéncia
monotona E, € H, n € N, tal, que lim,,_, F,, € H, tem-se:

u(lim En> = lim u(E,) .
n—00 n—oo
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1.7.2 Conteiidos e pré-medidas em 7}

Neste paragrafo estudaremos os contetdos e pré-medidas finitos no semianel Z;;. Veremos, em parti-
cular, que estes sao naturalmente associados a fungdes crescentes R — R.

Definicao 77 (contetido associado a uma funcao crescente) Seja F': R — R uma fun¢do mondtona
crescente. Definimos iy : T —[0,00) por pp(0) = 0 e, paraa,b € R, a < b,

pp((a,0]) = F(b) — F(a) .
Exercicio 78

i.) Para uma fun¢do mondtona crescente qualquer, F' : R — R, mostre que (i é um conteiido
finito em T}

ii.) Sejam Iy, I : R — R duas fungdes mondtonas crescentes tais, que jip, = [if,. Mostre que
existe uma constante ¢ € R tal, que, para todo x € R, vale

FQ([L’) = Fl(l’) +c.

Diremos que duas fungdes monoétonas crescentes R — R sdo equivalentes se estas forem iguais
até uma constante. Neste contexto, [F] denotara a classe de equivaléncia da fun¢do mondtona cres-
cente F' : R — R. O exercicio acima mostra que as classes de equivaléncia de fun¢des mondtonas
crescentes estdo associadas de modo univoco a conteddos finitos do semianel Zg. A reciproca também
¢ verdadeira:

Defini¢ao 79 (fungio associada a um conteiido finito) Para i : 7t —|[0, 00) um conteiido finito ar-
bitrdtio defina a fungdo F), : R — R por

w((0,2]) se >0
u(x) = 0 se =0
—u((z,0]) se <0

Exercicio 80 Mostre que, para todo conteido finito u : Tp—[0,00), F,, : R — R é uma fungdo
mondtona crescente tal, que jip, = fi.

Os dois ultimos exercicios mostram que os contetidos finitos em I]}Q estdo associados, um a um,
as classes de equivaléncia de fun¢des mondtonas crescentes R — R. A seguir identificaremos quais
destas fungdes definem pré-medidas.

Definicao 81 (continuidade a direita) Dizemos que a funcdo f : R — R é “continua a direita em
x”, x € R, se, para toda sequéncia decrescente x,, € R, n € N, tal, que lim,, ., ©,, = x, tem-se

lim f(z,) = f(x).

n—o0

Dizemos que [ “continua a direita” se esta for continua a direita em todo x € R.

Seja pu : I —[0, 0o) uma pré-medida finita e x,, € R, n € N, uma sequéncia decrescente arbitréria
tal, que lim,,_,, x,, = < 0. Entdo, pela o-normalidade de p, tem-se
lim F, = — 1
2, Fulen) = = g wll, )

= (.0 = Fu(a)
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De modo anédlogo, se =, € R, n € N, é uma sequéncia decrescente e lim,, ... z, = = > 0, pelo
Corolério 76, tem-se, para x > 0,

lim F,(z,) = lim p((0,z,])

n—oo n—o0

= p((0,z]) = Fu(x)

e, parax = 0,

nlggo Fu(xn) = JLIEOM((O,ﬁn])
= pd)=0= F“(JJ) .

Assim, para toda pré-medida finita p : Z§—[0,00), F, : R — R é continua a direita. Obviamente,
toda funcdo mondétona crescente equivalente a uma fungcdo monotona crescente continua a direita
também ¢€, ela mesma, continua a direita. Deste modo, toda pré-medida finita no semianel Iﬂlg esta
associada, de modo unico, a uma classe de equivaléncia de fungdes monotonas crescentes e continuas
a direita. Mostraremos a seguir que a reciproca também € verdadeira:

Proposicao 82 O mapa p — [F),] define uma bije¢do entre conteiidos finitos  em I}, e classes de
equivaléncia de fungdes mondtonas crescentes R — R. As pré-medidas finitas em T, correspondem
exatamente as classes de equivaléncia de fungcoes (mondtonas crescentes) continuas a direita.

Demonstracdo:

1. Seja ' : R — R monotona crescente e continua a direita. Sabemos que esta define, de modo
tnico, um conteddo yp : Zg—[0, 00) (por ser mondtona crescente). Recorde-se que para mos-
trar a o-aditividade de um contetddo pp : Zt—[0, 00) basta provar que, para toda sequéncia
disjunta E,, = (a,, b,] € I}, n € N, tal, que sup,,cy B\, = (a,b] € T}, vale

pg(sup B,) < ZMF(ETL) .

neN neN

2. Fixe € > 0 e escolha a > a tal, que

F(a)— F(a)<e.

[sto € possivel, pois F' é continua a direita. De modo similar, para todo n € N, escolhemos um
b, > b, tal, que 3
F(b,) — F(b,) <e27".

Por construgio, (a,, Bn) n € N, é um recobrimento aberto do compacto [a, b] C R. Portanto,
existe um subconjunto finito I C N tal, que

(@,b] C [a,b] € U{(an,bn) : n €I} C U{(an,b,] : nel}.

3. Logo, pela monotonicidade e subaditividade da extensdo tnica de y 5 para o anel R(Z), tem-se
que

pp((@,0]) <D np((an, b)) -

nel

Portanto, como

pr((a,b]) = pp((a, al) + pp((a, b)) = Fa) - F(a) + pe(a,0])
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tem-se:

pp((ab) = < Y pp((an,ba)

nel

= > (re((@ubal) + (b 5a])

nel

< Y (p((an b)) +6277) <t D pup((an ba])

nel neN
Como a escolha de € > 0 € arbitrdria, isto implica que

pe((a,0]) < np((an, ba]) -

neN

Definicao 83 (pré-medidas de Stieltjes) Seja F' : R — R uma fun¢do mondtona crescente e continua
a direita. A pré-medida ji em T} é chamada “pré-medida de Stieltjes” associada a F. No caso es-
pecial F(x) = x chamamos i de “pré-medida de Lebesgue”.

1.7.3 Componentes “puro ponto” e “continua” de pré-medidas em 7}

Observe-se que funcdes £’ : R — R mondtonas crescentes sempre possuem limites a esquerda: Para
um dado z € R, seja uma sequéncia z,, € (—oo, z), n € N, crescente qualquer tal, que

lim z, =z .
n—o0

Entdo a sequéncia F'(z,) € R, n € N, também ¢é crescente e F(z,,) < F(z) € R. Portanto, F(z,,),
n € N, possui limite em R e vale
lim F(x,) < F(x).

n—oo

Exercicio 84 Mostre que o limite acima ndo depende da escolha da sequéncia crescente x,, — .

Devido ao resultado acima, introduzimos, para toda funcdo mondtona crescente F' : R — R e
todo x € R, a notacdo
F(z7) = lim F(z,),

n—oo
onde =, € R, n € N, é qualquer sequéncia crescente tal, que lim,,_,, =, = z. F(z~) é chamado
o “limite a esquerda” da funcdo F' no ponto x. De modo andlogo, definimos “limites a direita” de
fungdes monotonas crescentes: Para todo x € R,

F(z") = lim F(x,) > F(x),
n—oo
onde x,, € (x,00), n € N, é qualquer sequéncia decrescente tal, que lim,,_,,, x,, = x. Obviamente,

para todo = € R, vale que
F(z7) < F(z) < F(z").

Observe-se que a fungdo monoétona crescente F' € continua a direita em = € R se, e somente se,
F(z") = F(x)
e que F' é continua em x se, e somente se,
F(z7)=F(x) = F(z%) .
Em particular, se F' € continua a direita, esta € continua em x € R se, e somente se,

F(x7)=F(z).
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Definicao 85 (pontos de salto) Seja ' : R — R uma funcdo mondtona crescente continua a direita.
Para todo © € R, defina

sp(r) =F(z)—F(z7)>0.
Dizemos que x € R é um “ponto de salto” da funcdo F se sp(x) > 0. Denotar-se-d por Sp C R o

conjunto de todos os ponto de salto de F'.

Exercicio 86 Mostre que Sp C R é um subconjunto enumerdvel e que, para todo L € (0, 00),

Z sp(r) < oo

IESFﬂ[fL,L]

Sugestdo: Mostre primeiro que, para todo N C N, Sy N [—N, N] C R é enumerdvel e observe que a
unido enumeravel de conjuntos enumeraveis também € um conjunto enumerdvel.

E importante notar aqui que somas infinitas cujos termos sao positivos independem da ordem de
somagao destes. E um bom exercicio provar este fato, se ja niao for conhecido. Com esta observacao,
se Sp N [—L, L] contiver um nimero infinito de elementos, >, s ~ 1 ;) Sr(z) denota uma soma

usual » sp(z,) para qualquer enumeragio x,,, n € N, dos elementos de Sp N [—L, L].
n=1

Definicao 87 (funcoes salto) Seja ' : R — R uma funcdo mondtona crescente. Dizemos que F é
uma “fungdo salto” se existem o € R, um subconjunto enumerdvel S C R e uma fungcdo s : S —
(0, 00) tais, que:

i.) Paratodo L € (0, 00),

Z s(z) < 00

zeSN[—L,L]

ii.) Para todo x € R,

A+ sesnoa 5(F) se x>0
F(z) = o' se z=0

o — Z:ﬁeSm(:p,O] s(Z) se <0
Lema 88 Funcoes salto sdo sempre continuas a direita.

Demonstracdo: Seja F' uma fungdo salto e sejam o € R, S C R, s : S — (0,00) como na defini¢do
acima.

1. Tome-se um =z > 0 qualquer. Como F' € mondtona crescente, para provar que F' é continua a
direita em z basta demmantrar que

F(z") = lim F(x + k") < F(x),

k—o0
ou seja,
li T 7).
Y @ Y @
zeSN(0,z+k~1] ze€SN(0,x]

Se S for um subconjunto finito, tal fato é evidentemente.
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2. Seja entdo S infinito e x,, € S, n € N, uma enumeragdo qualquer deste conjunto (infinito).
Entao temos que mostrar que

> sl@) = ZXMS o) > lim o s(@)

zeSN(0,x] n=1 zeSN(0,z+k—1])

k—oo0 N—oo

= lim lim ZX(O’z+k71]S($n) :
n=1
Recorde-se que x (g ., 2 = @, ¢ + k=1, é a fungdo caracteristica do intervalo (0, 2], isto &,

(2,) = 1 se z, € (0,7
XAV =N 0 se z, ¢ (0, 2]

3. Por outro lado, como, para todo L € (0, c0), vale

Z s(¥) = ZX[—L,L]S(xn) <00,

FeSn[—L,L]

paratodo L € (0,00) e ¢ > 0, existe N. € N tal, que

ZX[ LL]S m” ZX -,1)5 xn Z X[- LL]S .Q?n <

n=N:+1

Tomando-se L > x + 1, tem-se X[—L,L)S 2 X(0,z+k-1]S € portanto, para todok € N,

ZX(Om-f—k 1]5 Ty) ZXOm-{—k Z X (0,2+k1 < Z X[-1,1)8 (xn) <e.

n=N:+1 n=Ns+1

4. Logo, para todo € > 0, tem-se

Ne
lim lim Z X(oztk-15(Tn) < e+ /}1—{20 Z X(0,2+k—115(Tn)
=1 n=1

k—o00 N—o0

Ne
= &+t Z kh_{glo X(0.a1k-1)5(Zn)
n=1

= e+ ZX(O,;{:]S(ZE”) Se+ ZX(O,x]S(‘T”) )

n=1 n=1

Lim dooos@< ) s@).

zeSN(0,z+k~1] zeSN(0,x]

e, portanto, vale

Logo, I € continua a direita em todo z > 0.
5. Prova-se que F' € continua a direita em todo < 0 da mesma maneira.

Pelo tltimo lema, fungdes salto estdo associadas a pré-medidas finitas em Z3. Tais pré-medidas
sdo chamadas “pré-medidas puramente pontuais”. A razdo para tal denominagdo é o fato destas
estarem totalmente concentradas em pontos (ndo necessariamente isolados):
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Lema 89 Seja F' uma funcdo salto e sejam S C R, s : S — (0, 00) como na defini¢cdo acima. Entdo,
para todo (a,b] € I, tem-se que

pe((ab]) = Y s(@).

zeSN(a,b]

Dada uma fun¢do mondtona crescente continua a direita /' : R — R, € sempre possivel decompo-
la em uma parte continua e uma funcao salto, ambas mondtonas crescentes:

Definicao 90 (componentes puramente pontuais e continuas de funcoes) Seja F' : R — R uma
fungdo mondtona crescente continua a direita. Definimos as fungoes continuas a direita F,,, I, :
R — R por
Zzesm(o,x] sp(Z) se x>0
Fop(x) = 0 se r=0
— Z%SFO(%O} sp(Z) se <0
e F, = F — F,,. A fungdo salto F,, é chamada a componente “puramente pontual” (ou “puro
ponto”) de F' e F, sua componente “continua’.

Mostraremos a seguir que F., a componente continua de ', € de fato uma fun¢do continua e
também que é mondtona crescente.

Exercicio 91 Seja F' uma fungdo salto e « € R, S C R, s : S — (0,00) como na defini¢do
correspondente acima. Mostre que Sp = S e sp = s.

Sugestdo: Com um argumento andlogo ao usado na demonstragdo do tltimo lema, prove i.) que, para
todo z € R\S, vale F(z) = F(x™) eii) que, paratodo x € S, F(x) = F(z7) + s(x).

Exercicio 92 Seja F' : R — R uma funcdo mondtona crescente continua a direita. Mostre que, para
todo a,b € R, a < b, vale
F(b) = F(a) = Fpp(b) — Fyp(a) -

Pelo udltimo exercicio tem-se, em particular, que, para toda F' : R — R continua a direita, F, =
F — F,,, € uma fun¢do monotona crescente continua a direita. Por construgao, F,,, € uma funcdo salto,
em particular € uma fun¢do mondétona crescente continua a direita. Pelo penultimo exercicio, tem-se
Sk,, = Sr e, paratodo x € Sp, vale s, () = sp(x). Em particular, I, ¢ uma funcdo continua, ja
que S, = (). Com estas observagdes concluimos:

Proposicao 93 Seja F' : R — R uma funcdo mondtona crescente continua a direita. Entdo existem
duas fungoes mondtonas crescentes Fy, I, : R — R, tais, que

F=F,+F,,

F, é continua e F,, é func¢do salto. Esta decomposi¢do é iinica até constantes. Em particular, as
classes de equivaléncia [F.] e [F,,| sdo unicamente determinadas pela classe de equivaléncia [F'] de

F.
O resultado acima motiva a seguinte definicao:

Definicao 94 (componentes continuas e puramente pontuais de pré-medidas) Seja p uma pré-medida
em T} e seja

M= e fhpp
a decomposicdo unica de i em pré-medidas i, |1, tais, que
Fyu=F, +F,

com I}, sendo uma fungdo continua e Iy, uma fungdo salto. ji. é chamada a “componente continua”
de p e i, a “componente puramente pontual” (ou “puro ponto”) de ji.
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1.7.4 Conteddos e pré-medidas em Z¢, d > 1

A seguir discutiremos brevemente a generalizagcao para o caso de dimensdes superiores a um, isto &,
para o caso dos semianéis Z¢, d > 1, da abordagem as pré-medidas e conteddos através de fungdes
monodtonas.

Para toda funcdo F': R — R, defina, para todo a,b € R, a < b, a quantidade A(a,b)F € R por:

Apl = F(b) = F(a)
= > (-D'FOb—(b—a)k).

ke{0,1}
Note-se que F' € mondtona crescente se, € somente se, para todo a,b € R, a < b, vale
Aapnt 20

Observe-se também que duas funcdes mondtonas crescentes Fi e F5 sdo equivalentes se, € somente
se, para todo a,b € R, a < b, vale
A Fr = Ay Fs .

Esta abordagem € naturalmente generalizada para dimensdes superiores a 1: Sejam a,b € R, d € N.
Para toda fungdo F : R%— R, definimos a variagdo A, ;) F € R por

Ayt = Z (=" (1) F(by — (b — a1)ki, . .., by — (ba — aq)ka) -
k1,....ka€{0,1}
Observe-se que no caso especial

F(xy,...,xq) = Fi(z1) - Fy(xq)

tem-se:
AnF = (Fi(br) = Fi(ar)) - - (Fua(ba) — Falaa)) -

Dizemos que “a € menor ou igual a b” (notagdo: a < b), a,b € R, se by, > ay paratodok =1,...,d.
A funcdo F' : R?— R é dita ser “continua a direita” se, para toda sequéncia ™ n e N, tal, que
) < 2 e lim, o ™ = z € RY, tem-se que

lim F(z™) = F(z) .

n—o0

Com estas ultimas defini¢des e notagcdes temos o seguinte resultado para contetidos e pré-medidas em
Id,d € N:

Proposicao 95

i.) Para toda fungdo F : R?— R tal, que, para todo a,b € R% a < b, vale A(ajb)F > 0, o mapa
g 2 I8 — [0, 00) definido por

pp((ar, bi] X -+ X (aq, ba]) = Ay F'
onde a = (ay,...aq) eb = (by,...by), é um conteiido finito.
ii.) Se jip, = pp, entdo, para todo a,b € R? a < b, vale
Ay F1 = A p) Fo

Neste caso dizemos que F e F5 sdo equivalentes.
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iii.) Se a fung¢do F no item i.) for continua a direita, entdo jip é uma pré-medida em T¢.

iv.) Seja ju um conteiido em I¢ e defina a funcdo F : R%— R por:

1 se z1>0 1 se 24>0
-1 se 1 <0 -1 se z;3<0

. (0,21] se x1 >0 ‘o (0,z4] se x4>0
K (21,0] se x1 <0 (24,0] se x4<0 ’

Fﬂ(xlw"axd) =

Entao pp, = .
v.) Se p é uma pré-medida, entdo F), é continua a direita.

Observe-se que a fungdo Fy, : (z1,...,x4) — 27 - - - x4 é continua e, portanto, continua a direita.
Além disto, para todo a,b € R?, a < b, vale

A@anFr =01 —ar) - (bg—a1) > 0.
Definicao 96 (pré-medidas de Lebesgue) Para d € N, a pré-medida finita
2D = pp, « I — [0,00)
€ chamada “pré-medida de Lebesgue em d dimensoes”.
Observe-se que, para todo a, b € R?, ¢ < b, tem-se que

AD((ag,by] x -+ X (ag, ba]) = (by —a1) - (b — ay,) -

1.7.5 Transformacoes mensuraveis e invariancias de medidas

Definicao 97 (transformacoes mensuraveis) Sejam (M, &) e (Mo, &) dois espacos mensurdveis
(isto é, E1 e & sdo o-dlgebras sobre My e Ms, respectivamente). Dizemos que a funcdo f : M; —
My é “Ey-E-mensurdvel” se, para todo Ey € &, f~1(E;) € €. No caso especial (M, &) =
(R, B(RY)), d € N, diremos que f : My, — My é “E,-mensurdvel”, se esta for Ey-E,-mensurdvel.
De modo andlogo, diremos que f : R4 — R%, dy,dy € N, é “mensurdvel” se esta for B(R%)-
B(R%)-mensurdvel”.

Como discutido anteriormente, pré-imagens f~(FE,) C R% de Borelianos F, € B(R%) sio
Borelianos se f : R% — R% for continua. Portanto, tais funcdes continuas sdo exemplos de
transformacdes mensuraveis.

Seja (M, &1, pt1) um espaco de medida, (Mo, E2) um espago mensurdvel e f : M; — My uma
fungdo &,-& -mensurdvel. Defina a fungdo f, (1) : £ — [0, o0] por:

Fe(u)l(B2) = (fTH(E2)), Bz €&
Exercicio 98 Mostre que f.(ju,) é uma medida em &,.

Exercicio 99 Seja (M, &y, ) um espago de medida, (M, E),..., (My,En), N € N, espagos men-
surdveis, e sejam fungoes &,-E,_1-mensurdveis f, : M, 1 — M, ,n=1,..., N. Mostre que que a
composigdo

fno---ofi: My— My

é En-Ey-mensurdvel e vale

(fNO"'Of1>*:fN*O"'Ofl*'
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A medida f,(p,) em & é chamada “densidade de f em M,” ou de “pushforward” da medida y,
através da funcdo (mensuravel) f.

Definicao 100 (medida invariante com relacio a uma transformacao mensuravel) Seja Seja (M, E)
€ um espago mensurdvel e f : M — M uma transformacdo £-E-mensurdvel. Se i é uma medida em
E, dizemos que esta é “invariante” com rela¢do a transformagdo f se f.(u) = pu.

Pares ((M,€&),T) em que (M, E) é um espago mensuravel e 7' : M — M uma transformagio &-
E-mensuravel sdo chamados “sistemas dinamicos”. Em fisica matematica, M representa o conjunto
de estados de um dado sistema fisico e 7'(p) € M a evolugdo do estado p € M apds transcorrida uma
unidade temporal. Particularmente interessante e importante, tanto para a fisica matemética quanto
para diversas outras disciplinas, é o seguinte tipo de sistema dindmico munido de medida invariante:

Definicao 101 (sistemas ergodicos) Seja ((M,E),T) um sistema dindmico e j uma medida invari-
ante com relagdo a T'. Dizemos que |1 é uma “medida ergodica” com relagcdo a transformagdo T,

ou que 'I' é uma “transformacdo ergodica” com relacdo a medida |, se, para todo E € & tal, que
w(T~YE)AE) = 0 (isto ocorre, em particular, se T~'(E) = E), tem-se u(E) = 0 ou u(E°) = 0.
Neste caso dizemos também que a tripla (M, E), T, i) é um “sistema ergddico”.

1.8 Unicidade de extensoes de pré-medidas em semianéis para o-algebras

Neste pardgrafo demonstraremos que o problema da extensdo de pré-medidas em semianéis para
medidas nas o-dlgebras geradas por estes t€ém, sob condi¢cdes bastante naturais, no maximo uma
solucdo. Algumas consequéncias deste fato para medidas com invariancias serdo também discutidas.

Proposicao 102 Seja £ C 2M, onde M é um conjunto qualquer e sejam y, e ji, duas medidas na
o-dlgebra o (&) (isto é, na o-dlgebra gerada por E) tais, que, para todo E € &, vale 11, (E) = p,(E).
Para todo E € & tal, que j1,(E) = py(E) < oo tem-se que a familia de subconjuntos

Dp = {E €o(f) : /h(EﬂE) = M2(EQE)} C (&)
€ um sistema de Dynkin.

Demonstragdo: Seja E € £ como no enunciado da proposi¢io e note-se que M € D, pois i, (E) =
to(E). Paratodo E € D C o(€), vale E¢ € o(€) e, pela aditividade de medidas, tem-se que

m(E) = m(MNE)= Mk((EUEC) NE)
= m(E°NE)+m(ENE),

k € {1,2}. Portanto, como, por hipdtese, 1, (E) = py(E) < oo, tem-se

M1(ECQE) = Nl(E)_/h(EjﬂE) B
= o(E) —pa(ENE) = py(E°NE) .

Assim, para todo E € Dg, vale E° € Dg. Seja agora E,, € Dg, n € N, uma sequéncia disjunta.
Como o (&) é o-dlgebra, vale sup, .y £, € o(E). Pela o-aditividade das medidas yi; e p,, tem-se

Ly ({sup Enl N E) = 1 (sup [E, N E]) => m(E,NE)

neN neN neN

= Y u(B.NE) = p (sup[En N E])

neN neN

= [y ({supEn} ﬂE) .
neN
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Logo, sup,,cy £, € Di. Com isso fica mostrado que Dy € um sistema de Dynkin.
|

Corolario 103 Seja £ C 2™ uma familia estdvel com relacdo a intersecdo, isto é, para todo E, E' €
&, vale ENE' € &, e sejam ju, e ji, duas medidas na o-dlgebra gerada o (£) tais, que i, (E) = ji5(E)
para todo E € E. Entdo, para todo E € o(&) etodo E € & tal, que 1, (E) = uy(E) < oo, vale que

Nl(E NE) = Nz(E NE).

Demonstrag¢do: Como € é estavel com relagdo a intersegdes finitas, vale € C Dg. Em particular, §(E)
(o sistema de Dynkin gerado por &) esta contido em Dg, ja que este utimo € um sistema de Dynkin,
pela ultima proposi¢do. Como ja demonstrado anteriormente, sabemos que, para familias £ estaveis
com relac@o a interseg¢des finitas, vale 6(€) = o(&). Deste modo, tem-se

d(£) CDg Co(f).

[ |
Sob certas condi¢gdes bastante simples, a ultima igualdade implica, como veremos, a igualdade

das medidas y, e i, em toda o-dlgebra o(&).

Definicao 104 (contetido o-finito) Seja H um semianel sobre M. Dizemos que o contetido i : H —
[0,00] é “o-finito” se existe uma sequéncia E,, € H, n € N, tal, que sup,eny £n = M e, para todo
n € N, vale u(E,,) < occ.

Por exemplo, em qualquer dimensao, a pré-medida de Lebesgue, assim como toda pré-medida de
Stieltjes, € o-finita.

Proposicao 105 Seja H C 2™ um semianel e sejam i, e iy duas medidas na o-dlgebra o(H) tais,
que, para todo E € H, vale j1,(E) = uy(E). Se a restri¢do de j1, ou 15 a H define um contetido
o-finito em H entdo vale |1, = |1,.

Demonstragdo: Seja uma sequéncia £, € H, n € N, tal, que vale sup,cy E, = M e, para todo
neN, u (E,) = uy(E,) < co. Defina £y, = E; e

E,=BE\FU---UE, J€d(H), neN, n>1.

Por construgdo, E,.,n €N, é uma sequéncia disjunta tal, que sup,, ¢y E, = M . Assim, para todo
E € o(H), tem-se

i (E) = 1y ([Sup En] N E) = [y (sup [En N E]) .
neN neN
Usando a o-aditividade das medidas e o ultimo corolério (recorde-se aqui que, por definigéo, se-
mianéis sdo estdveis com relagdo a intersecao), e observando que F, N E, = E,, obtemos

m(E) = ZMl(En NE) = ZMl(En NE,N E)

neN neN

= ZMQ(EHQEHQE) = ZMQ(EnmE)

neN neN

= L (sup[En N E]) = L1y ({sup En] N E) = uy(E) .

neN neN
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Corolario 106 Seja H um semianel sobre M e ji : H — [0, oo| uma pré-medida o-finita. Existe no
mdximo uma extensdo de |1 para uma medida na o-dlgebra o(H).

A seguir usaremos o resultado acima para mostrar que invariancias e normalizacao podem definir
unicamente uma medida. Para todo x € R?, d € N, definimos a operagao de translagdo 6, : oR!
2R,

0.(E)={x+7: zeE}, Eec2®.

Note-se que 0, z € R%, sio movimentos em RY, no sentido usual.

Definiciio 107 (conteiidos invariantes a translacio) Seja H um semianel sobre R, d € N, e p :
H — [0, 00] um conteiido. Dizemos que . é “invariante a translagdo” se, para todo E € H e todo
r € R? vale

0.(E) €M e p(0.(E)) =u(E).

Recorde-se que, como ja demonstrado, para todo £ € B(Rd), d € N, etodo x € R%, tem-se
0.(E) € B(R?), pois #, ¢ um movimento € a o-algebra de Borel B(R?) é invariante com relagio a
qualquer movimento em R?, Note-se que uma medida z em B(R?), d € N, ¢ invariante a translagio
no sentido da definicdo acima se, € somente se, para todo = € RY, vale:

Oui(p) = 1,

isto é, se, para todo x € RY, for invariante com relagiio a transformagio mensurdvel 6, : R? — R,
no sentido da Defini¢cao 100.

Exercicio 108 Mostre que se ji é um contetido invariante i translagdo na o-dlgebra de Borel B(R?),
d €N, tal, que 11((0,1]%) = 1 entdo, para todo a,,by,...,aq,bq € Q, ar < by, k =1,...,d, tem-se

p((ar, bi] X -+ x (aq, ba]) = (by — ar) -+ (ba — aa) -

Note-se que o exercicio acima implica, em particular, que todo conteudo invariante a translacao
na o-algebra de Borel B(R?) tal, que 1((0, 1]¢) = 1 é necessariamente o-finito. O exercicio também
implica que dois contetidos invariantes a translacdo p, € i, nesta o-dlgebra tais, que

Ml((07 1]d) = M2((07 1]d) =1

necessariamente coincidem no semianel I&. Como este ultimo gera a o-dlgebra de Borel B(RY),
concluimos que:

Coroldrio 109 Para todo d € N, existe no mdximo uma medida invariante a translagdo i - B(R?) —
[0, 00] tal, que 11((0,1]%) = 1.

No paragrafo a seguir serd discutido o problema da existéncia de medidas que estendem pré-

medidas.

1.9 Medidas exteriores e existéncia de medidas que estendem pré-medidas

Recorde-se que pré-medidas p, e, portanto, medidas, possuem sempre as propriedades de monotoni-
cidade e de o-subaditividade. Além destas duas propriedades, também vale x(()) = 0. Utilizaremos
estas trés propriedades para introduzir a no¢ao de medida exterior:

Defini¢ciio 110 (medidas exteriores) Seja M um conjunto qualquer. Dizemos que a fungdon : 2 —
[0, 0] é uma “medida exterior” se as seguintes propriedades sdo verdadeiras:
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i.) n(0) =0.
ii.) Paratodo E,E' € 2M, E' C E, vale n(E') < n(E).

iii.) Para toda sequéncia E,, € 2™, n € N, tem-se

n (sup En> <D (k) .

neN neN

Note-se que medidas na o-dlgebra 2 sdo um caso especial de medida exterior.

Esta defini¢do foi proposta por Constantin Carathéodory em 1914. Para demonstrar a existéncia
de medidas que estendem pré-medidas ;. em semianéis H, adotaremos a estratégia usada por ele.
Esta consiste em construir uma medida exterior p* que estende a pré-medida dada e em mostrar que
a restricdo de p* a o-dlgebra o(#H) é uma medida. Neste procedimento a seguinte defini¢do, também
proposta por Carathéodory em 1914, é central:

Defini¢iio 111 (conjuntos n-mensuraveis) Sejan : 2M — 0, o] uma medida exterior. Dizemos que
o subconjunto E de M é “n-mensurdvel” se, para todo E € 2M yale

n(E) = n(ENE)+n(EnE)
= 9(ENE)+n(E\E).

M,, C 2M denota a familia de todos os subconjuntos n-mensurdveis de M.

Note-se que se E € 2M ¢ tal, que n(E) = 00 a desigualdade acima € trivialmente satisfeita.

Portanto, ' € 2 ¢ n-mensurével se, para todo £ € 2™ com 1(E) < oo, tal desigualdade € satisfeita.
Observe-se também que, pela (o-)subaditividade das medidas exteriores, para todo F, E € 2M vale
a desigualdade . . .

n(E) < n(EnE)+n(ENE).

Logo, E € oM ¢ n-mensuravel se e, somente se, para todo E e oM n(E) < 00, tem-se que
n(E) =n(ENE)+n(ENEY) =n(ENE)+n(E\E) .

Com isto, os elementos da familia M,, sdo exatamente os subconjuntos £ de M que definem particdes
ENE,E \ E disjuntas de todo outro subconjunto E de M, cuja medida exterior € finita, com relagdo
as quais 7 se comporta de modo aditivo.

Um tipo importante de subconjunto n-mensurdvel € o dos subconjuntos de medida exterior nula:

Lema 112 Seja n : 2M — [0, 00| uma medida exterior. Todo E € 2™ tal, que n(E) = 0 ou
n(E°) = 0 é n-mensurdvel. Em particular, 0, M € M, e a familia M, nunca é vazia.

Demonstragdo: Suponha que E € 2M seja tal, que 1)(E) = 0. Entdo, pela monotonicidade de 7, para
todo £ € 2™ vale

NENE)+n(ENE?) < n(E)+nEnE°
= n(ENE)<n(E).

Um argumento semelhante mostra que £ € 2 € n-mensuravel se n(E¢) = 0. |

O seguinte resultado € central para o problema da extensao de pré-medidas para o-algebras:
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Teorema 113 (Carathéodory) Seja n : 2 — [0, 00] uma medida exterior qualquer e M,, C 2M
a familia de todos os subconjuntos n-mensurdveis. M,, é uma o-dlgebra e a restri¢do de na M, é
uma medida.

Demonstragdo:

1. Tome um £ € M, qualquer. Entdo, pela defini¢do de subconjunto 7-mensurével, para todo
E € 2M vale

n(E) > n(ENE)+n(EnNE)
n(E N E°) +n(EN[ET) .

Assim, também £ é n-mensuravel.

2. Sejam agora dois subconjuntos n-mensuraveis F, £’ € M, . Pela defini¢do de M,, e proprie-
dades que definem medidas exteriores, obtemos, para todo £ € oM que

n(E) = n(ENE)+n(EnNE°)
> n(ENE)+n([ENE]NE)+n(ENE]NE
> p([ENEJU[EN[E‘NE])+n(EN[EUE)
= nEN[EUE) +n(EN[EUFE]).

Para demonstrar a ultima igualdade, usamos a identidade
[ENEJU[EN[E‘NE]] = EN[EU(E°NE)]
= EN[(EUE°)N(EUE
= EN[EUE].
Com isso, vale £ U E' € M, e, portanto, M,, € uma dlgebra.
3. Sejam E, E' € M,, disjuntos. Para todo E € 2M pela o-subaditividade de 7, vale
NENEUE]) <nENE)+nENE).

Por outro lado, pela defini¢do de M,,, como E, E’ sdo disjuntos, vale

nEN[EUE]) > nEN[EUE]NE)+nEN[EUE]NE)
= n(ENE)+n(ENE.

Isto €, vale que

nEN[EUE)) =nENE)+nENE.
Iterando esta igualdade vemos que
NEN[EU---UE)])=nENE)+---+nENE,)

para toda sequéncia finita disjunta Fy, ..., E, € M, de subconjuntos n-mensurédveis de M.
Em particular, escolhendo £ = M obtemos que

n(EyU---UE,) =n(E)+ - +n(E,) .

Assim, a restricdo de uma medida exterior 7 a dlgebra M, dos subconjuntos 7-mensurdveis de
M sempre define um conteddo nesta dlgebra.
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4. Seja agora uma sequéncia disjunta E,, € M,,n € N, e defina

E=supk, .

neN

Entao, para todo Eec2Metodok € N, pelo que acaba de ser demonstrado e pela monotonici-
dade de n, vale

n(E) > nEN[EU---UE]) +n(EN[EU---UE])
n(EﬂEC)+n(Eﬂ[E1U---UEk])
n(ENE)+Y n(ENE).

=1

AV,

Portanto, tomando o limite &£ — oo, tem-se

n(E) >n(ENEY)+) n(ENE,).

n=1

Pela o-subaditividade da medida exterior 7,
n(E) > n(ENE") +n(ENE).

Com isso temos que sup,,cy &2, € M, e, portanto, a dlgebra M, é um sistema de Dynkin.
Como sistemas de Dynkin estdveis com relacdo a intersecdo de seus elementos sao automatica-
mente o-algebras, concluimos que M, € uma o-algebra.

5. Provamos até aqui que M, € uma o-dlgebra e que a restrigdo de 7 a M,, é um contetido. Como,
por defini¢cdo de medidas exteriores, este contetido € o-subatitivo, pelo Corolério 66, ele € uma
medida. [ |

Para provar que pré-medidas p em semianéis 7 podem ser estendidas para medidas em o(H),
mostraremos que existe uma medida exterior 1 que estende y e cuja familia M,, de subconjuntos
mensurdveis contém #H. Neste caso, observe-se que, pelo teorema de Carathéodory, M, € uma o-
algebra que contém 7. Em particular, o(#) C M,,. Também pelo teorema de Carathéodory, sabemos
ainda que a restri¢do de p* a M,, e, portanto, também a o(H), é uma medida.

Definicao 114 Seja H um semianel sobre M e y : H — [0,00] um conteiido. Defina a fungdo
p*:2M — [0, 0o] por

p*(E) = inf {ZME”) B, eH, neN, tal, que E C SupEn} :

neN neN

Aqui utilizamos a convengdo inf () = oo. Isto é, se ndo existe sequéncia E, € H,n € N, com
E C sup,,cy En, entdo p1*(E) = oo.

A fungdo p* : H — [0, oo] tem as seguintes defini¢des equivalentes:

Exercicio 115 Seja H um semianel sobre M e yi : H — [0,00] um conteiido. Seja v : R(H) —
[0, 00] o tinico contetido que estende i de H para R(H). Mostre, para todo E € 2M | as seguintes
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igualdades:

w(E)
= inf {Z v(E,) : E, € R(H), n € N, tal, que E C SupEn}
neN neN

neN

= inf {Z v(E,) : E, € R(H), n € N, seq. disjunta tal, que E C sup En}

neN

= inf {Z w(Ey,) : E, € H, n €N, seq. disjunta tal, que E C sup En} :

neN neN

Proposicao 116 Seja ‘H um semianel e p um conteiido qualquer em H. Entdo p* é uma medida
exterior e (H) C M.

Demonstragao:

1. Sejam E, E’ € 2M E' C E. Como toda sequéncia E, € H,neN, que recobre F (isto é, vale
E C sup,cy E,) também recobre E', tem-se p*(E') < p*(E). Portanto, u* : H — [0,00] é
uma fun¢dao mondtona crescente.

2. Seja agora uma sequéncia £, € 2™, n € N, qualquer e fixe ¢ > 0. Suponha, num primeiro
momento, que x*(F,) < oo para todo n € N. Entdo, para todo n € N, existe uma sequéncia
E,ﬁ") € H, k € N, que recobre E, tal, que

> WED) < (B, +e27

Observe-se que

sup B, C U{E"™ : k,neN}.
neN

(n

Portanto, como a familia £ ) € H, k,n € N, é enumerdvel, hd uma sequéncia em H que
recobre sup,,cy Fy, € vale

o (owe) < S

neN

neN keN
< Y (B 42 =e+ Y pi(Ey).
neN neN

Como a desigualdade acima € valida para todo ¢ > 0, para toda sequéncia £, € 2™, n € N,

tem-se que
Ty (Sup En) <> (B

neN neN

A desigualdade acima ¢é trivialmente satisfeita se p*(F,) = oo para algum n € N. Assim,
p* 2 H — [0, 00] € uma fungdo o-subaditiva.

3. u*(0) = 0, pois a sequéncia F,, = ) € H, n € N, recobre o conjunto vazio e pu(f)) = 0.
Portanto, 1* € uma medida exterior.
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4. Seja E € 2M tal, que u*(E) < oo. Entdo, para todo ¢ > 0, pelo dltimo exercicio, existe uma
sequéncia E¥ ¢ R(H), n € N, tal, que

ECsupEY e ZV(E,(f)) < u(E)+e,

neN neN

onde v : R(H) — [0, 0o] é a tinica extensdo do contetido p : H — [0, oo] para um conteddo em
R(H). Paratodo £ € H C R(H), pela aditividade do contetido v e observando que E¥Y NE,
ESN\E € R(H) (ja que R(H) é um anel), tem-se:

S uED) =) (WEYNE)+v(EF\E) =Y vEYNE)+ ) v(EI\E).

neN neN neN neN

Portanto, como E,(f) Nk, ET(f)\E € R(H), n € N, sdo sequéncias que recobrem, respectiva-
mente,

ENEC lsup Ef?] NE=sup(EYNE)= e E\EC {sup E<€>] N E¢ = sup(EE\E) ,

n
neN neN neN neN

tem-se, pelo mesmo exercicio, que

W(E) +e = ) w(EY)

neN
= > v(EPNE)+Y v(EF\E)
neN neN

> p(ENE)+p* (EmE) .

Como a desigualdade acima vale para todo ¢ > 0, vale, para todo E € H e todo E € 2, que

WH(E) > i (ENE) + 1 (E N E)
Portanto, H C M,,-.
5. Por fim, como, pelo teorema de Carathéodory, M- é o-dlgebra, vale o(H) M e

O seguinte exercicio mostra que p*, apesar de sempre definir uma medida em o (), ndo é neces-
sariamente uma extensdo do conteudo p:

Exercicio 117 Mostre que se o contetido . no semianel H ndo é uma pré-medida, entdo existe E € ‘H
tal, que

pH(E) < p(E) .

Em particular, |1* ndo estende 1 para a o-dlgebra o(H).
Note-se que, pela defini¢ao de y*, para todo F € H, sempre vale
1w(E) < p(E) .

Teorema 118 (teorema de extensao de Carathéodory-Hahn-Kolmogorov) Seja H um semianel so-
bre M e ji uma pré-medida em H. Entdo 1 é uma medida exterior que estende i e o(H) C M.
Em particular, a restri¢do de p* a o(H) é uma medida que estende a pré-medida p.
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Demonstragdo: Ja mostramos acima que p* ¢ uma medida exterior tal, que o(H) C M,-. Seja
E € H arbitrario e E,, € H, n € N, qualquer sequéncia que recubra £. Entdo, pela o-subaditividade
da pré-medida p,

S w(E) = u(E)

neN

A ttima desigualdade implica que, para todo F € H,

p(E) > u(E) .

Como a desigualdade oposta sempre vale (pela propria defini¢do de p*), segue que p* € extensdo de
fb. [ |

Como mostraremos mais tarde, a o-dlgebra M,- dos subconjuntos ,*-mensurdveis é em geral
muito maior do que a o-dlgebra gerada por H. Deste modo, surge a questdo natural sobre a possi-
bilidade de se estender 1 a uma o-adlgebra ainda maior que M ,,-. A seguir enunciamos dois lemas
que esclarecem, a0 menos parcialmente, tal questdao. Com efeito, uma primeira observagdo € que o
aumento da o-adlgebra sobre a qual se estende p ndo € possivel pela simples iteragdao do procedimento
de Carathéodory descrito acima:

Lema 119 Seja ;o um conteiido em H e [ a pré-medida obtida pela restricdo de p* a qualquer
semianel que contenha H e esteja contido em M. Entdo [i* = p*. Em particular vale M= = M,
e, para todo E € M, " (E) = p*(E).

Demonstragdo: Exercicio.

O lema acima ndo implica que M ,- seja a maior o-dlgebra sobre a qual se possa estender /i:

Lema 120 Seja (M, &, 1) um espaco de medida e E € 2™\ E. Entao existe uma medida 11y, que
estende a medida yu para a o-dlgebra gerada por { E} U £ tal, que g (E) = p*(E).

Demonstragdo: Exercicio. Sugestdo: Considere o semianel H ={F N E, E°NE:Ec £} C2Me
use argumentos da demonstracao do Teorema 113.

O dltimo lema ndo € trivialmente valido no caso (M, M+, fi), onde fi denota a restricao de ;* a
M+, pois, como veremos, M, € em geral estritamente menor que o conjunto poténcia 2.
Combinando resultados precedentes, obtemos o resultado principal desta se¢ao:

Corolario 121 (existéncia e unicidade da extensao de uma pré-medida) Seja H um semianel e |
uma pré-medida o-finita em H. Entdo existe uma medida vinica em o(H) que estende a pré-medida
. Tal extensdo é a restricdo da medida exterior |1* a o-dlgebra o(H).

Note-se aqui que, pelos resultados acima, uma pré-medida p : H — [0, oo se estende até mesmo
para uma medida em uma o-adlgebra (em geral estritamente) maior que o(#), a o-dlgebra M-, mas
nao podemos afirmar, por ora, que esta extensao € tinica, mesmo no caso em que x seja o-finita. Isto
€ assim, pois, a priori, ndo sabemos se tal extensdo estd unicamente definida numa familia o-finita
de geradores de M,-. Mostraremos mais adinte, no Coroldrio 131, que no caso o-finito também a
extensdo de p uma para uma medida em M- € tinica.

Uma consequéncia direta, porém importante, do ultimo corolario, € o seguinte critério de comparacao
de medidas:

Corolario 122 (comparacao de medidas) Se 1, e 1, sdo medidas na o-dlgebra o(H) gerada pelo
semianel H e suas restri¢coes a ‘H sdo o-finitas, entdo p,(E) < uy(FE) para todo E € o(H) se, e
somente se, 1,(E) < u,(E) para todo E € H.
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Demonstracdo: Sejam duas medidas j, e p, na o-dlgebra o(H) gerada pelo semianel H e sejam fi, e
[1, suas respectivas restrigoes a H. Se as pré-medidas ji; e ji, forem o-finitas, pelo ultimo corolario,
tem-se, para todo para todo E € o(H), que

() = i(E) e p(E) = ay(E) .

Pela defini¢io das medidas exteriores ji} e fi5, tem-se fi}(E) < ji5(E) paratodo E € o(H) C 2M se,
para todo £ € H, valer que p,(E) < uy(FE). [

Finalmente, os resultados discutidos acima nos permitem definir as medidas de Lebesgue-Borel e
de Stieltjes-Borel nas o-dlgebras de Borel B(RY), d € N:

Definicao 123 (medidas de Lebesgue-Borel) Chamaremos de “medida de Lebesgue-Borel em d di-
mensoes”, d € N, a extensdo tinica da pré-medida 2D de Lebesgue em I para a o-dlgebra de Borel
B(RY). Esta medida também serd denotada por \9.

De modo anélogo, definiremos medidas de Stieltjes-Borel como extensdes tnicas de pré-medidas
de Stieltjes:

Definiciio 124 (medidas de Stieltjes-Borel) Seja d € N e F : R? — R uma funcdo continua a
direita tal, que, para todo a,b € R?, a < b, vale A(a,b)F > 0. Chamaremos de “medida de Stieltjes-
Borel associada a F” a extensdo tnica da pré-medida y;. de Stieltjes em T¢ para a o-dlgebra de
Borel B(RY). Esta medida também serd denotada por .

Exercicio 125 Dizemos que uma medida . na o-dlgebra de Borel B(R?Y), d € N, é “finita em com-
pactos” se, para todo subconjunto compacto E € K(R?) C B(R?) vale u(E) < co. Mostre que uma
medida em B(RY) é finita em compactos se, e somente, se for uma medida de Stieltjes-Borel.

Pela construcdo de Carathéodory descrita acima, podemos estender as medidas de Lebesgue-Borel
e Stieltjes-Borel para as respectivas o-algebras de subconjuntos mensurédveis (que sao maiores que a
o-éalgebra de Borel):

Definiciio 126 (medidas de Lebesgue e Stieltjes-Lebesgue) Seja A", d € N, a restricdo da medida

exterior \V* g o-dlgebra do subconjuntos AD* mensurdveis, M \@+. Chamamos S\(d) “medida de
Lebesgue em d dimensoes” e M, ). “o-dlgebra dos subconjuntos Lebesgue-mensurdveis”. De modo
andlogo, para toda pré-medida de Stieltjes-Borel |1, a medida [i obtida pela restrigcdo de 11} a o-
dlgebra M,,» serd chamada “medida de Stieltjes-Lebesgue”.

No seguinte paragrafo discutiremos as o-dgebras de conjuntos mensurdveis com respeito a uma
medida exterior, com relacdo a uma no¢do de completeza para espagcos de medida. Neste contexto,
mostraremos, em particular, que a o-dgebra M- associada a medida exterior ;" relativa a uma me-
dida ;s em uma o-agebra qualquer £ é gerada pela uniao de £ com a familia dos conjuntos cuja medida
exterior associada € nula.

1.9.1 Espacos de medida completos

Defini¢iio 127 (subconjuntos /-nulos e espacos de medida completos) Seja (M, &, ui) um espago
de medida. Dizemos que E € 2M ¢ um “subconjunto pi-nulo” se existir E € € tal, que E C F e
w(E) = 0. Denotar-se-d por N, C 2™ a familia de todos os subconjuntos pi-nulos de M. Dizemos

que o espaco de medida (M,E, p) é “completo” se todo subconjunto -nulo for elemento da o-
dlgebra &, ou seja, se vale N, C E.

48



Exercicio 128 Seja (M, E, i) um espaco de medida qualquer. Mostre que
N,={Ee2” : y*(E) =0} =N, ,

onde 11* é a medida exterior associada a medida y vista como medida em M+, e que E UN,, C 2M
é um semianel.

A seguinte proposi¢dao d4 um exemplo importante de espaco de medida completo:

Proposicio 129 Seja (M, &, j1) um espago de medida qualquer. Entdo (M, M-, ii*) é um espago
de medida completo e M ,-= & somente se (M, E, j1) for completo.

Demonstragdo: Pelo Lema 112, tem-se que
{Ee2M : p*(F) =0} C M, .

Logo, pelo iltimo exercicio, N,,» C M« e, portanto, (M, M -, ;1*) é completo. A segunda parte da
proposi¢ao segue da primeira, pelo Lema 119. |

Da ultima proposi¢do segue, em particular, que os espacos de medida de Stieltjes-Lebesgue
(R, M., 17), d € N, referentes a Defini¢do 126, sdo completos.
Em um certo sentido, em espacos de medida o-finitos vale a reciproca da dltima proposicao:

Proposicao 130 Seja (M, &, i) um espago de medida o-finito qualquer. Entdo vale M,» = o(E UN ).
Em particular, o espago de medida é completo se, e somente se, M, = E.

Demonstracdo:

1. Observe que, por resultados precedentes (Proposi¢ao 116 e Lema 112), sempre vale a inclusao
c(EUN,) C M,-. Sejaoespago de medida (M, &, i) o-finito. Tome uma sequéncia qualquer
E, € &, n € N, tal, que u(E,) < oo e sup,ey £n = M, a qual existe pela hipotese de
o-finitude. Seja £ € M, qualquer e defina a sequéncia £, = E, N E € M, ., n € N.
Recorde-se que & C M- e que M- € uma o-dlgebra. Pela definicdo da medida exterior p* e
o fato de € ser o-dlgebra, para todon € Netodo k € N, existeum E] , € € tal, que E, , 2 E},
e pu*(E,) +1/k > p(E, ;). Seja, paratodon € N, E}, = infrey Ey, ;. € €. Por construgio,
B, 2 B ep(E)) = k) Comou*(E,) = u(E, ) éfinita, segue (por aditividade
de y* em M,.) que, para todo n € N, pu*(E;,  \E,) = 0. Isto é, E;, _ \E, € N,. Portanto,
E, =E, \(E, \E,) € o(EUN,). Disto segue que E = sup,,y E;, € 0(EUN,).

2. Se (M, &, i), além de o-finito, é completo, vale entdo
My =0EUN,) =0(€)=E.

Finalmente, note que ja foi demonstrado na tltima proposi¢do que M,- = & somente se
(M. &, ).

Da ultima proposi¢do segue, entre outras coisas, que, no caso o-finito, a constru¢do de Ca-
rathéodory corresponde a uma extensdo unica de (pré-)medida para a o-4lgebra correspondente de
conjuntos mensuraveis:

Corolario 131 Seja (M, &, i) um espaco de medida o-finito qualquer. Entdo existe uma medida
linica em M- que estende a medida original p.
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Demonstragdo: Seja ji uma medidaem M- = o(€ UN ) que extende . Sabemos, pela construgio
de Carathéodory, que existem ao menos uma tal medida. Pela definicdo de conjunto p-nulo e a
monotonicidade de medidas deve valer que ji(E) para todo E € N,. Pelo exercicio 128, E UN,
seminanel, e a restricdo de [ € o-finita, ja que esta medida estende j e esta tltima é o-finita, por
hipétese. Assim, pelo Corolério 121, a extensao /i € Unica. |

Veremos a seguir que todo espaco de medida pode ser estendido para um novo espaco de medida,
o qual é completo e minimal num sendido adequado:

Definicao 132 (completamento de um espaco de medida) Seja (M, E, p1) um espaco de medida qual-
quer. Dizemos que um segundo espago de medida (M, g, ) é uma “extensdo” do primeiro, se £ C
€ e a medida i for uma extensdo da medida . Se tal espago de medida (M, g, i) for completo
dizemos que este é uma “extensdo completa” de (M, E, 11). Finalmente, dizemos que uma extensdo
completa (M, g, 1) do espaco de medida (M, E, 1) é um “completamento” deste, se esta for uma ex-
tensdao completa “minimal” de (M, E, 1), isto é, se (M, £, ft) ndo é extensdo completa de uma outra
extensdo completa de (M, E, 1), a ndo ser de si mesma.

Veremos logo a seguir que os espagos de medida de Stieltjes-Lebesgue (R, M i W) d € N,
sdo, repectivamente, os tinicos completamentos dos espagos de medida de Stieltjes-Borel (R, B(RY), i),
d € N, correspondentes (ver Defini¢ao 124), estes tltimos sendo, em geral, ndo completos.

Exercicio 133 Seja (M, E, ) um espaco de medida qualquer. Mostre que, para toda extensdo com-
pleta (M, E, i) de (M, E, 1), vale )
o(EUN,) CE.

Mostre também que se (M, €, i) é um completamento de (M, €, 11) entdo

520(5UN,1>.

A seguir mostraremos que todo espaco de medida possui um completamento tal, que £ = a(EUN,).
Para tanto, nos serviremos mais uma vez de medidas exteriores de Carathédory:

Proposicio 134 Todo espago de medida (M, €, 11) possui um completamento (M, €, i), onde € =o(E UN ).
Se a medida j1 é o-finita entdo o completamento de (M, E, 1) é tinico e coincide com (M, M-, j1*).

Demonstragdo:

1. Seja ;" a medida exterior associada a medida p, M ;- a o-dlgebra dos subconjuntos ;*-mensuraveis
e recorde-se que (M, M,,-, ;1*) € um espago de medida, pelo teorema de Carathéodory. Recorde-
se que (pela Proposicao 116 e Lema 112) £ =0(EUN,) C M. Seja [i arestri¢do de p* a E.
Pelo Exercicio 128, vale

e, portanto, (M, &, i) é completo.

2. Pelo teorema de extensao de Carathéodory-Hahn-Kolmogorov, (M, g, fi) é uma extensdo (com-
pleta) de (M, &, 11). Para mostrar que esta extensao é minimal, considere uma extensao com-
pleta qualquer (M, &, fiy) de (M, &, 1), que seja estendida por (M, &, ji). Pelo tltimo exercicio,
vale £ =0(EUN M) - c‘fo. Como, por hipétese, vale 5’0 - & , concluimos que 5'0 = &. Pela
mesma hipotese, /i estende [i,. Portanto, vale também que [i, = /1. Deste modo fica mostrado
que (M, &, ji) é uma extensdo completa minimal de (M, &, 1), isto é, um completamento de
(M, &, ).
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3. Suponha agora que o espaco de medida (M, £, ;1) seja o-finito e seja (M, &, fi;) um comple-
tamento de (M, &£, 1). Em particular, pelo ultimo exercicio, tem-se que 3 =0(EUN,) C &.
Pela Proposicao 130, E=M u €, pelo Corolario 131, i € a extensdo unica de ;1 para uma me-
dida em €. Logo, a restri¢do de ji; a £ é exatamente esta extensdo tnica. Mas isto implica que
(M, &, ji,) é uma extensdo completa de (M, €, ji). Recorde-se que (M, &, ji) é completo, pelo
ponto 2. Como (M, &, 1) é um completamento, isto €, uma extensdo completa minimal, vale
(M, &, i) = (M, &, 1). O espago de medida (M, &, ji) = (M, M., u*) é, portanto, o tinico
completamento de (M, &, i) se p for uma medida o-finita.

Pela dltima proposi¢do, os espacos de medida de Stieltjes-Borel (RY, B(R?), 115), ja que sio
sempre o-finitos, possuem completamentos Unicos, os quais sdo os espacos de medida de Stieltjes-
Lebesgue (R?, M-, u}), d € N, correspondentes.

1.10 As medidas de (Stielties-)Lebesgue

1.10.1 As medidas de Lebesgue-Borel como medidas normalizadas invariantes a translacao

Vimos acima que se ; € uma medida invariante a translagio na o-algebra de Borel B(R?), d € N,
tal, que 1((0,1]%) = 1 entdo, para todo E € T2, vale ;u(F) = AY(E). Em particular a restri¢io de
|4 ao semianel I& ¢ o-finita. Como este gera a o-algebra de Borel, concluimos, pelos resultados da
dltima se¢do, que o = A9, Note-se, porém, que isto ndo prova a existéncia de uma medida invariante
a translagdo em B(RY), mas somente que a tnica “candidata” a tal é a medida de Lebesgue-Borel.
No presente pardgrafo mostraremos que A &, de fato, invariante 2 translacdo. Como consequéncia
disso, podemos definir a medida Lebesgue-Borel A como sendo a tnica medida em B (R%) que é
invariante 2 transla¢do e normalizada nos cubos unitdrios (isto é, vale (¥ ((0, 1]%) = 1). Note-se aqui
que a defini¢io de medidas por invaridncia (com respeito a uma operacio de grupo®) e normalizagio
€ explorada na teoria das “medidas de Haar”.

Proposicao 135 A medida de Lebesgue-Borel M d €N, ¢ a vnica medida p em B(R?) invariante
a translagdo tal, que 11((0,1]¢) = 1.

Demonstragdo: Recorde-se que a Lebesgue-Borel A ser invariante a translacdo corresponde a que,
para todo = € R?, valha
9x*(>\(d)) —\@

Ambas medidas nesta dltima igualdade sdo o-finitas em ZZ. Como este semianel gera B(R?), basta
entdo mostrar que, para todo £ € Zg, vale

[0es ND(E) = N(E) .

Mas temos que
[0 ADI(E) = N (0. (E))

e, para E € 74,
AD(0_,(E)) = X(E)

segue da definicdo das translacdes de subconjuntos de R? e da definicdo da pré-medida de Lebesgue:
Note-se que o paralelepipedo £ € Z¢ tem lados com comprimentos idénticos aos comprimentos dos
lados do paralelepipedo transladado 6_,.(E) € Z¢. Assim, a medida de Lebesgue-Borel é invariante
a translag@o. Pelo Coroldrio 109 esta é a unica medida p invariante a translagdo em B(R?) tal, que
u((0,1)%) = 1. n

20 grupo abeliano R?, no caso da medida de Lebesgue-Borel.
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Corolario 136 Se i é uma medida invariante a translagdo em B(R?), d € N, tal, que 11((0, 1]%) < oo,
entdo tem-se

= p((0, YA,

Demonstracdo: Seja uma medida ;1 em B(R?) invariante a translagdo. Se p((0,1]%) = 0 é f4cil ver
que p(R?) = 0. Portanto, neste caso especial, esta medida € identicamente nula e o coroldrio segue
trivialmente. Se 1((0, 1]¢) € (0, 00), entdo

= p((0,1)) ™ u

define uma nova medida em B(R?) invariante 2 translagdo. Por construgdo, tem-se

A((0.1)%) = 1.
Logo, pela ultima proposicao, vale ji = 2D, |

Veremos no paragrafo a seguir que a unicidade e invariancia a translacdo da medida de Lebesgue-
Borel jd implicam a invariancia desta com respeito a qualquer outro movimento (ou seja, transformacgao
que preserva distancias Euclidianas).

1.10.2 Forma geral de um movimento e invariancia das medidas de Lebesgue-Borel com res-
peito a movimentos.

A seguir mostraremos a invariancia da medida de Lebesgue-Borel A9 d e N, com relacdo a movi-
mentos arbitrdrios (e ndo somente com relacdo a translagdes). Para tanto, determinaremos de modo
mais explicito a forma geral de um movimento 3 : R¢ — R?. Consideraremos primeiro o caso espe-
cial de um movimento (3 tal, que 5(0) = 0. Neste caso, note-se em particular que, para todo = € R?,
vale

18(2)[le = 18(x) = BO), = [lz = Ol = [[=]]. -
Definiciio 137 (produto escalar) Para todo z,2' € R, d € N, defina
(z, 2"y =z + -+ xgny .
A quantidade (z,z') € R é chamada “produto escalar Euclidiano” dos vetores x, x'.
Note-se que, para todo x, 2’ € R? fixo, as fungdes 7 — (7,2') e 7 +— (z,7), de R? em R, sdo

lineares. Observe-se também que
2
lzlle = (=, 2)

para todo = € R?. Note-se ainda que, para todo x, 2’ € R¢, vale
1 2 1 2
!/ / /
(w,0) = 7l + 22 = 5 llo = o/)7
Esta ultima identidade € conhecida como “identidade da polarizacao” do produto escalar Euclidiano.

Lema 138 Seja 3 : R — RY, d € N, um movimento tal, que 3(0) = 0. Entdo, para todo x,z' € R,
vale

(B(x), B(z')) = (,2") .
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Demonstragdo: Pela hipétese do lema e definicdo do produto escalar, para todo z, 2/ € R?, tem-se:

18(z) — BE) P = (B(x) - B(x), Blx) — Ba"))
= (B(x), B(z)) — 2(B(x), B(z)) + (B(x'), B(x"))
= [IB@)|? +118(=)]? — 2 (B(x), B(z"))

Portanto,
(), B = 5 [I8@I2 + 182 - 18() — 5]
= & [Ill + 00— e = 1] = o)
Note-se aqui que a igualdade ||3(z) — 5(2')||? = ||z — 2|7, usada para obter a equagio acima, cor-
responde a definicdo de movimento. |

Observe-se que o dltimo lema ndo segue diretamente da identidade da polarizacdo. Isto seria o
caso se soubéssemos que [ é linear, pois em particular terfamos

2 2 2
18(z) + Bl = 18z + 2|, = llz + 27|,
Mostramos no préximo coroldrio que movimentos que preservam a origem de R? sdo de fato lineares:

Corolario 139 Seja 3 : R? — R% d € N, um movimento tal, que 3(0) = 0. Entdo (3 é uma fungdo
linear.

Demonstragdo: Sejam o € R e x, 2’ € R? arbitrarios Entdo, pelo dltimo lema, tem-se

lap(x) + (z') = Blaz + ')
= (aB(z) + B(2) — Blox + ), af(x) + B(2') — Blax + 2'))
= o (B(z), B(2)) + a (B(z), B(a")) — a (B(x), Blax + "))
ta <ﬁ [L’l), 5((E)> <B(1’J)7 6(1‘/» - <B(ZE,)7 6(041‘ + I/)>
ax +a'), 8(x)) — (Blax + '), B(2)) + (B(ax + '), Blaz + 2'))
Y —a{x,ax + 2')
+a (2 x) + (&, 2"y — (2, ax + o)
—a{ax+ 2 x) — (ax + 2/, 2") + (ax + 2/, ax + 1)

= (arv+2 — (ax +2),az + 2’ — (ax + 2'))

= Jlaz+2' — (az+2)|°=0.
Isto é, paratodo « € Re x, 2’ € R?, tem-se

af(z) + B(a') = Blax + ') .
No caso especial a« = 1, a igualdade acima diz que /3 € aditiva:
Bx) + B(«') = Ble +'), 7,0 €R'.

Como (3(0) = 0, por hipétese, vale no caso especial ' = 0,

Blaz) =aB(z), ze€RY acR.

As duas ultimas igualdades correspondem a linearidade de (5. |

Fungdes lineares R — R% d € N, que preservam a norma euclidiana ||-||, sdo chamadas
“transformagdes ortogonais”. Assim, movimentos 3 em R tais, que 3(0) = 0 sdo sempre transformagdes
ortogonais. Com o ultimo coroldrio obtemos a seguinte caracterizacado de movimentos genéricos:
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Proposicao 140 (forma geral de um movimento) Seja 3 um movimento arbitrdrio (isto é, 3(0) ndo
é necessariamente igual a 0) em R%, d € N. Entdo existe uma transformacdo ortogonal Og : R? —
R? tinica tal, que

B =0p0)00s.

Demonstragdo: Seja agora 5 um movimento qualquer em R?, d € N, e defina B=6_ 3(0) © 3. Por
construcdo, S é um movimento tal, que 5(0) = 0 e é, portanto, uma transformagao ortogonal tal, que

B="0s0)0p.
Note-se aqui que 05(g) © 6_p(0) € a fungdo identidade em R?. Seja O : R? — R? uma (supostamente
outra) transformagao ortogonal tal, que 3 = 03 © Og. Ento vale
050 © O = O30 0 5 .
Como 03g) € fungdo injetora, segue que Og = A. |
Uma consequéncia importante da caracteriza¢do acima de movimentos € a seguinte:

Exercicio 141 Mostre que, para todo movimento 3 em R? d € N, e todo vetor x € R, existe um
segundo vetor T € R? tal, que

Boexzei’oﬁ-

Proposicao 142 Seja d € N qualquer. Para todo movimento 3 em R tem-se que B*(A(d)) =\, ou
seja, a medida de Lebesgue-Borel em d dimensoes é invariante com relacdo a qualquer movimento.

d)

Demonstragdo: Seja 3 um movimento qualquer em R,
1. Pela defini¢do de 3,, para todo E € B(R?) e todo » € R?, tem-se
[B.ADO(E)) = N (B7" 0 6,(E)).

Observando que a inversa 5~ de um movimento 3 é necessariamente também um movimento,
pelo tltimo exercicio, para todo » € R?, existe 7 € R? tal, que, para todo E € B(R?),

B, AN O(E) = X050 B87(E)) = [0_s.A)](B7(E))
= NBHE)) = [B,A(E).

Assim, B*()\(d)) ¢ medida invariante por translacdao. Observe-se que na terceira igualdade da
equagdo acima usamos a invariancia a translagdo da medida de Lebesgue-Borel A

2. Para todo movimento 3 em R, existe Es € Z¢ tal, que 57'((0,1]%) C Ez. Com isso, tem-se
[8.(A“D]((0,1]%) < oo . Em particular, para todo movimento 3 em R?, existe uma constante
ag € [0, 00) tal, que

5.0@) = ap\@

3. Para mostrar que ag = 1 aplicaremos a medida 3, (A®) sobre o Boreliano
B1(0) = {z eR? : ||z|, <1} € B(RY).

Este subconjunto é Boreliano, pois é fechado. Como mostrado acima, para todo movimento 3
em R, existe uma transformacdo ortogonal Op tal, que 8 = 039y o Op. Deste modo, tem-se

BADNB0) = (B0 © 05).AD)(Br(0) = X (05000 0s) ~* (Ba(0)))
= XV(05" 0 0_s0)(Br(0)) = (05 (AD))(0_30)(B (0)))
= (050 D)(B0)) -
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A tltima igualdade segue do fato de Og*<)\(d)) ser medida invariante por translacgdo, ja que Op
€ um movimento. Note-se que a funcdo inversa de uma transformacao ortogonal €, ela mesma,
também uma transformagdo ortogonal.

4. Observe-se, por fim, que o subconjunto B (0) (bola fechada de raio unitdrio centrada na origem
de R?) é invariante com relacdo a transformagdes ortogonais. Portanto, tem-se

[B.ADNB10)) = [0s(AD)(B1(0)) = AN (05" (B1(0)))
A (B,1(0)) .

Note-se que AV (B1(0)) e [29vd—4,29] C (0, c0), pois B1(0) contém um cubo de lado 2v/d~!
e esta contido um cubo de lado 2 + ¢, para um € > 0 qualquer. Deste modo, ag = 1 para todo
movimento 3 em R? a proposi¢io segue.

Com os resultados deste pardgrafo concluimos:

Corolario 143 Para toda dimensdo d € N, o “problema da medida” enunciado da secdo 1.1 tem
solugdo tinica na o-dlgebra de Borel B(RY).

1.10.3 O comportamento das medidas de Lebesgue-Borel com respeito a transformacoes line-
ares

Neste paragrafo estudaremos o comportamento da medida de Lebesgue-Borel A9 d e N, com res-
peito a transformacdes lineares inversiveis gerais L : R? — R?. Note-se que estas transformacdes
sdo sempre mensurdveis, pois sdo continuas. As transformacdes ortogonais consideradas no ultimo
paragrafo s3o um caso especial de transformacOes lineares inversiveis. Neste caso particular, vi-
mos que L*(A(d)) = 9, ja que transformagdes ortogonais sao movimento. Obviamente, nem toda
transformacao linear ¢ movimento (pois, em geral, ndo preserva distancias). Porém, como sera de-
monstrado, valerd a igualdade L*()\(d)) = a; A9 para uma constante o, € [0, 00) explicitamente
definida em fung¢do de L.

Definicao 144 (transformacoes lineares inversiveis elementares) Seja d € N arbitrdrio. Defini-
mos as seguintes transformagoes lineares R — RY inversiveis:

i.) Permutacdo de coordenadas. Para d > 2 e todo k,l = 1,...,d, k < I, a transformacdo linear
Py : RY — RY é definida por:

Pkl(xl,...,xk,...,xl,...,xd)i(xl,...,xl,...,xk,...,xd).

ii.) Mudanca de escala na primeira coordenada. Para toda constante o € R, o # 0, a transformagcdo
linear S, : RY — R? ¢ definida por:

Sa(x1,. .., xq) = (Qx1, T2, ..., 2q) .
iii.) Cisalhamento na primeira coordenada. Para d > 2, as transformagées lineares Cy. : R¢ — RY

sdo definidas por:
C:t<xla"'7xd) = (xl :t$27x27"‘7xd) :

Parad =1, Cy(z) = .
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As transformacoes lineares definidas em i.), ii.) e iii.) sdo chamadas “transformacdes lineares
inversiveis elementares”.

Observe-se que i.) Pk_ll = Py, k1l =1,...,d, k < [, i) S;l = Se-1, 0 € R, # 0, e
C:El - C:F.

O seguinte lema é bem conhecido em dlgebra linear e se refere a teoria das formas normais de
Jordan:

Lema 145 (estrutura geral de uma transformacao linear inversivel) A transformacado linear L :
R?Y - R?, d € N, € inversivel se, e somente se, for uma composicdo de transformagoes lineares
inversiveis elementares.

Exercicio 146 Prove que para toda transformacées lineares inversiveis elementares L : RY — R?
d € N, vale
[LAD)]((0,1)%) = | det(L)| ",

onde det(L) € R denota o determinante de L.

Sugestdo: No caso de cisalhamentos, prove primeiro a afirmacdo acima para o caso especial d = 2
usando recobrimentos do paralelogramo L((0, 1]?) por quadrados de lado arbitrariamente pequeno.
Em seguida, generalize esta prova para d > 2.

Proposiciio 147 Seja L : R? — R%, d € N, uma transformacdo linear inversivel qualquer. Entdo
vale

L,(AD) = | det(L)|7'A@ |

Demonstragdo: A demonstracio desta proposi¢ao € muito semelhante a da Proposi¢ao 142. Omitire-
mos, portanto, argumentos ja explicados nesta dltima.

1. Pela defini¢do de L, e linearidade da inversa L}, para todo E € B(R?) e todo = € R?, tem-se

LA D)(0:(B)) = NNLT 00,(E)) = AN (O-14) 0 L7H(E))
= [0_11@ADLTHE)) = ANV (LH(E))
= [L.AD))(B).

Assim, L*(A(d)) ¢ medida invariante por translacdo. Na quarta igualdade da equagdo acima
usamos a invariancia a translacao da medida de Lebesgue-Borel 2@,

2. Note-se que existe F;, € Z¢ tal, que L~'((0,1]%) C E e, portanto, tem-se que [L, (A)]((0, 1]%) <
oo . Em particular, existe uma constante «;, € [0, 00) tal, que

LAy = a 2@

Como AV ((0,1]%) = 1, vale
ar = [L.A)]((0,1]%) .

Recorde-se que se L1,..., L, : RY — R% n € N, sdo transformagdes lineares entio vale

det(Lyo---0L,)=det(Ly)---det(L,) .
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3. Recorde-se também, que, pelo Exercicio 99, tem-se
(Lyo--0oLy)y=1Ly,0- 0Ly, .
Com estas duas igualdades basta provar que
[L.AD)((0,1]%) = | det(L)| "
para qualquer transformacao linear inversivel elementar, o que j foi feito no ultimo exercicio.

Coroldrio 148 Seja O : RY — RY, d € N, uma transformagdo ortogonal. Entdo | det(O)| = 1.
Obviamente, existem formas muito mais diretas para demonstrar que
|det(O)] =1

se O € uma transformacdo ortogonal. O coroldrio acima foi somente enunciado para ilustrar o fato
de que podem existir relagdes interessantes e tteis entre temas aparentemente muito distintos em
matematica (neste caso, a teoria de medidas e a dlgebra linear).

Definicao 149 (conjunto de Cantor) O “conjunto de Cantor” é o subconjunto de R definido por:

¢ =[0,1]\sup

neN

(

, )| CR.
k=0 3n 3n

[U3"1—1 3k+1 3k+2

Alternativamente, € pode ser definido pela seguinte intersecdo infinita:

¢=inf¢, CR,

neN
onde €, = [0, 1] e, para todo n € N,

Corr = %@n U (% + %Gn) .
A seguir ilustrarmos o uso da ultima proposi¢ao determinando a medida de Lebegue do conjunto
de Cantor pela propriedade de “autosimilitude” deste conjunto.
O conjunto de Cantor é um exemplo de subconjunto Boreliano dos reais, pois € fechado. Note-se
que ele € ndo vazio: por exemplo, 0 € €. Com efeito, o conjunto de Cantor € um conjunto infinito,
pois todo limite do tipo

lim E a3~ € 0,1],
n—oo
k=1

¢ um ponto em €&, onde a;, € {0,2}, £ € N. Vé-se facilmente que ha infinitos destes limites. O
conjunto €, C [0,1] é, paraum n € N fixo, o conjunto de todos os limites acima com a;, € {0,2}
sek=1,2,...,n—1ear ={0,1,2} se k > n. Para se convencer disto, considere, por exemplo, a
representacdo em base 3 dos nimeros reais.

Seja a fungio (de Cantor) ¢ : 2N —€, por

o(E)=2) 3ree, EeV

keE
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Esta fungio € bijetora. Em particular ¢ tem a mesma cardinalidade de 2% (ou seja, j4 uma bijegdo
entre estes dois conjuntos). Note-se que, para todo conjunto M, ndo hd bijecdo entre M e 2. Em
particular, o conjunto de Cantor ndo é enumerével’.

E facil ver que subconjuntos enumeraveis de R sdo Borelianos e tém medida de Lebesgue nula.
Isto € uma consequéncia da o-subaditividade de medidas e do fato de subconjuntos de R que contém
um sé ponto terem medida de Lebesgue nula. Surge entao a questao se estes sao os unicos Borelianos
de R com medida de Lebesgue nula. Mostraremos a seguir que este ndo € o caso, pois 0 conjunto
de Cantor tem medida de Lebesgue nula. Em dimensdo superior a 1 a existéncia de Borelianos nao
enumeraveis com medida de Lebesgue nula € trivial, pois, por exemplo, o subconjunto

(—1,1) x {0} € B(R?)

tem medida de Lebesgue nula e é claramente ndao enumeravel: Note-se que tanh : R —(—1,1) é uma
bijecdo e, portanto, (—1,1) (e, logo, também (—1,1) x {0}) tem a mesma cardinalidade de R, que
ndo é enumerdvel.

Observe-se também que, como discutiremos mais adiante, a existéncia de Borelianos ndao enu-
meraveis com medida de Lebesgue nula estd fortemente relacionado ao fato de existirem subconjuntos
Lebesgue-mensurdveis que nao sao Borelianos.

Corolario 150 \V(¢) = 0.

Demonstracdo: Observe-se que, como a sequéncia €, € B(R), n € N, é decrescente

¢ = inf¢,=inf €, =inf&NC,
neN neN neN
= inf ([0 1]U[2 1)ne
- érElN 73 37 n+1
1 2 1 2 1
= inf o> -1 5 <n 5 5 n
1 1 2 2 1
= inf([0,=]N =) U([Z,1]N (2 + =¢,)) .

Como [0, 5] e [2, 1] sdo disjuntos, obtemos que

¢ = (o, %] " %@n) U ié‘%([g’ 11N (§ + éﬁn))
- 31211;%([0’ 1]m¢n)uir61§(§+%[0, 1])ﬂ(§+%¢n>
- %Tilxelg([o, 1]ne,)u E - %ffég([o’ 1N M}
- %}%gﬁnu E+§,12§¢n] =%¢U(§+% ) -

Disto concluimos, pela invaridncia a translacao e subaditividade de AL, que vale
1
A(@) <220 (€)= 2ALOM))(©),
onde L : R — R ¢ a transformacao linear = — 3x. Pela tdltima proposi¢do, segue entdo que

2
AD(¢) < gA“)(@) .

3Este é 0 argumento usado por Cantor para provar que os reais possuem um subconjuntos ndo enumeravel e, portanto,
ndo sdo enumeraveis.
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Como 0 < AV (€) < AY([0,1]) = 1, tem-se AP (¢) = 0. |
Como anunciado acima, exploramos, a titulo de ilustragdo do uso da ultima proposicao, a autosi-
militude do conjunto de Cantor, isto €, a identidade

1 2 1
C=-CU(;+ 2
3 (3 T 3 )
para provar que )\(1)(6) = 0. Note-se, porém, que ha outras maneiras mais contrutivas de provar
tal fato. Por exemplo, pela monotonicidade das medidas, observando-se que )\(1)(€n) = (%)n*1 e

¢ C ¢,, n € N, também conclui-se rapidamente que )\(1)(6) = 0.

1.10.4 As medidas de Stieltjes-Lebesgue como medidas regulares

No presente pardgrafo discutiremos alguns resultados sobre a aproximagdo de conjuntos mensuraveis
com respeito a medidas de Stieltjes-Lebesgue por subconjuntos abertos ou fechados. Tais resultados
se referem a dita “regularidade” destas medidas, propriedade importante de certas medidas que sera
discutida em um ambito geral mais adiante.

Proposicao 151 (regularidade exterior das medidas de Stieltjes-Lebesgue) Seja (R?, M ji W), d €
N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer. Para todo E € M- e todo € > 0, existe

um aberto O € Tpa C B(RY), tal, que E C O©) e S\(d)(O(E)\E) <e.
Demonstragdo:

1. Seja primeiro um E' € M. qualquer tal, que p}.(E) < oo. Entdo, pela defini¢do da medida
de Stieltjes-Lebesgue u7, para todo € > 0, existe uma sequéncia E,ie) € Id, k € N, tal, que

E C supyn B e
€ * 6
> up(E) < up(E) + 5 -
keN

2. Seja, para todo k£ € N, E,(f) € Zg tal, que E,Ef) C E,(f)o e MF(E,gE)) < /LF(E,EE)) + 27k,
Observe-se que tais E(a), k € N, existem, pela continuidade a direita a funcdo F' que define
a pré-medida y. Recorde-se aqui que E,Ef)o denota o interior de E,(f) (isto €, o maior aberto
contido em E,(f)). De modo mais explicito, para £ = (ay,b1] X -+ X (ag, by, tem-se E° =

(al,b1> X oo X (ad,bd).

3. Defina o subconjunto aberto

0®) = sup E,(f)o )
keN

Por construcao, vale £ C 0 e

pr(OF) < 30 |ue(ET) + 227 = 54 > e(BY)

keN keN
< e+ up(E).

Assim, para todo subconjunto Lebesgue-mensurdvel £ € M« tal, que p(E) < oo e todo
e > 0, existe um aberto O®) C R? tal, que £ C O e i (O©\E) < e.
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4. Seja agora I/ € M,: qualquer (isto €, ndo necessariamente vale i (E) < 00). Pelo resultado
anterior, para todo ¢ > 0 e todo k € N, existe um aberto OC* C R? tal, que £ N [k, k]¢ C
Ok e

W (OFI\(E (1 [k, K]Y) < e27 .

Seja o aberto O) = sup, .y O*). Obviamente vale £ C O e

pr(ON\E) = M?({SUPO(E’M]\

keN

sup(E N [—k, k%) >

keN

O(&k)\

sup(E N [—Fk, l;:]d)] )

*
= Mg | SUp
keN feN

< up (sup [0\ BN [-h.5) )
< Y pp(OEINEN[=k k) <Y 27 =c.

A proposicao acima diz que podemos aproximar com precisdo arbitraria, no sentido da medida de
Stieltjes-Lebesgue 41}, um subconjunto qualquer em M- , mesmo se este tem conteddo infinito, por
um subconjunto aberto que o contenha. A seguir mostraremos que uma propriedade anédloga é valida
para subconjuntos fechados contidos em subconjuntos em M- :

Proposi¢io 152 (regularidade interior das medidas de Stieltjes-Lebesgue) Seja (RY, M s i), d €
N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer. Para todo E € M- e todo € > 0, existe
um fechado C'®) € C(R?) C B(R?) tal, que C®) C E e ju3(E\C®) < e.

Demonstragdo: Seja E € M. e € > 0. Entdo, pela dltima proposi¢ao, existe um aberto 0 € Tpa
tal, que £¢ C O e ut(O®\E°) < e. Com isso, usando a identidade £\ B = B\ E°, concluimos
que o fechado C'®) = O©)¢ estd contido em E e vale 15 (E\C®)) < e. u

Uma consequéncia direta das duas tltimas proposi¢des € a seguinte caracterizacdo das medidas
de Stieltjes-Lebesgue através das medidas de Stieltjes-Borel correspondentes:

Corolario 153 Seja (R, M, pwy), d € N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer.
Paratodo E € M.

pp(E) = inf{up(0) : O € 1ga, EC O}
= sup{px(C) : C €C(RY), C C E}.

A primeira igualdade no dltimo corolério se refere a “regularidade exterior” de uma medida, e a
segunda igualdade a “regularidade interior”. Medidas que satisfazem as duas igualdades do corolario
acima sao chamadas “normais”. Estudaremos mais adiante propriedades importantes das medidas
gerais com tais propriedades em o-algebras de Borel.

Também € possivel representar as medidas de Stieltjes-Lebesgue através do supremo de medidas
de Stieltjes-Borel de compactos:

Exercicio 154 Seja (R, M jis i), d € N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer.
Mostre que, para todo E € M-, tem-se

pp(E) = sup{up(K) : K € KR, K C E}.
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Recorde-se que K(R?) C B(R?) denota a familia dos subconjuntos compactos de R?. Medidas re-
gulares que satisfazem a igualdade no exercicio acima sdo chamadas “tight”. Note-se aqui que alguns
autores ndo distiguem entre as noc¢des “regularidade interior” e “tightness” e somente consideram o
caso de medidas “tight”, dando a estas o nome de medidas “interiormente regulares”. De fato, este é
0 caso mais relevante.

1.10.5 Os conjuntos Lebesgue-mensuraveis

Neste pardgrafo determinaremos a forma geral de um conjunto mensurdvel em um espaco de medida
de Stieltjes-Lebesgue qualquer. Em particular serdo considerados os conjuntos Lebesgue-mensuraveis
em qualquer dimensao. Neste caso especifico, mostraremos ainda que a o-algebra correspondente €
invariante com relacdo a movimentos, assim como a respectiva medida de Lebesgue. Isto segue da
forma geral de conjuntos Lebesgue-mensuraveis derivada abaixo e implica, entre outras coisas, como
serd discutido a seguir, que o problema da medida cldssico (como descrito na Se¢do ??) tem solucao
tinica também em nas o-dlgebras M ). C 2Rd, d € N, de conjuntos Lebesgue-mensuraveis.

Com efeito, recorde-se que, para todo d € N, existe um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de
medida de Lebesgue nula, cuja cardinalidade é a mesma dos reais. Por exemplo, para d = 1 o
conjunto de Cantor tem esta propriedade e, em dimensdo d > 2, o subconjunto

{(2,0,...,0) : 2z € (—1,1)} CR?.

Isto implica que N, 5@ € portanto, também M, ., tem no minimo a cardinalidade de 2R, que é
estritamente superior a de R. Mais precisamente, M, (). tem exatamente a mesma cardinalidade de
2%, pois M, ). C 28" tem no mdximo a cardinalidade de 2% e esta dltima ndo depende de d € N. Em
particular, hd uma bije¢do entre M, (). € 2B Dito de outra maneira, até uma transformacao bijetiva,
M, @« € “tdo grande quanto” a o-dlgebra maximal 28" Por outro lado, também se sabe* que a o-
dlgebra dos Borelianos B(R?) tem exatamente a mesma cardinalidade de R. Como ndo existe bijecdo
entre R e seu conjunto poténcia 2%, concluimos que existem muitissimos subconjuntos Lebesgue-
mensurdveis que nao sdo Borelianos e cabe entdo investigar a forma geral destes novos conjuntos.
O mesmo € verdadeiro para qualquer espaco de medida de Stieltjes-Lebesgue (R?, M Wi L), d €
N. Ademias, mais adiante também demonstraremos que nem todo subconjunto de R? é Lebesgue-
mensuravel (Proposi¢do 166 e Corolério 167), mesmo M, )~ tendo a mesma cardinalidade de oR?,
Mostraremos na seguinte proposi¢do que um conjunto arbritério em M-, onde (R, M 1 W)
d € N, é um espaco de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer, € do tipo G e do tipo F, (ver
Definicdo 48), até algum conjunto i p-nulo. Ou seja, conjuntos pi p-nulos sdo os tnicos “acréscimos”
ou “decréscimos” a serem feitos aos de tipo G5 e F, para se obter os todos outros 0s conjuntos em

MM}I

Proposicao 155 Seja (R, M o i), d € N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer.
Para todo E € M, existe um subconjunto de tipo Gs, G(E) € B(R?), e um de tipo F,, F(E) €
B(RY), tais, que vale F(E) C E C G(E) e

pr(F(E)) = pp(G(E)) = pp(E) com pp(GEN\E) = pp(E\F(E)) =0

Demonstragdo: Seja E € M, e, paratodo k € N, seja Ok € 7g4 um aberto e C/%) ¢ C(RY)
um fechado tais, que vale

cW/k c pcot/k e u*F(E\C(l/k)),u}(O(l/k)\E) <

e

A prova deste fato faz uso de indugdo “transfinita” e est4 fora do escopo do presente curso.
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Observe-se que a existéncia de tais conjuntos ja foi demonstrada acima. Defina o subconjunto G

G(E) = inf OWK),
keN

assim como o subconjunto £,

F(E) = sup Ok
keN

Por construgio, tem-se que F'(E) C E C G(F). Note-se também que, para todo k € N,

i E\F(E)), i (GENE) < 7

Portanto, vale
pr(ENF(E)), pp(G(E)\E) = 0.
Em particular, tem-se
pr(F(E)) = pp(G(E)) = pr(E) -
|
Note-se que, pela tltima proposi¢do, todo conjunto em M- € a unido disjunta de um subconjunto
F,; e um subconjunto i -nulo. Como subconjuntos /i -nulos e subconjuntos F,, sdo casos especias
de subconjuntos em M- , toda unido disjunta deste tipo € um elemento de em M- . Assim temos a

seguinte caracterizagdo da mensurabilidade com respeito 2 medida exterior %, para (R¢, M jio V)
d € N, um espaco de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer:

Corolario 156 Seja (R, M, 15), d € N, um espago de medida de Stieltjes-Lebesgue qualquer.

d Ve z L] 7 .
E € 2% é um elemento da o-dlgebra M u; de conjuntos pp-mensurdveis se, e somente se, for a
unido disjunta de um conjunto [ip-nulo e um conjunto F.

Observe-se ainda que, pela Proposigao 130, jd sabiamos que M,: = o (B (RY) U N, up)- O tltimo
coroldrio representa uma versao mais forte desta propriedade da o-dlgebra M- .
Uma outra consequéncia importante da ultima proposi¢ao € a invariancia por movimentos da o-

dlgebra M, (a)«, d € N, assim como da medida de Lebesgue S\(d) correspondente:

Proposicao 157 (invariancia da medida de Lebesgue com respeito a movimentos) Paratodo E €
~(d <(d

M-, d € N, e todo movimento 3 em R% vale B(E) € M- e 3 )(5(E)) Y )(E) Em

particular, todo movimento 3 em R é uma transformacdo M \@+-M,@«-mensurdvel para a qual

Demonstracdo:

1. Paraum E € M ). arbitrério, sejam G(E) € B(R?) e F(FE) € B(R?) como na Proposi¢do
155. Para todo movimento 3 em RY, os subconjuntos 3(G(F)) e 3(F(E)) sdo Borelianos,
pois subconjuntos do tipo G5 e F,, s@o casos especias de Borelianos e a o-dlgebra de Borel é
invariante por movimentos. Obviamente, valem as seguintes inclusdes:

BF(E)) € B(E) € B(G(E)) .
Como a medida de Lebesgue-Borel € invariante por movimentos, tem-se que
NUE) = XO(F(E)) = N (B(F(E))) = X" (8(F(E)))

—)\@ (
N (B(E)) < N(B(G(E))) = X (B(G(E)))
= A(G(E) = A2(B).

IA

62



Deste modo, pela AV*-mensurabilidade de 3(F(FE)) (que é Boreliano), segue que
NUE) = AD(BE)) = X (BF(E) + NV (BE)\B(F(E)))
= XB) AP BENSFE)).

2. Logo, se X(d)(E) < 00 entdo tem-se que

N (BE)\B(F(E))) = 0.
e, portanto, neste caso, 3(E) ¢ a unido disjunta do Boreliano 3(F(E)) e do subconjunto \4-
nulo S(E)\B(F(F)). Em particular, 3(E) é Lebesgue-mensuravel. Deste argumento também
concluimos que

A(B(E) = A (3(E)) = A (E).

3. Seja, por fim, um £ € M, .- tal, que A (E) = oo. Observando que

E = sup(E N [-n,n]%)
neN
e que

7(d)

AN A(EN[-nn]?") <o, neN,

deduzimos do caso anterior (S\(d) (E) < o0) que

B(E)=p <sup(E N [—n, n]d)) = sup B(E N [-n,n]?) € M-

neN neN
Pela o-normalidade de medidas obtemos também que

M) = lim AGEN [na)) = lm X(E N [0l

n—00
7 ()

= N (E)=00.

A ultima proposi¢ao nos permite definir a medida de Lebesgue como medida normalizada invari-
ante a translacdo, de modo anédlogo ao feito para a medida de Lebesgue-Borel:

Corolario 158 (medida de Lebesgue como medida invariante a translacao) Para todo d € N, a

medida de Lebesgue 39 ¢ 4 iinica medida invariante a translagdo em M, - tal, que :\(d)((O, 1]9) =
1.

Demonstragdo:

1. Seja p uma medida invariante 2 translagdo em M, (- tal, que x((0, 1]*) = 1. Entdo a restri¢do
de 1 a o-dlgebra de Borel B(R?) é a medida de Lebesgue-Borel A, Ja que esta ultima € a unica
medida invariante 2 translagdo em B(R?) que atribui contetido unitério ao cubo (0,1]¢ € Zg.
Logo, 1 é uma medida que estende 2D de B (R%) para M, @-.. Como, pelo Coroldrio 131, a

. N . ..
medida de Lebesgue )\( ) ¢ a tnica medida em M, - que estende A, segue a unicidade da
medida invariante e normalizada em M, )-.

2. Por defini¢do da medida de Lebesgue vale :\(d)((O7 1]9) = 1 e, pela dltima proposigdo, A g
invariante a translagdo. Portanto, A a ¢ a inica medida em M, s). com estas duas propriedades.
|

Finalmente, com os resultados deste pardgrafo concluimos:

Corolario 159 Para toda dimensdo d € N, o “problema da medida” enunciado na secdo 1.1 tem
solugdo unica na o-dlgebra M, . dos subconjuntos Lebesgue-mensurdveis.
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1.10.6 O teorema de Steinhaus e a existéncia de conjuntos nao Lebesgue-mensuraveis

A seguir discutiremos uma propriedade de subconjuntos Lebesgue-mensuraveis nao nulos, o teorema
de Steinhaus, assim como uma consequéncia importante desta propriedade, a existéncia de subcon-
juntos de R?, d € N, que ndo sdo Lebesgue-mensurdveis.

Exercicio 160 Seja K C R? um compacto e C C R? um fechado, d € N, tais, que K N C = .
Mostre que
inf{|lz — 2|, : ve K,2"€C}>0.

Teorema 161 (Steinhaus) Seja £ € M., d € N, S\(d)(E) > 0. Entdo existe 6 > 0 tal, que
Bs(0O)CE—-E={r—2 : x,2 € E} CR".
Demonstracdo:

1. Observe-se primeiro que, pelos resultados acima sobre a aproximagao de subconjuntos Lebesgue-
mensurdveis, para um compacto qualquer K € K(R%), X9 (K) > 0, existe um aberto Oy €
Trd, K C Ok, tal, que A (Ok) < 2A@ (K). Pelo dltimo exercicio, existe um nimero positivo
0 > 0 tal, que

o= /], > 9

paratodo x € K, 2’ € O%.

2. Sejam z € K e 7y € R, ||z||, < d. Entdo, z + z¢ € Ok. Deste modo, para todo o € R?,
|zol|, < 0, tem-se que
Kué,,(K)C Ok .

Note-se que 6, (/) é sempre um Boreliano, pois K ¢é Boreliano e ¢,, um movimento. (Com
efeito, 0,,,(K') € um compacto, pois € imagem de um compacto por uma transformagao continua.)

Além disso, vale
AD(64(K)) = N(K)

pela invariancia a translacdo da medida de Lebesgue-Borel. Com isto tem-se que a disigualdade
ANK Ub,,(K)) < AD(K) + AD(0,,(K)) = 2A9(K)
valeria com igualdade se K e 6,,(K) fossem disjuntos. Por outro lado, tem-se
AD(K U b, (K)) < AD(Ok) < 229 (K)
sempre que ||zo||, < d. Deste modo, para todo zg € R?, ||zo||, < 6, vale K N 6,,(K) # 0.
3. Considere-se agora o subconjunto
K-K={r—2 : racK}CR%.

Pela discussdo acima tem-se
Bs(0)C K - K

paraum ¢ > 0. Com efeito, K N 6,,(K) # () implica
0€ K — 0, (K)

e, portanto, aplicando a translagdo 6, aos dois lados desta relacdo de pertenca, vale, neste caso,
que
T € K—-K.
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4. Finalmente, lembrando que a medida de Lebesgue de um subconjunto Lebesgue-mensuravel
arbitrério € o supremo da medida de Lebesgue dos compactos contidos neste subconjunto (isto
¢, que a medida de Lebesgue € “tight””), obtemos o teorema.

Observe-se que a reciproca do teorema de Steinhaus ndo é verdadeira: Sejad = 2 e
E={(z,0) : 2| <1}U{(0,2) : |z] <1} € M @~ .

Entdo S\(d)(E) = 0, mas
Bi(0)CE—E.

Note-se também que se £ € M, € tal, que S\(d)(E) > 0, ndo necessariamente vale Bs(z) C F
paraum 0 > 0 e um z € E: Seja, por exemplo,

E = (0,1)\Q €M, 0. .

¢
Entao )\( )(E) = 1, mas £ ndo contém nenhuma bola aberta.
Uma aplicacdo importante do teorema de Steinhaus é uma demonstracao relativamente simples
da existéncia de subconjuntos de R?, d € N, que ndo sdo Lebesgue-Mensuraveis:

Definicao 162 Dizemos que os vetores x,x' € R% d € N, sdo “Q-equivalentes” se v — 2’ € Q<.
Para todo = € RY, o subconjunto

[2]g = {2’ € R? : 2/ Q-equivalente a x} = {v +2' : 2/ € Q?} CR?
€ chamado “classe de Q-equivaléncia” de x.
Exercicio 163 Mostre que, para todo x,x' € RY,
[zlo =[2"lp ou [z]lgN[z]o=10.

Em particular, como, para todo x € R?, vale z € [x]@ R? ¢ unido disjunta das classes de equi-
valéncia definidas acima.

Defini¢io 164 Dizemos que R C RY é um conjunto de “representantes das classes de Q-equivaléncia”
de R? se, para todo x € R, vale que R N [x]g C R? contém exatamente um elemento.

Dito de outro modo, R C R? é um conjunto de representantes das classes de Q-quivaléncia de R?
se este contém exatamente um elemento de cada classe de Q-equivaléncia de R?. Note que se R C R?
¢ um conjunto de representantes das classes de Q-equivaléncia de R¢, entdo, para todo x, 2’ € R, vale

r=2" ou x—a ¢ Q.

Exercicio 165 Mostre que se R C R? d € N, é um conjunto de representantes das classes de
Q-equivaléncia de R?, entdo tem-se que

R? = sup 0,(R)

zcQd

com 0,(R) N0, (R) = 0 para todo x, 2’ € Q¢, x # .
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Proposicdo 166 Se R C RY, d € N, é um conjunto de representantes das classes de Q-equivaléncia
de R entdo R & M, ..

Demonstragdo: Recorde-se que Q¢, d € N, é um conjunto enumerével. Portanto, pelo exercicio
acima, todo conjunto R C R? de representantes das classes de Q-equivaléncia de R? ndo pode ser
A _nulo, pois, caso contrério, R? teria medida de Lebesgue nula, o que é falso: Observe-se que ja
provamos acima que subconjuntos A _nulos sdo Lebesgue-mensurdveis e movimentos destes sub-
conjuntos sao igualmente conjuntos A _nulos. Portanto, se R for Lebesgue-mensuravel € necessario

que S\(d)(R) > (. Porém, se este fosse o caso, concluiriamos, pelo teorema de Steinhaus, que R — R
contém uma bola aberta de raio positivo, centrada em 0. Em particular 2 — R teria que conter um
elemento ndo nulo de Q¢. Mas isso implicaria que existem dois elementos em R distintos e Q-
equivalentes. Tal fato contradiria a defini¢cao de R e, portanto, a proposi¢ao segue. |

Note-se que o axioma da escolha implica a existéncia de ao menos um conjunto de representantes
das classes de Q-equivaléncia de R?, d € N. Logo tem-se que:

Corolario 167 Existem subconjuntos de RY, d € N, que ndo sdo Lebesgue-mensurdveis.
Vale ainda a seguinte generalizacao da ultima proposi¢ao:

Proposicao 168 Seja (R%, &, 1), d € N, um espago de medida, onde i é uma medida invariante
a translagdo ndo nula tal, que 1((0,1]¢) < oo, e & uma o-dlgebra sobre R? (também invariante &
translagdo) que contém todos os subconjuntos mensurdveis de Lebesgue (isto é, € O M, w-). Se
R C R? é um conjunto de representantes das classes de Q-equivaléncia de RY, entdo tem-se que

Ré€E.
Demonstragao:

1. Note-se que se p € ndo nula e invariante a translagdo entdo y((0,1]¢) > 0. Em particular, até

~ - . . ~(d
uma contante ndo nula, a restri¢do de p a M, )~ € a medida de Lebesgue A" .

2. Seja R C R é um conjunto de representantes das classes de Q-equivaléncia de R?. Observe-se
que € possivel construir, a partir deste, S C (0, 1]¢, um segundo conjunto de representantes das
classes de Q-equivaléncia de R contido em (0, 1]%:

S=J (+0,10)nR-2) .

z€74

3. Suponha-se, por absurdo, que R € €. Entdo também S € &, ja que (0,1]Y € M. C &, a
o-dlgebra £ € invariante a translacdo e a unido acima € enumerdvel. Note-se que, neste caso,
w(S) > 0, pois R é unido contédvel de translagdes de S, S sendo um conjunto de representantes
das classes de Q-equivaléncia de R?, como j4 discutido acima.

4. Por outro lado,

> us) = p(0.(5)) < p((0,2") = X ((0,2)%) < o0,

z€Q?n(0,1]¢ z€Q?N(0,1]4
onde ¢ € (0,00). Recorde-se que 0,(S5) N 0,.(S) = () sempre que = # 2/, x, 2’ € Q% Como

Q7N (0, 1]¢ é um conjunto infinito enumeravel, ter-se-ia que p(.S) = 0 (que contradiz u(S) > 0
do ponto 3.).
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Esta ultima proposi¢ao implica o teorema de Vitali: Suponha que exista uma medida y invariante
a translacdo em 2R com 1((0,1]4) = 1. Entdo, pela tltima proposi¢do, ndo pode existir um conjunto
R C RY de representantes das classes de Q-equivaléncia de R (pois a o-4dlgebra 2R contém todos os
subconjuntos de R9). Mas isso contradiria o axioma da escolha, como vimos acima. Assim:

Teorema 169 (Vitali) Para toda dimensdo d € N, o “problema da medida” enunciado na secdo 1.1
nao tem solugcdo na o-dlgebra 2R de todas as partes de R%.

1.11 Medidas regulares

Discutiremos nesta se¢do a nocdo de regularidade de medidas em o-algebras de Borel e suas con-
sequéncias. Serdo introduzidos trés tipos importantes de espacos métricos, os “o-compactos”, 0s
“poloneses” e os “localmente compactos”, e serdao discutidas propriedades especiais destas classes de
espacgos métricos, no que diz respeito a regularidade de medidas. Os espagos normados de dimensao
finita sdo exemplos simples de espacos pertencentes a estas trés classes. Veremos, entre outras coisas,
que medidas finitas ou, de modo mais geral, finitas em compactos (como as medidas de Stieltjes-
Borel ja estudadas em detalhe), nas o-dlgebras de Borel de espacos métricos destas classes sempre
apresentam regularidade.

Definicao 170 (conteidos regulares) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer e p um contetido
numa dlgebra de conjuntos A C oM que contenha os abertos de M, i.e., T4 C A.

i.) Dizemos que este conteiido é “exteriormente regular” se, para todo E € A, vale

p(E) =inf{u(0) : O €1y, ECO}.

ii.) € dito ser “interiormente regular” se, para todo E € A, tem-se que

u(E) =sup{u(C) : CeC(M,d), CC E}.

iii.) Dizemos que o conteudo | é “normal” se for simultaneamente interiormente e exteriormente
regular.

iv.) pué “tight” se, para todo E € A, vale
p(E) = sup{pu(K) : K € K(M,d), K C E}.

Recorde-se que KC(M,d) denota a familia dos subconjuntos compactos do espaco métrico
(M,d). Em particualy, se i é “tight”, entdo é interiormente regular (jd que todo compacto
em um espago métrico é fechado).

v.) O contelido é dito “regular” se for simultaneamente exteriormente regular, tight e finito em
compactos (isto é, i(K) < oo para todo K € K(M,d).) Em particular, se i é regular, entdo é
normal.

A definicdo acima se refere a conteudos em édlgebras de conjuntos, € ndo em anéis ou seminanéis
mais gerais, porque € necessario que a familia de conjuntos considerada contenha tanto os abertos
quanto os fechados de um dado espaco métrico. Os exemplos mais impotantes para tais algebras sdao
a dlgebra gerada pelos abertos do espaco métrico (M, d) e o-dlgebra de Borel B(M, d).
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Observe-se que nem todo conteddo em (M, d) tem as propriedades de regularidade dadas na
tltima defini¢do: Por exemplo, em geral, a medida de contagem (do Exemplo 61) u(E) = |E|, onde
|E| € [0,00] é o niimero de pontos em E € B(M,d), ndo é exteriormente regular, pois, para um
ponto qualquer p € M, tem-se u({p}) = 1, mas, geralmente, para todo aberto O € 74, p € O, vale
1(O) = oo. Note-se também que, pelos resultados do Pardgrafo 1.10.4, toda medida de Stieltjes-
Lebesgue y}, assim como as correspondentes restri¢des as o-dlgebra de Borel B(R?), d € N, isto
é as medidas de Stieltjes-Borel i, sdo regulares. Reciprocamente, toda medida regular em B(R?),
d € N, é uma medida de Stieltjes-Borel, pois, por defini¢do ¢ finita em compactos.

Na proxima proposi¢do mostraremos que, no caso de contetddos finifos, a normalidade é uma
propriedade mais forte que a o-aditividade:

Proposicao 171 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e 1 um conteiido finito numa dlgebra de

£ &«

conjuntos A C 2M para a qual 74 C A. Se j é “tight” entdo é uma pré-medida.

Demonstragdo: Seja E,, € A, n € N, uma sequéncia mondtona decrescente qualquer, para a qual
inf, ey E, = 0. Pela Proposicéo 75, basta provar que

lim u(E,)=0.

n—o0

Como o contetido € “tight” e finito, para todo € > 0, existe uma sequéncia K,, € K(M,d),n € N,
de compactos tal, que

K,CE, e wk, <uK, +e2™, neN.

Note-se, em particular, que inf,cy F,, = () implica que também inf,cy K,, = 0, jd que inf,cy K,, C
inf,,cn E,. Observe-se que, como a sequéncia F,, € A, n € N, é decrescente, para todo n € N, vale

(Eyn---NENK i N---NK,) = E,N(KyN---NK,)°
= E,N(K{U---UK})
= (En\Kl)U"'U(En\Kn>
C (E1\K;)U---U(E\K,) .

Pelo Lema 359 (aplicado a K; visto como (sub)espaco métrico compacto e a sequéncia de fehados
KN K,,n € N), paran € N grande o suficiente tem-se K; N---N K, = () e, neste caso, vale entdo

E, C(E\Ky)U---U(E\K,) .
Assim, por subadividade de p, para todo € > 0 e n € N grande o suficiente, vale
p(E,) <e2'+... 427" <e.

Consequentemente, a sequéncia (numérica) u(E,) € (0,00), n € N, tende para zero. |

A ultima proposi¢do sugere, entre outras coisas, que a regularidade de conteidos possa ser ex-
plorada na construcdo (por extensao) de medidas a partir de conteudos. Os detalhes desta constru¢ao
serdo apresentados no proximo paragrafo.

No caso de conteudos finitos, a regularidade exterior e a interior sdo propriedades equivalentes:

Lema 172 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e p um conteiido finito numa dlgebra de con-

juntos A C 2™ para a qual T4 C A. O contelido 11 é exteriormente regular se, e somente se, for
inferiormente regular. Em particular, |1 € regular se, e somente se, for “tight”.
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Demonstracdo: Suponha-se que u seja um conteudo finito e interiormente regular. Entdo, para todo
E € A, vale

(M) —p(E) = p(E) =sup{u(C) : C€C(M,d), CC E}
= sup{u(M) —pu(C% : CeC(M,d), C C E}

sup{pu(M) — pu(O) : O €14, E C O}

u(M) +sup{—p(0) : O erq, EC O}

= pu(M)—inf{u(O) : Oerq, ECO}.

Logo, para todo £ € A, tem-se
p(E) =inf{u(0) : O €1y, ECO}
e segue que p € também exteriormente regular. A prova da reciproca € dada por uma adaptacdo
simples deste mesmo argumento. [
Demostraremos na seguinte proposi¢ao que medidas finitas em o-algebras de Borel sdao sempre

normais. Para tanto, o seguinte resultado preliminar ser4 util:

Lema 173 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Todo aberto O € T, é um subconjunto F,, isto
é, € uma unido contdvel de subconjuntos fechados.

Demonstragdo: Paratodo E € 2™ e todo n € N, defina

Co(E) = {peM : d(p,p) >n "' paratodop’ € E}
= {peM : d(p,p) <n ' paraumyp’ € E}°.

Pela primeira igualde vé-se que
Co(E) C(E)=FE

e, pela segunda, que C,,(E) é fechado (sendo o complemento de um aberto). Se E € 2™ for aberto,
entdo, por defini¢cdo de subconjunto aberto, para todo p € F, existe n € N tal, que B,,-1(p) C E. Em
particular, para todo p’ € E°, vale d(p,p') > n~ ! e, portanto, p € C,(E). Deste modo, para todo
O € 714, tem-se que

O =supC,(FE).
neN
Logo, todo aberto de (M, d) é um subconjunto F,. |

Proposicao 174 (medidas finitas sdo normais) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Toda me-
dida finita em B(M, d) é normal.

Demonstracdo: Seja p uma medida finita em B(M, d) e defina a seguinte familia de Borelianos de
M:

R,={E € B(M,d) : inf{u(O): 0 €14, E C O} =sup{u(C):C eC(M,d),C CE}=pu(E)}.

Ou seja, R, € a familia de todos os Borelianos que sdo simultaneamente interiormente e exteriormente
regulares em relacdo a medida .

1. Pela o-normalidade de medidas, o ultimo lema implica que 74 C R,,.
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2. Como u € uma medida finita, tem-se
R,={E € B(M,d) : inf{u(O\E):0 € 74, E C O} =inf{u(E\C):C € C(M,d),C C E} =0} .

Usando a identidade E\E' = E"\E°, E, E' C M, concluimos entdo que, para todo £ € R,
vale £ € R,,. Isto €, a familia € estdvel com relacdo a operagao de complemento.

3. Seja E,, € R, n € N, uma sequéncia qualquer em R,,. Para todo € > 0, tome uma sequéncia
= C(M,d), C¥ C E,,ncN,euma sequéncia 0¥ €14, B, CO¥, neN,tais, que

WOO\E,), (E,\CP) < 271,

Obviamente, para O©) = sup,, . 0% vale sup,,ey Fn € 00,

U (O(a)\ sup En) = [ (SUP O\ sup Eﬁ)

neN neN neN
= (sup (Off)\wp En)> <p <sup (OS)\ER))
neN neN neN
< NE) < S

4. De modo anédlogo, vemos que, para todo N € N, tem-se

u<(E1U'--UEN)\(Cf5)U"'UCJ(VS)D <§'

Pela o-normalidade de medidas, para todo £ > 0, existe um V. € N tal, que

DO ™

neN

1 (supEn) —p(E1U---UEN.) <
Em particular, para o fechado C’{a) U---u C](\Z) vale

i (sup En\(C’l(e) u--- U C’J(\Z)) <e.

neN

Com isto concluimos que sup,,.y £, € R,,. Portanto, R,, C B(M, d) é uma o-dlgebra. Como
Tqa € R, e T4 gera a o-dlgebra B(M, d), tem-se que R, = B(M, d).

Pela tdltima proposic¢ao, em espacos métricos vale a seguinte versdo da Proposi¢dao 155 para me-
didas finitas:

Proposicao 175 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e 1 uma medida finita em B(M,d). Para
todo E € M-, existe um subconjunto de tipo Gs, G(E) € B(M,d), e um de tipo F,, F(E) €
B(M,d), tais, que vale F(E) C E C G(E) e

W(F(E)) = n(G(E)) = u*(E) com p*(G(E)N\E) = " (E\F(E)) = 0.

Em particular, todo E € M+ é a unido disjunta de um conjunto Boreliano (de tipo F,) e um conjunto
p-nulo.
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Demonstragdo: Esta proposicao se demonstra por uma adaptacdo simples da demonstragao da Proposicao
155. |

Da ultima proposi¢do combinada com resultados do Pardgrafo 1.9.1 segue o seguinte corolario:

Corolario 176 Seja (M,d) um espaco métrico qualquer e | uma medida finita em B(M,d). O
completamento do espago de medida (M,B(M,d), i) é o espago de medida (M, M-, ;i*) obtido
pela construgdo de Carathéodory.

Demonstragdo: Exercicio. |

Para melhor visualizac¢do, reunimos na seguinte proposi¢cao os resultos obtidos até aqui a respeito
de contetdos finitos com propriedades de regularidade:

Proposicao 177 (regularidade de contetdos finitos) Seja (M, d) um espco métrico qualquer e [
um contelido finito numa dlgebra de conjuntos A C 2M para a qual 7, C A.

i.) Se p é “tight” entdo 1 é pré-medida (Proposicdo 171).

ii.) As trés seguintes afirmacoes sdo equivalentes: a) |1 é exteriormente regular, b) |1 é interiormente
regular, c) ju € normal. (Lema 172).

£«

iii.) pé “tight” se, e somente se, for regular. (Lema 172).
iv.) Se A= B(M,d) e u é medida entdo 1 é normal. (Proposicdo 174).

v.) Se A= B(M,d) e ju é medida entdo (M, M, i*) (construgdo de Carathéodory) é o comple-
tamento do espago de medida (M, B(M,d), p).

A seguinte classe de espacos métricos € relevante em diversas aplicagdes da teoria da medida.
Nela, entre outras coisas, as no¢des de regularidade interior e de “tightness” sdo equivalentes no caso
o-aditivo. Em particular, pelo dltimo lema, nesta classe, uma pré-medida finita ser regular € o mesmo
que esta ser normal:

£«

Definicao 178 (espacos o-compactos) Dizemos que um espagco métrico (M, d) é “o-compacto” se
existe uma sequéncia de compactos K, € K(M,d), n € N, que recubra M, isto é, sup,,cy K,, = M.

Observe-se que todo espago normado de dimensao finita é o-compacto.

Lema 179 Seja (M, d) um espaco métrico o-compacto, e A C 2M uma algebra sobre M que con-
tenha todos os subconjuntos abertos de M, isto é, T4 C A. (Por exemplo, A = B(M,d).) Uma
pré-medida 1 em A é interiormente regular se, e somente se, for “tight”.

Demonstragao:

1. Que um conteudo “tight” seja interiormente regular € claro, pois todo compacto em um espago
métrico € fechado.

2. Suponha entdo que p seja interiormente regular. Seja uma sequéncia F,, € K(M,d), n € N, tal,
que sup,,cy E, = M. Tal sequéncia existe, pois o espaco métrico (M, d) é o-compacto. Fixe
um F € A, u(E) < oo, arbitrario. Entdo, por hipétese, para todo € > 0, existe um fechado
CE) e C(M,d) C A, C® C E,tal, que u(E\C®) < e. Note-se que, para todo n € N, vale
CON(E,U---UE,) € K(M,d)e

sup(CO N (B U---UE,))=C®.

neN
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Em particular, pela o-normalidade de pré-medidas, tem-se que

lim p(CON (B U---UE,)) = u(C®).

n—o0

Isto implica que
w(E) <e+sup{u(K) : Ke K(M,d), K CE} <e+pE).
Como, € > 0 € arbitrdrio, para todo F € A, u(F) < oo, vale que

w(E) =sup{u(K) : K€ K(M,d), K C E}.

3. Se £ € Aétal, que u(E) = oo, como p € interiormente regular, para todo N € N, existe
um fechado CN) ¢ C(M,d), C™) C E, tal, que u(C™) > N. Pela o-normalidade de
pré-medidas, vale entdo que

lim p(C™M N (B, U---UE,)) > N.

n—oo
Disto segue que, para todo N € N, existe um compacto Ky € K(M,d), Ky C FE, tal, que
u(Ky) > N. Note-se aqui que, para todo N,n € N, CV) N (E,U---UE,) € K(M,d). Logo,
para £ € B(M,d), u(E) = oo, tem-se igualmente que

p(E) =sup{u(K) : K e K(M,d), K CE} =00.

E importante notar que, apesar desta equivaléncia entre “tightness” e regularidade interior néo
valer para as o-adlgebras de Borel de certos espacos métricos (ndo o-compactos), alguns autores nao
distinguem entre as noc¢des “regularidade interior” e “tightness” e somente consideram o caso de
medidas “tight”, dando a estas o nome de medidas “interiormente regulares”.

Observe-se que do ultimo lema segue que, para todo espaco normado de dimensao finita, toda
medida na respectiva o-algebra de Borel é “tight” se, e somente se, for interiormente regular.

A Proposicao 174 combinada com o Lema 179 implica o seguinte importante corolario:

Corolario 180 Seja (M, d) um espago métrico o-compacto qualquer. Toda medida finita em B(M, d)
¢€ regular. Em particular, toda medida finita na o-dlgebra de Borel de um espaco normado de di-
mensdo finita é regular.

A seguir definimos a classe dos espagos métricos “localmente compactos” e mostraremos que
nesta classe o Corolédrio 180 pode ser estendido para medidas que sdo finitas nos compactos destes
espacos (mas nao sao necessariamente finitas).

2

Definicao 181 (espacos localmente compactos) Dizemos que um espagco métrico (M,d) é “local-
mente compacto” se, para todo p € M, existe um ¢ > 0 tal, que a bola fechada B.(p) C M
é compacta. Dizemos que (M,d) é “o-localmente compacto” se for simultaneamente localmente
compacto e o-compacto.

Observe-se que todo espaco normado de dimensao finita € o-localmente compacto. Como efeito,
€ possivel mostrar que um espago normado tem dimensdo finita se, e somente se, for localmente
compacto.

Exercicio 182 Mostre que todo espagco métrico o-compacto é separdvel.
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No caso de um espago métrico o-localmente compacto existe até mesmo uma métrica completa
cuja topologia coincide com a original, ou seja, tais espacos sao casos especias de espacos poloneses.
Este resultado é também bem conhecido e omitimos sua demostragao.

Exercicio 183 Seja (M, d) um espago métrico localmente compacto, A C 2™ uma dlgebra sobre M
contendo todos os abertos de M, e p um conteiido em A finito em compactos, isto é, /(E) < oo para
todo E € K(M,d) C A. Mostre que, para todo compacto E € KC(M,d) C A, existe um aberto
Op 2 E tal, que 1(Op) < oc.

Corolario 184 Seja (M, d) um espago métrico o-localmente compacto e yw uma medida em B(M, d)
finita em compactos. Entdo i é regular. Em particular, toda medida na o-dlgebra de Borel de um
espaco normado de dimensdo finita, que seja finita nos compactos, é regular.

Demonstracdo:

1. Seja y« uma medida qualquer em B(M, d). Para todo E, € B(M,d), definimos a fungio 1, :
B(M,d) — [0, co] por

iy (B) = (BN Ey), E € B(M,d).

E ficil ver que tais fungdes também sdo medidas em B(M,d). Se a medida x é finita em
compactos entdo, para todo compacto K € K(M,d) C B(M,d), puy é uma medida finita.
Como, para todo £ € B(M,d), E C K, vale uyx(E) = p(FE) concluimos, pela Proposi¢ao
174, que se p € finita em compactos, entdo € “tight” em Borelianos que sd@o subconjuntos de
compactos. Recorde-se que subconjuntos fechados de compactos sao compatos.

2. Como, pelo tltimo exercicio, todo Boreliano deste tipo estd contido em um aberto de medida fi-
nita, por um argumento similar vemos que x é também exteriormente regular em todo Boreliano
que € subconjunto de um compacto.

3. Como M é uma unido contdvel de compactos, concluimos do caso particular acima, com argu-
mentos similares aos ja acima usados nesta se¢do (em particular na demonstracdo do Lemma
179), que p € exteriormente regular e “tight” em todo Boreliano. |

Recorde-se que em B(R?), d € N, as medidas finitas em compactos sdo exatamente as medidas
de Stieltjes-Borel. Em particular, o dltimo coroldrio implica que estas sdo exatamente as medidas
regulares em B(R?), o que j& haviamos demonstrado no Pardgrafo 1.10.4.

Em espacos métricos o-compactos vale ainda a seguinte generalizacao da Proposi¢ao 155:

Proposicao 185 Seja (M, d) um espagco métrico o-compacto e p uma medida em B(M, d). p é finita
em compactos e normal entdo, para todo E € M, existe um subconjunto de tipo G5, G(E) €
B(M,d), e um de tipo F,, F(F) € B(M,d), tais, que vale F(E) C E C G(E) e

W(F(E)) = u(G(E)) = u*(E) com p*(G(E)N\E) = u*(E\F(E)) = 0.

Em particular, todo E € M+ é a unido disjunta de um conjunto Boreliano (de tipo F,) e um conjunto
p-nulo.

Demonstragdo: Esta proposi¢ao se demonstra por uma adaptacao simples da demonstragcao da Proposi¢ao
155. |

Da ultima proposi¢ao combinada com resultados do Paragrafo 1.9.1 segue o seguinte corolério:
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Corolario 186 Seja (M, d) um espagco métrico o-compacto e | uma medida em B(M,d), que seja
finita em compactos e normal. O completamento do espaco de medida (M,B(M,d), 1) é o espago
de medida (M, M-, 1i*) obtido pela construgao de Carathéodory.

Demonstragdo: Exercicio. |

Recorde-se que o resultado acima ja havia sido demonstrado (no Pardgrafo 1.9.1) para o caso
especial das medidas de Stieltjes-Borel em B(R?), d € N.

Para melhor visualizacdo, reunimos na seguinte proposicao os resultos obtidos acima a respeito de
medidas com propriedades de regularidade em o-algebras de Borel de espacos métricos o-compactos:

Proposicao 187 (regularidade de medidas em o-algebras de Borel de espacgos o-compactos) Seja
(M, d) um espago métrico o-compacto e | uma medida em B(M, d).

i.) | éinteriormente regular se, e somente se, for “tight”. (Lema 179.)
ii.) p é regular se, e somente se, for normal e finita em compactos. (Lema 179.)
iii.) Se . é uma medida finita entdo é regular. (Coroldrio 180.)

iv.) Se (M, d) é localmente compacto (e, portanto, o-localmente compacto) e i é uma medida finita
em compactos entdo i é regular. (Coroldrio 184).

v.) Se p é uma medida finita em compactos e normal entdo (M, M-, i*) (construgdo de Ca-
rathéodory) é o completamento do espago de medida (M, B(M, d), iv). Em particular, se (M, d)
¢ localmente compacto, (por iv.)) tal propriedade é verdadeira sempre que 1 for finita em com-
pactos.

N3ao s6 em espagos o-compactos todas as medidas finitas nas respectivas o-dlgebras de Borel sdao
regulares. Esta propriedade também € verdadeira para espagos métricos separdveis completos:

Definicao 188 (espacos métricos poloneses) Um espaco métrico é dito ser “um espaco métrico po-
lonés” (ingl.: “polish metric space”) ser for separdvel (isto é, possui um subconjunto enumeravel
denso) e completo.

De modo mais geral, um espaco métrico € dito ser polonés se este € um espaco métrico po-
lonés no sentido acima para alguma métrica, cuja topologia associada seja a topologia original deste
espaco. Por simplicidade e sem perda de generalidade usaremos a defini¢do acima. Com relagdo a
esta observacgao, indicamos as seguintes propriedades de espacos métricos poloneses:

Teorema 189 Seja (M, d) um espagco métrico polonés e M C M um subconjunto qualquer. Se M é
um Gy (isto é, uma intersecdo enumerdvel de abertos), entdo existe uma métrica para M com respeito
a qual M é igualmente polonés e cuja topologia associada coincide com a associada a restri¢cdo da
métrica d original ao subconjunto M C M. Se (M, d) é um espaco o-localmente compacto entdo
existe uma métrica d em M tal, que (M, cZ) é um espago métrico polonés e T; = T,.

O resultado acima é bem conhecido e omitimos a sua demonstragdo. Note-se neste teorema que,
pelo Lema 173, fechados s@o casos especiais de conjuntos do tipo GG5. Pela segunda parte do teorema,
espacos o-localmente compactos podem ser vistos como casos especias de espagos poloneses. Estes
ultimos sdo de grande importancia, por exemplo, na teoria da medida e na teoria das probabilidades.

Proposicao 190 Seja (M, d) um espaco métrico polonés qualquer. Toda medida p finita em B(M, d)
€ regular.
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Demonstracdo:

1. Note-se que, pelo Lema 172, basta provar que toda medida finita em B(M,d) é tight. Por
simplicidade vamos supor que x é normalizada, isto €, (M) = 1.

2. Tome-se qualquer sequéncia p,, € M, n € N, densa em M. Tal sequéncia sempre existe, pois
M é polonés. Devido a densidade da sequéncia, para todo k£ € N, tem-se que

M = U{Bx(pn) : n€N}.
Para todo € € (0, 1) fixo e todo k € N, seja n;, € N tal, que
p(M\U{By/k(pn) : n=1,...,nx}) <e27".
Tais n, € N, & € N, existem devido a o-normalidade de medidas. Seja

Niigigu{ﬁl/’“(pw cn=1,...,n} € B(M,d).

Observe-se que N €, por construcdo, totalmente limitado (ver Definicao 372). Logo, como
(M, d) é completo, pelo Exercicio 374, N é compacto.

3. Note-se também que
L= u(N) = u(M\N) = p(MAN°)
= N(Mﬂ§u§<U{B1/k(pn) tn=1,nk}))
S

= u(sup]\/[ N (U{El/k<pn) tn=1,... ,nk})c)
keN

= p(iugM\U{El/k(pn) cn=1,...,n%})
€

S M\ U{Bii(pa) : n=1,...n}) <> e2F=¢.

keN keN

IN

Portanto, (N) > 1 — e. Observando que, para todo fechado C' C M, C'N N é compacto, pela
normalidade de ;o (Proposi¢cdo 174), disto segue que, para todo € > 0,

W(E) = sup{p(K) : K € K(M,d), K € E} > p(E) -«
e, logo, u € “tight”.
|

Na seguinte proposi¢do mostramos que a regularidade de finitas medidas € preservada por “push-
forwards” através de transformacdes continuas:

Proposicao 191 Sejam (M, dy) e (Ms,dy) dois espacos métricos quaisquer, f : My — My uma
transformagdo continua e p, uma medida finita regular na o-dlgebra de Borel B(My,d;). A medida
(finita) f.(p) na o-dlgebra de Borel B(Ms, ds) é também regular.
Demonstracdo: Seja FEy € B(M,, dy) um Boreliano qualquer. Como p é “tight”, vale
felpn) (En) = sup{py (K1) + Ky € K(My,dy), Ki C f7'(E2)}
Note-se que, para todo K| € K(My,d,), Ky C f~1(E,), vale
F(K) C (TN (EL) CEy e KiCf ' (f(K1)Cf (B .
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Portanto, para todo K; € K(My,dy), Ky C f~Y(Es), vale
pi (Ky) < i (fHF(KD)) = fulpn) (FED) < fulpn) (B2) -
Como f(K;) € K(Ms,ds), pois f é continua (Lema 368), tem-se
fo(pn)(B2) = sup{fi(p)(K2) : K2 € K(Ma,ds) , K2 C En}.

Assim, f.(p;) é uma medida “tight” em B(M,,dy). Como f,(x,) é uma medida finita (pois u, é
finita), pelo Lema 172, f.(x,) € uma medida regular.

Uma outra propriedade importante de medidas regulares é o fato de elas possuirem uma nogao
natural de “espectro” ou “suporte’:

Defini¢ao 192 (espectro de uma medida) Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e w uma medida
na o-dlgebra de Borel B(M,d). Definimos o “espectro” ou “suporte” desta por

supp(p) = {pe M : Jo u(B,(p)) = 0}°
= {peM : Yo u(B,(p) >0} .

Isto é, o espectro da medida ;. € o conjunto dos pontos de M cujas vizinhangas abertas t€m
medida ndo nula. Note-se que isto ndo significa que os pontos no espectro tenham eles mesmos
medida ndo nula: Por exemplo, supp(/\(d)) = R?, d € N, mas, para todo ponto z € RY, vale
A9 ({z}) = 0. Pontos com medida ndo nula sio somente parte do espectro desta. Estes formam
o chamado espectro “puro ponto” da medida, que serd denotado por supp,, (1) € supp(p). Por

exemplo, supppp()\(d)) = 0.

Exercicio 193 Mostre que o espectros de medidas, como definidos acima, sdo sempre subconjuntos
fechados. Em particular, tais espectros sdo Borelianos. Mostre ainda que, para todo medida 1 numa
o-dlgebra de Borel vale a iguadade

supp(u) = N{C € C(M,d) : u(C°) =0} € C(M,d) .

Exercicio 194 Seja F' : R — R uma funcdo mondtona crescente continua a direita. Mostre que o
espectro da medida de Stieltjes |y associada é dado por

supp(pp) ={r € R : F(x+¢)— F(x —¢) > 0paratodoc > 0} .

Mostre também que Supppp(,u ) = Sk, isto é, o espectro puro ponto de |1 é exatamente o conjunto
de todos os pontos de salto da fungdo F'.

Mostraremos na seguinte proposicao que se uma medida € “tight” entdo esta estd concentrada em
seu espectro:

Proposicao 195 Seja (M, d) um espago métrico qualquer e | uma medida na o-dlgebra de Borel
B(M,d). Se esta é “tight” entdo, para todo E € B(M,d), E N supp(p) = 0, vale u(E) = 0. Em
particular vale p(supp(u)®) = 0, jd que supp(p) € B(M, d), sendo um fechado.

Demonstra¢do: Como p é uma medida “tight”, basta provar que p(K) = 0 para todo compacto
K € K(M,d) C B(M,d) tal, que K Nsupp(p) = 0. Paratodo p € M, p ¢ supp(u), sejar, > 0
algum real positivo tal, que (B, (z)) = 0. Note-se que tal r, > 0 sempre existe pela definicdo de
supp(p). Como K Nsupp(p) = 0, tem-se que

K CsupB,,(p) .

peEK
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Como K € compacto e B, (p), p € K, é um recobrimento aberto de K, existe um subconjunto finito
E C K tal, que
K Csup B,,(p) -

peE

Pela subaditividade de medidas concluimos que

u(K) < p (sup Brp(p)> <> B, (p)=0.

peE pek

Por causa da proposi¢ao acima e do Exercicio 193, em certos casos o espectro de uma medida p
numa o-algebra de Borel pode ser visto como o menor conjunto fechado dentro do qual se concen-
tra completamente esta medida. Como provado acima, isto é verdade no caso de medidas “tight”.
Observe-se, porém, que a proposicao nao € geralmente verdadeira no caso de medidas que nio sejam
“tight” (pois, por exemplo, entre os fechados com a referida propriedade pode nao haver um infimo)
e a interpretacdo mencionada pode conduzir a erros, neste caso.

Recorde-se que medidas finitas (finitas em compactos) em o-algebras de Borel de espagos métricos
poloneses (o-localmente compactos) sao sempre regulares. Deste modo, pela ultima proposi¢ao, tem-
se:

Corolario 196 Seja (M, d) um espaco métrico polonés. Para toda medida p finita em B(M, d) tem-
se que C' = supp(u) é o menor fechado C' € C(M,d) tal, que u(C°) = 0. Se (M, d) ndo é somente
polonés, mas também o-localmente compacto, entdo o mesmo também vale para medidas finitas em
compactos (ndo necessariamente finitas).

No seguinte pardgrafo desenvolveremos uma teoria de extensdo de conteidos adaptada ao caso
das medidas regulares.

1.11.1 Medidas como extensoes de contetidos regulares para abertos

Seja p uma medida em B(M, d) arbitraria, onde (M, d) é um espago métrico qualquer. A restri¢do
desta medida ao conjunto 74, C B(M,d) de abertos de (M, d) define uma fungdo 7, — [0, o],
também denotada por p, com as seguintes propriedades:

i) u(®) =o.

ii.) Subaditividade. Para todo O, O’ € 7,4, vale u(O U O') < u(O) + p(O').
iii.) Superaditividade disjunta. Para todo O, 0’ € 74, ONO" = (), vale u(OUO") > u(O) + p(O").
iv.) Monotonicidade. Para todo O, 0" € 74, O C O, vale u(O") < u(0O).

v.) o-subaditividade. Para toda sequéncia O,, € 74, n € N, vale p(sup, ey On) < >, cn #(On).
Note-se aqui que sup,,cy O, € Tq4, pois unides arbitrdrias de abertos sdo abertas.

Se a medida p € finita em compactos, entdo tem-se:

vi.) Paratodo O € 74, O € K(M, d), vale u(O) < oo. Recorde-se que O denota o fecho de O, isto
€, o menor fechado que contém O.

Se . for uma medida “tight” entdo vale:
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vii.) Paratodo O € 7,4, tem-se

u(0) = sup{p(0') : O' €7y, O CO}.

Note-se que as propriedades ii.) e iii) implicam a aditividade de y: Para todo O, O’ € 74, ONO" =
0, vale u(O U O") = u(O) + u(0O’). Observe-se também que i.) vale automaticamente se valerem ii.)
e vi.), e que v.) implica ii.).

Exercicio 197 Prove que se ji é uma medida “tight” entdo vale vii.).
As propriedades listadas acima motivam a seguinte defini¢ao:

Definicao 198 (conteido para abertos) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Uma fung¢do 1 :
T4 — [0,00] € dita ser um “conteiido para abertos” se satisfaz as propriedades i)-iv). Se vale
também v.) entdo . é dita ser uma “pré-medida para abertos”. Dizemos que o contetido para abertos
p: g — [0,00] € “finito em compactos” se valer vi.), que é “normal” se satisfizer a propriedade

2z«

Vil.), e que é “regular” se satisfizer a vi.) e vii.) simultaneamente.

Note-se que no caso dos conteddos em semianéis ambas as propriedades ii.) e iv.) sdo con-
sequéncias da aditividade destes contetidos. Como a topologia 7, em geral ndo constitui um semia-
nel, estas propriedades precisam ser independentemente postuladas.

Discutiremos a seguir o problema da extensdo de um contetido para abertos para uma medida
em na o-algebra Borel correspondente. O tratamento da questdo da unicidade de tal extensdo sera
idéntico ao do problema andlogo para contetidos em semianéis. Quanto ao problema da existéncia da
extensao, adaptaremos o método de Carathéodory, ja discutido em detalhes no caso de semianeis. Em
particular, introduziremos, para qualquer contetido para abertos, uma medida exterior adequada.

Proposicao 199 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer e 1 : 74 — [0,00] um conteiido para
abertos o-finito (isto é, existe uma sequéncia O,, € 74, ;1(O,) < 00, n € N, tal, que sup,,cy O, =
M). Se existe uma medida em B(M, d) que estende yi entdo esta € tinica.

Demonstragdo: Seja i @ 74 — [0, 00] um contetido para abertos e sejam duas medidas i, y1, em
B(M,d) que estendam o contetido y. Como a topogia 74 C 2™ é uma familia de subconjuntos
estavel com relagdo a interse¢d@o, pelo Coroldrio 103, para todo O € 714, u(O) < oo, e todo E €
B(M,d) = o(ra), vale

p(ENO) = py(ENO).

Como p é o-finito, existe uma sequéncia O,, € 74, 1(O,) < oo, n € N, tal, que sup,,cy O, = M.
Pela o-normalidade de medidas, para todo E € B(M, d), tem-se:
p(E) = Tim gy (ENOp)
= lim p,(ENOy,) = py(E) .

n—o0

|
O seguinte exercicio mostra que a ultima proposi¢do sempre se aplica a conteudos para abertos de
espagos espaco métricos o-localmente compactos, que sejam finitos em compactos:

Exercicio 200 Seja (M, d) um espaco métrico o-localmente compacto. Prove que todo contetido
para abertos |1 : T4 — [0, 00| finito em compactos é o-finito.
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E ficil ver que se um contetido para abertos ndo é pré-medida para aberto, isto &, se ndo vale
a propriedade v.) de conteudos para abertos, entdo este ndo pode ser estendido para uma medida.
Para estudar a existéncia de medidas na o-édlgebra de Borel que estendem pré-medidas para abertos,
introduzimos as seguintes medidas exteriores:

Defini¢ao 201 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e i : T4 — [0, 00| um conteiido para abertos.
Defina ji* : 2M — [0, o] por

p(E) =inf{u(0) : O€ry, ECO}, Ec2M.

Note-se que, pela monotonicidade de conteidos para abertos, p* estende u, ou seja, para todo
aberto O € 74, tem-se u*(E) = pu(E). Observe-se ainda que, em contraste com o caso dos contetidos
em semianeis, para um conteido para abertos u genérico, u* pode nao ser uma medida exterior. Isto
nao ocorre se u for o-subaditivo:

Lema 202 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer. Para toda pré-medida para abertos p : T4 —
[0, 00], p* : 2™ — [0, 00] é uma medida exterior.

Demonstracdo:

1. Note-se que a igualdade p*(()) = 0 e a monotonicidade de p* seguem diretamente destas mes-
mas propriedades para u (propriedades i.) e iv.) de contetidos para abertos).

2. Para mostrar a o-subaditividade de ;* considere uma sequéncia arbitraria £, € 2, n € N. Se
p*(E,) = oo para algum n € N a o-subaditividade vale trivialmente. Suporemos entdo que,
para todo n € N, vale u*(E,) < oo. Para todo ¢ > 0, seja uma sequéncia de abertos Off) € T4,
E, CO%Y. neN,tal, que

i (Ey) +e27" > u(0¥), neN.

Tal sequéncia existe pela definicdo de p*. Obviamente, vale sup,,cy £, C sup,,cy 0. Como

SUp,,en oY ¢ T4, concluimos, pela o-subaditividade de pré-medidas (propriedade v.) de
conteddos para abertos), que

W (Sup En) < (sup 05?) <> u(0f)

neN neN neN

< e+ p(E,) .
Como ¢ > 0 € arbitrario, tem-se

p* (SupEn> <> (B

neN neN

O seguinte fato serd explorado mais adiante para mostrar casos em que tais medias exteriores sao
regulares nas o-dgebras de Borel correspondentes:

Exercicio 203 Seja (M, d) um espagco métrico localmente compacto qualquer. Mostre que se a pré-
medida para abertos i : T4 — |0, 00| for finita em compactos entdo também a medida exterior p* é
finita em compactos (no sentido habitual, isto é, i*(E) < oo se E € IC(M, d)).
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Nao se deve concluir do dltimo lema que abertos sejam p*-mensuraveis, ja que p* estende p. Na
proposicao seguinte mostramos que a normalidade da medida para abertos € condicao suficiente para
que estes sejam mensurdveis em relacao a medida exterior correspondente:

Proposicao 204 Seja (M, d) um espago métrico qualquer. Se a pré-medida para abertos | : T4 —
0, 00] € normal entdo todo aberto é p*-mensurdvel. Em particular, neste caso, B(M,d) C M- e a
restri¢do de |1* a o-dlgebra de Borel B(M,d) define uma medida exteriormente regular.

Demonstracdo: Seja uma pré-medida para abertos p : 74 — [0, 0o] normal e seja O € T, arbitrario.
Recorde-se que a p*-mensurabilidade de O se refere a desigualdade

p(E) > i (ENO) +p*(E\O), Ee2™.
Se p*(E) = oo ndo hé nada a demonstrar. Portanto, fixe um E € 2M, ;;*(E) < oo, arbitrdrio.

1. Para todo ¢ > 0, seja um Og) € 74 tal, que £ C OJ(EE) e u*(E)+¢ > M(Og)). Tal aberto
sempre existe, pela defini¢do de p*. Como p € normal, existe ainda um outro aberto Og) € T4,

cujo fecho Og) € tal, que vale Of;) C Og) NOe

wOL) + &> pu(0F no).

2. Note-se que Og) e Og)\ég) sdo subconjuntos abertos disjuntos e condidos em 0}5). Logo,
pela monotonicidade e aditividade de contetidos para abertos, vale que

w(OF) 2 (05 UOE\OF))) = w(OF) +n (05\OF) -

3. Como Og)\O - Og)\ég), ja que ng) - ng) N O C O, tem-se, pela definicdo de p* e
monotonicidade de medidas exteriores, que

pE)+e > p0%) > uOL) + p (055)\055)>
w05 + 1 (0510)

#(05 10) +p (0§1\0) — =
p(ENO)+pu* (E\O) —¢.

v

AVARAY,

Como ¢ > 0 ¢ arbitrério, tem-se, para todo O € 74 fixo que, para todo E € 2™, vale
p(E) Z p(ENO)+p* (E\O) ,
isto &, 74 © M.

4. Pelo teorema de Carathéodory, M- € uma o-algebra e a restri¢do de ;* a esta € uma medida.
Portanto, vale B(M,d) = o(14) C M~ e arestricio de p* a B(M, d) é uma medida.

5. O fato de esta medida ser exteriormente regular decorre imediatamente da definicdo da medida
exterior ¥, notando que esta estende .
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Corolario 205 Seja (M, d) um espago métrico o-localmente compacto. Se a pré-medida para aber-
tos p : T4 — [0,00] é regular entdo a restricdo de p* a o-dlgebra B(M,d) define uma medida
regular.

Demonstragdo: Se a pré-medida para abertos p € regular, pela dltima proposicdo, a restricao de p* a
B(M,d) define uma medida. Como, por defini¢do de pré-medida para abertos regular, y € finita em
compactos entdo, pelo Exercicio 203, p* e, portanto, sua restri¢do a B(M, d) sdo também finitas em
compactos. Logo, pelo Corolario 184, tal medida € regular. |

Combinando o corolario acima com a Proposicao 199, obtemos a seguinte proposi¢ao, que reune
todos os resultados importantes demonstrados neste paragrafo:

Proposicao 206 (existéncia e unicidade de medida que estende pré-medida para abertos) Seja (M, d)
um espagco métrico o-localmente compacto. Se a pré-medida para abertos i : T4 — [0, 00| é regular
entdo esta possui uma extensdo unica para o-dlgebra de Borel B(M,d). Tal extensdo é uma medida
regular.

Recorde-se que espacos normados de dimensao finita sao exemplos de espacos métricos o-localmente
compacto e, portanto, a proposi¢ao acima sempre vale neste caso.

No seguinte pardgrafo discutiremos um procedimento para associar funcionais positivos em espaco
de funcdes continuas a pré-medidas para abertos. As medidas obtidas por extensao destas ultimas para
as o-dlgebras de Borel correspondentes sao conhecidas como “medidas de Radon”.

1.11.2 Medidas de Radon

Definicao 207 (funcionais positivos) Seja M um conjunto ndo vazio qualquer e § um espago veto-
rial real, cujos elementos sdo funcoes M — R. Isto é, § é uma colecdo de tais funcoes que é estdvel
com respeito a adigcdo e a multiplicacdo por escalar real. Dizemos que um funcional linear ® : § —R

£«

é “positivo” se, para toda fungdo positiva f (isto é, f(p) > 0, par todo p € M), valer (f) > 0.

A seguir veremos que tais funcionais positivos ® definem naturalmente fungdes &g, : 24 — [0, o0
que sdo mondtonas, superaditivas em subconjuntos disjuntos e satisfazem &4 () = 0 (propriedades i.),
iii.) e iv.) de contetdos para abertos). Mostraremos que no caso do espaco de fun¢des continuas com
suporte compacto estas definem pré-medidas para abertos que sdo regulares e finitas em compactos.

Em particular, sob condi¢des discutidas no pardgrafo anterior, existe uma Unica medida na o-algebra
Borel que coincide com {4 em abertos, e tal medida € regular.

Defini¢ao 208 (suporte de uma funcio) Seja (M, d) um espaco métrico e f : M — R uma fungdo
qualquer. O conjunto fechado

supp(f) ={p€ M : f(p) # 0} = f7'(R\{0}) € C(M,d)

é chamado o “suporte” da func¢do f. De modo equivalente, supp(f) é o menor fechado fora do qual
a funcdo f ¢ nula.

Lema 209 Seja (M,d) um espago métrico qualquer, § um espaco vetorial de funcoes M — R e
® : §F =R um funcional linear positivo. Seja a funcdo &4 : 2™ — [0, 00| definida por

€5(B) = sup{O(f) : f € §tal, quesupp(f) C Ee f(M) < [0,1]}, Ee2¥.
Esta tem as seguintes propriedades:
i.) £o(0) = 0.

81



ii.) Monotonicidade. Para todo E, E' € 2™, E' C E, vale £4(E') < £4(F).

iii.) Superaditividade disjunta. Para todo E,E' € 2M, ENE' = ), vale £,(E' U E) > £4(E') +
§a(E).

Demonstragdo: Exercicio.

Definicao 210 (espaco de func¢des continuas com suporte compacto) Seja (M, d) um espaco métrico
qualquer. Denota-se por C.(M,d) o espaco vetorial das fungoes M — R continuas com suporte
compacto, isto é,

Co(M,d) ={f: M — R : fécontinuaesupp(f) € K(M,d)} .

Recorde-se que a topologia de um espaco normado X de dimensao finita € independende da
escolha especifica da norma ||-|| deste. Neste caso, portanto, usaremos a nota¢do mais curta C..(X)
para OC(X, d”.”).

Demonstraremos a seguir que, para funcionais lineares positivos ® : C.(M,d) — R, a restri¢ao
de &4 a topologia 7, € sempre uma pré-medida para abertos. Para tanto, nos serviremos dos dois
resultados seguintes, bem conhecidos em Anélise:

Lema 211 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Sejam um compacto K € K(M,d) e um aberto
O € 74 tais, que K C O. Existe uma fungdo continua frx o : M — R tal, que i) para todo p € M,
frxo(p) € 0,1], ii) fxo(p) = 1 se, e somente se, p € K, e iii.) supp(fx o) C O. Em particular,
fr.0(p) = 0 sempre que p ¢ O.

Demonstragdo: Para todo subconjunto ndo vazio £ € 2 defina a fungdo dg : M — [0, 00) por
dg(p) = inf{d(p,p’) : p € E}, pe M.
Para toda constante positiva 6 > 0 defina a fungdo y; : R — [0, 1] por

0 se agg
Xsla) =4 22 -1 se $<a<i .

1 se a >0

E facil ver que estas fungdes sdo continuas. Note-se que como O° é fechado (pois O é aberto), K é
compacto e O° N K = (), vale, pelo Exercicio 160, que

inf{dx(p) : peO°}=inf{do:(p) : p€ K}
= inf{d(p,p) : pe K, p € 0% =dro>0.

Defina, por fim, a fungdo continua fx o : M — [0, 1] por

. Xogo(do:(p))

fro(p) = L+dr(p) peEM.

0K,0

Por construgdo, vale supp(fx,0) € O, pois fx,0(p) = 0 quando do-(p) < =52 > 0. Sep € K, vale
dik(p) = 0e doe(p) > dk,o0 > 0. Portanto, neste caso frxo(p) = 1. Finalmente, se p ¢ K entdo,
novamente pelo Exercicio 160, notando que {p} C M € um subconjunto fechado,

di(p) = inf{d(p/,p") : p e K, p" € {p}}>0.
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Proposicao 212 (existéncia de particoes da unidade subordinadas) Seja (M, d) um espagco métrico
qualquer, seja um compacto ndo vazio K € K(M, d) arbitrdrio e sejam (finitos) abertos O+, ..., O,, €
T4 tais, que K C Oy U --- U O,. Existem funcdes continuas fi,..., f, : M — [0,1] tais, que
supp(fx) C Ok, k=1,...,n, e, paratodo p € K, vale

fip) +- -+ fulp) = 1.

Uma demonstracdo da dltima proposi¢dao pode ser encontrada, por exemplo, no livro “Real and
Complex Analysis” de Walter Rudin.

Proposicao 213 Seja (M, d) um espago métrico qualquer e ® : C.(M,d)—R um funcional linear
positivo. A restrigdo de g a T4 € uma pré-medida para abertos.

Demonstracdo: Seja @ : C.(M,d)—R um funcional linear positivo e denote 4 a restricao de &4, a
74. Pelo Lema 209, jd sabemos que 1i5(0)) = 0, e que 11 € monétono crescente e superaditivo para
subconjuntos disjuntos.

Para provar a o-subaditividade de 14 (propriedade v.) de contetidos para abertos) considere uma
sequéncia arbitraria O,, € 74, n € N, e defina O = sup,,cyy O,, € 74. Seja qualquer f € C.(M,d) tal,
que supp(f) C Oe f(M) C [0,1]. Como supp(f) é compacto, existe um N; € N tal, que

supp(f) CO1U---UOy; .

Sejam fungdes continuas fi,..., fx, : M — [0, 1] tais, que supp(fx) € O, k = 1,..., Ny, e, para
todo p € supp(f), vale
filp) + -+ fn,(p) =1

Tais fungdes existem pela ultima proposi¢do. Em particular, para as fungdes continuas fe = fx [
1,..., Ny, tem-se que supp(fy) € O Nsupp(f) (em particular, supp( fx) é compacto), fr(M) C
0,1, k=1,...,Ny, e

.
Pela linearidade de ® vale
o(f) = @(f)+-- +2(fy,)
< pe(O1) + -+ pg(Ony) < ZM@(On) :

neN
e, portanto, tomando o supremo em relacdo a f, concluimos que
22 (sup On) S Z M@(On)
neN neN

Mostraremos a seguir que no caso de espacos localmente compactos as pré-medidas para abertos
da dltima proposicao sdo regulares:

Proposicao 214 Seja (M, d) um espaco métrico localmente compacto e ® : C.(M,d)—R um funci-
onal linear positivo. A restricdo de &4 a T4 é uma pré-medida para abertos que regular.

Demonstragdo: Ja sabemos, pela ultima proposicdo, que a restri¢cao de {5 a 74 € uma pré-medida para
abertos.
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1. Seja O € 74 tal, que O € K(M,d). Como O é compacto e o espago (M,d) é localmente
compacto, O est4 contido na unidio de finitas bolas abertas, cujos fechos sdo compactos. Seja
U € 74 aunido de tais bolas, e observe-se que OCUeUE€ KC(M,d). Pelo ultimo lema, existe
uma fungdo continua fo : M — |0, 1] tal, que supp(fo) € U (em particular, fo € C.(M,d))
e fo(p) = 1sep € O. Seja qualquer f € C.(M,d) tal, que supp(f) € O e f(M) C [0,1].
Por construgdo, a diferenga fo — f € C.(M, d) é uma fungao positiva. Como ¢ é um funcional
linear positivo, tem-se que ®(fo) > P(f). Deste modo, tomando o supremo em relagdo a f,
vale

1y (0) < @(fo) < o0

e, portanto, [ig € um conteudo para abertos finito em compactos (propriedade vi.) de conteidos
para abertos).

2. Seja O € 7,4 fixo e tome um f € C.(M,d) qualquer tal, que supp(f) € Oe f(M) C [0, 1].
Para todo p € O, sejar, € (0,00) tal, que B, (p) C O e B, (p) € K(M,d). Tais r, existem,
pois O € aberto e o espago métrico (M, d) é localmente compacto. Como supp( f) é compacto,
existe um subconjunto finito £ C supp(f) tal, que

supp(f) C Oy = sup B, (p) C SupErp(p) cCO.
peEE peE

Recorde-se que B, (p) denota a bola fechada de centro p € M e raio r € (0,00), enquanto
B,(p) denota a bola aberta de mesmo centro e raio. Como sup,. ;; B, (p) € compacto, e portanto

fechado, pois Eé finito, tem-se que

5f C sup?rp(p) cCO.
peE

Note-se que O s € compacto, pois € um subconjunto fechado de um compacto. Pelo dltimo lema
(aplicado a supp(f) € KK(M,d) e Oy € 74), existe f € C.(M,d) tal, que vale

supp(f) CO; CO; C O,

f(M) C [0,1] e f(p) = 1 se p € supp(f). Em particular, vale f > f. Note-se que o suporte de

f & compacto, pois estd contido no compacto Oy. Deste modo, tem-se que /iy (O) > B(f) >
¢(f) paraum Oy € 74, Oy C O. Tomando o supremo em relagdo a f concluimos que

116(0) < sup{pg(0) + O' €74, 0 C O} < g (0).
Isto prova a normalidade de 14 (propriedade vii.) de conteudos para abertos).

Logo, pg € regular. |

Combinando a tltima proposi¢cao com a Proposi¢do 206 obtemos o seguinte importante resultado:

Corolario 215 (existéncia e unicidade de medidas de Radon) Seja (M, d) um espaco métrico o-
localmente compacto. Para todo funcional linear positivo ® : C.(M,d)—R, existe uma medida jiq
em B(M, d) vnica tal, que, para todo O € T4, vale

115(0) = sup{®(f) : supp(f) € O e F(M) C [0,1]} .

Tal medida 4 € regular.
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Note-se que ndo se deve concluir que a igualdade neste corolério vale para todo Boreliano £ €
B(M, d), no lugar dos abertos O € 7,4 somente. Recorde-se que espacos normados de dimensio finita
sdo sempre o-localmente compactos e, portanto, o coroldrio sempre vale para estes espagos.

Medidas definidas por funcionais positivos, como no corolério, sdo chamadas “medidas de Ra-
don”. Provaremos mais adiante que, para espagos métricos (M, d) o-localmente compactos, a fungdo
® — 114 define uma bijegdo entre funcionais lineares positivos C.(M, d)—R e medidas regulares na
o-dlgebra de Borel B(M, d) (teorema de Riesz-Markov). Por esta razdo, muitos autores, ao conside-
rarem espacos localmente compactos, definem medidas de Radon como sendo medidas regulares e
usam o mesmo simbolo (aqui ®) para denotar tanto funcionais positivos, quanto as medidas associa-
das.

Como exemplo explicito importante de uma medida de Radon, propomos o seguinte exercicio:

Exercicio 216 Para um d € N arbitrario, defina o funcional linear positivo R : C.(RY)—R por

S‘i(f)i/_oo-~/_oo flxy, ..., xg)dzy---dzg, f € C(RY).

Note-se que a integral de Riemann acima estd sempre bem definida, pois f é continua e tem suporte
compacto. Mostre que a medida de Lebesgue-Borel M9 ¢ a medida de Radon asssociada ao funcional
(de Riemann) ‘R.

Sugestdo: Mostre que a medida de Radon iy, € invariante a translacio.

Neste pardgrafo vimos que funcionais lineares positivos em espagos vetoriais de fun¢des definem,
sob certas condi¢des, medidas tnicas. Veremos no préximo capitulo que, analogamente, medidas
(ou, mais geralmente, conteudos) definem naturalmente funcionais lineares positivos em espagos de
fungdes, por meio da nocao de “integral”.

2 A Integral de Lebesgue

2.1 Funcoées Mensuraveis

Antes de introduzirmos noc¢ao de integral com respeito a um conteudo, neste pardgrafo definiremos e
discutiremos algumas propriedades importantes de fungdes mensurdveis com respeito a dlgebras de
conjuntos gerais. No pardgrafo subsequente serdo definidas e estudadas as integrais de tais funcoes.

Definicao 217 (transformacoes mensuraveis com relacao a algebras de conjuntos) Sejam M, M,
dois conjuntos quaisquer ndo vazios e A, C 2M1, A, C 2M2 jlgebras arbitrdrias sobre estes con-

juntos. Dizemos que a fungdo f : My — My é “Ay-Ai-mensurdvel” se vale f~1(As) € A;. No

caso especial My = R%, d € N, Ay = A(Z2), dizemos que f é “A,-mensurdvel”, se esta for Ay-A; -

mensurdvel. Diremos que f : R — R%, d,, dy € N, é “mensurdvel” se esta for B (Rdl)—mensurcivel,

isto é, se esta for A(Z2?)-B(R%)-mensurdvel. Denotar-se-d por M( Ay, As) o conjunto de todas as

fungoes Az-Ay-mensurdveis. Utilizaremos a notagdo mais curta M (A,) para M( A, Az) no caso

especial My = R, Ay = A(Z}) das fungdes A,-mensurdveis com valores em R.

Recorde-se que A(ZZd) C 2%’ denota a lgebra gerada por Z¢ C 2%’ e que a nogdo de “A,-
Aj-mensurabilidade” ja foi introduzida na Defini¢do 97 para o caso especial das algebras A; e A;
sendo o-dlgebras. Nesta mesma definicdo também haviam sido introduzidas as nogdes de “A;-
mensurabilidade”, A; sendo uma o-algebra, e de “mensurabilidade”, porém com as o-dlgebras de
Borel B(R?), d € N, no lugar das dlgebras de conjuntos A,= A(Z2) ¢ B(R?). Logo, ndo € imedi-
atamente claro que a ultima defini¢do corresponda estas duas nogdes da Definicao 97. Com efeito, o
proximo coroldrio implica que a dltima definicao € uma especificacao da Definicdo 97.

Do Exercicio 30 deduzimos imediatamente o seguinte critério de mensurabilidade:
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Lema 218 Seja A, C 2Mt uma dlgebra sobre o conjunto M, e £ C 22 uma familia qualquer
de subconjuntos de Ms. Uma funcdao [ : My — My é A(Ey)-Ai-mensurdvel se, e somente se,
vale f~1(&) C Ay Em particular, f : M; — R d € N, é A,-mensurdvel se, e somente se,
FUTE) C A e f:REY — R®, dy,dy € N, é mensurdvel se, e somente se, f~(Z?) C B(RY).
De modo andlogo, se A, é uma o-dlgebra entdo f é o(E;)-Ay-mensurdvel se, e somente se, vale

f7H&) € Au
O seguinte corolario € consequéncia direta do tltimo lema:

Corolario 219 Sejam A, C 2Mt e Ay C 2M2 digebras arbitrdrias sobre dois conjuntos M, e M.
Entdo tem-se a inclusdo

M(AL, As) € M(0(A,), 0(As)) -

Se A, é uma o-dlgebra entdo vale
M(AL, Az) = M( Ay, 0(Az)) .

O ultimo corolario mostra que a Defini¢do 217 especifica, de modo natural, a no¢cao de mensura-
bilidade da Definicao 97. Da segunda parte deste corolério, observando que

BRY) = o(Zg) = o(A(Zz)), deN,

segue a equivaléncia das noc¢des de “A;-mensurabilidade” e “mensurabilidade” da Definicdo 97 e
as da Defini¢do 217 para o caso especial em que .4; € uma o-dlgebra (e nao somente algebra de
conjuntos).

Observe-se que se (M;,d;) e (Ms,dy) sdo dois espago métricos quaisquer entdo toda fungdo
continua f : My — M, é A(74,)-A(T4,)-mensurdvel.

Exercicio 220 Sejam conjuntos ndo vazios My, . .., M,, n € N, dlgebras
Ay C2Mo A, C 2Mn

e fungoes fi, : My_1 — My, Ap-Ay_1-mensurdveis, k = 1,...,n. Mostre que a composi¢do
fno- -0 fi: My — M,

é A, -Ag-mensurdvel.

Exercicio 221 seja (M, d) um espagco métrico qualquere f : M — R"™, n € N, uma fun¢do continua.
Mostre que f é A(Ty)-mensurdvel (isto é, A(Z})-A(T4)-mensurdvel).

A seguir introduzimos uma classe importante de fun¢des mensuraveis, a das fungdes ditas “sim-
ples”:

Defini¢ao 222 (fung¢io simples) Seja M um conjunto néo vazio e A C 2™ uma dlgebra sobre M.
A funcao f : M — R é “simples” com respeito a A se, para um N € N, existem constantes
c1,...,cn € Reelementos Fy, ..., Ex € A tais, que

N
f = Z CnXE, -
n=1

Recorde-se x, denota a fungdo caracteristica do subconjunto E,, C M. Denotar-se-d por S(A) o
conjunto de todas as fungdes simples com respeito a dlgebra A.

Se 11 é um conteiido em A dizemos que f : () — R é simples com respeito a A e i se esta fungcdo
é simples com respeito a A no sentido dado acima e existe representacdo como acima para f tal, que
u(E,) < oo, n=1,...,N. Denotar-se-d por S(A, 1) o conjunto de todas as funcées simples com
respeito a A e |i.
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Observacao 223

i.) A representagdo de uma fungdo simples como combinagdo linear de fungées caracteristicas de
elementos da dlgebra em questdo é, em geral, ndo tnica.

ii.) E sempre possivel representar um funcdo simples com relacdo a uma dlgebra de cojuntos como
combinacgdo linear de fungoes caracteristicas de elementos disjuntos desta dlgebra. Dito de
outra forma, f é funcdo simples com respeito a dlgebra A se existem finitos subconjuntos
Ey, ..., Ey € Atais, que f seja constante quando restrita a eles e nula fora da unido destes.

ii.) Claramente, tem-se a inclusio S(A, ) C S(A). Porém, em geral, S(A,n) # S(A): A
fungdo constante f = 1 é simples com respeito a toda dlgebra A C 2M sobre M, pois é a
fungdo caracteristica de M. Porém, para M = R, esta fungdo ndo é simples com respeito a
A = B(R) e a medida de Lebesgue-Borel AL pois ndo hd decomposigao finita da reta real em
Borelianos com medida de Lebesgue-Borel finita. Com efeito, S(A, 1) = S(A) se, e somente
se, | € um contetido finito.

As fungdes simples sdao importantes exemplos de funcdes mensuraveis:

Exercicio 224 Seja M um conjunto néo vazio e A C 2M uma dlgebra sobre M. Mostre que toda
fungdo simples f € S(A) é 2%-A-mensurdvel.

Note-se que o exercicio acima implica que, para toda dlgebra de conjuntos Agr sobre R, tem-se
que S(A) C M(A, Ar). Em particular, tem-se S(A) C M(A).

Dizemos que uma funcdo f : M — R € “limitada” se o conjunto de reais f(M) C
de f) for limitado. f € dita ser uma “fun¢@o positiva” se, para todo p € M, vale f(p) >
mensurdveis limitadas ou positivas sao sempre limites de fungdes simples:

R (imagem
0. Funcgodes

Proposicao 225 (funcoes mensuraveis como limites de simples) Seja M um conjunto ndo vazio,
A C 2M uma dlgebra sobre M e f : M — R uma fungdo A-mensurdvel.

i.) Se f ¢é limitada entdo existem sequéncias de fungées simples, f°, f+ € S(A), n € N, unifor-
memente convergentes para f, isto é,

lim sup [f(p) = f,(p)| = lim sup |fi(p) — f(p)| =0,

n%oopeM OOpEM

tais, que > fzﬂ > f° (a sequéncia [’ é crescente e limitada por cima por f)e f < ffLH <
f¥ (a sequéncia f} é decrescente e limitada por baixo por f).

ii.) Se f é uma fungdo positiva entdo existe sequéncia de fungées simples f> € S(A), n € N,
convergente pontualmente para f, isto é, para todo p € M,

lim f)(p) = f(p),

n—oo
tal, que | > 3, > [

Demonstragao:
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i.) Seja f A-mensurdvel e limitada. Escolha-se um N; € N qualquer tal, que

Ny > sup |f(p)] -

peEM

Defina entiio, para todo n € N, as fun¢des simples f°, ¢ € S(A) por:

Ny2n

fo = D K2k (e o
kZ—NfQ"

Nj2n

foo= X RN e e

k=—Nj2n

Note-se que

FHE(k—1),27"k]) € A,

n,k € N, pois f é A-mensuravel. Por construcio, paratodo p € M en € N, tem-se que
P S B SF< S <5 e 0<f(0) = falp), Fi(0) = F(), filp) — fu(p) <27

ii.) Se f é mensurével e positiva definimos, para todo n € N, a fungdo simples f° € S(A) por:

n2m

Fr = k2T a1y
k=0

De modo anélogo, por construcdo, paratodo p € M en € N, vale

Fap) < fria(p) < f(p)-
Para todo p € M tal, que f(p) < n, tem-se
fo) = falp) <27

Portanto, a sequéncia f°, n € N, converge pontualmente para f (mas, em geral, nio uniforme-
mente).

A seguir discutiremos a estabilidade da mensurabilidade com respeito a operagdes simples com
funcdes:

Definicao 226 (operacoes pontuais com funcoes) Seja M um conjunto ndo vazio qualquer. Defini-
mos as seguintes operagoes e relacoes no espago de funcoes M — R.

i.) Para duas funcoes quaisquer f, f' . M — R definimos a funcédo f + ' : M — R por
[f+ 1) =f)+ f(p), peM.
ii.) Para toda constante o € R e toda funcdo f : M — R definimos a fungdo of : M — R por

[af](p) = alf(p), peM.
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iii.) Para duas funcées quaisquer f, f' . M — R definimos a funcgdo f - f' : M — R por
[f - F1p) = fp)- f'(p), peM.

iv.) Introduzimos uma relagcdo de ordem parcial no espago das fungdoes M — R: Duas duas fungdes
quaisquer f, f' : M — R estdo em relacdo de ordem se, para todo p € M, vale f'(p) < f(p).
Denota-se esta relagcao por ' < f.

v.) Para duas fungédes quaisquer f, f' : M — R definimos a fungdo f N\ f' : M — R por

Lf A f(p) = min{f(p), f'(p)}, peM.

Observe-se que f N f' é a maior funcdo M — R (com respeito a ordem parcial definida em

iv.)) tal, que f N[ < fefNf <[

vi.) Para duas fungéoes quaisquer f, f' : M — R definimos a funcdo fV ' : M — R por

[f Vv fl(p) = max{f(p), f'(p)}, peM.
Observe-se que [V f' é a menor funcdo M — Rtal, que f < fV fle f' < fV f.

Recorde-se que com as operagdes i.) e ii.) acima o conjunto de todas as fun¢gdes M — R forma um
espago vetorial real, com as operacdes i.)-iii.) este espaco forma uma 4lgebra real®, com as operacdes
1.) eii.) e arelacdo de ordem parcial iv.) temos um espaco vetorial parcialmente ordenado. Este
ultimo € um dito “espaco de Riesz”, ou seja, um espago vetorial parcialmente ordenado que forma
um reticulado em relacdo a sua estrutura de ordem parcial. Recorde-se que um conjunto parcialmente
ordenado € um “reticulado” se pares de elementos deste espaco sempre possuem infimo e supremo.
No caso das fungdes tais infimos e supremos sdo dados, respectivamente, pelas operacoes v.) € vi.)
acima.

Definicao 227 (espacos de funcoes) Seja M um conjunto ndo vazio qualquer e § um conjunto de
fungoes M — R. Dizemos que § é um “espaco de funcoes” se este é estdvel com relagdo as operagoes
i.), ii.), v.) e vi.) definidas acima.

Observe-se que espagos de funcdes sao sempre espacos de Riesz com respeito a ordem parcial
1v.), cujos respectivos infimos e supremos de pares de seus elementos sdo dados pelas operacoes v.) e
vi.).

Exercicio 228 Seja M um conjunto ndo vazio, A C 2M uma dlgebra sobre M e p um conteiido
nesta dlgebra. Mostre que S(A) e S(A, i) sdo espagos de fungées (isto é, sdo estdveis com respeito
as operagoes i.), ii.), v.) e vi.) acima) e dlgebras (isto é, sdo estdveis com respeito as operacoes
i.)-iii.) acima).

Apesar de as funcoes simples sempre formarem espacos de funcdes e, portanto, espagos vetoriais,
o mesmo ndo é sempre verdade para o conjunto 2t(.A) de todas as fungdes mensurdveis com relagdo
a A, a depender da escolha desta dlgebra. Veremos a seguir que se .A é uma o-dlgebra entdao 9t(A) é,
de fato, espaco de fungdes e algebra.

2,

Proposi¢io 229 Seja M um conjunto néo vazio e A C 2M uma o-dlgebra sobre M. Entdo 9M(A) é
espaco de fungoes e dlgebra.

>Uma dlgebra real €, por defini¢do, um espaco vetorial real com um produto que é distributivo em relagio a operagio
de soma.
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Demonstragdo: Sejam fy, fo € 9M(A) arbitrarias. Defina as fungdes (f1, fo) : M — R?es: R* - R
por

(fi.f2)(p) = (fi(p), fo(p)), PEM,

s() = w4y, x=(r1,22) ER.

Por construgdo, tem-se f1+ fo = so(f1, fa). Paratodo (ay, by] X (as, by] € Z3, pela A-mensurabilidade
de fi e fo, vale

(fi, f2) 7 ((ar, 1] X (ag, bo]) = f7H((ar, b1]) N fo ((ag, 2]) € A

Logo, pelo Lema 218, (f1, f2) é A-mensurdavel. Como A é uma o-dlgebra, pelo Coroldrio 219,
(f1, fo) é B(R?)-A-mensuravel, Note-se que s é continua e, portanto, (B(R)-B(R?)-)mensurével.
Deste modo, fi + f» € B(R)-A-mensurédvel pois é composi¢io de uma fungdo B(R?)-.A-mensurdvel
com uma fun¢do B(R)-B(R?)-mensurdvel. Isto &, f1 + fo € M(A). Por argumento similar provamos
que também as fungdes fi - fao, fi A fo e fi V fo sdo A-mensurdaveis. Observe-se finalmente que
funcdes constantes sdo fungdes simples e, portanto, mensuraveis. Logo a funcdo af; = a- f1, a« € R,
é A-mensuravel, pois é produto pontual de duas fun¢des A-mensuraveis. |

2.1.1 Estabilidade da mensurabilidade com respeito a limites pontuais

Seja M um conjunto qualquer ndo vazio e f,, n € N, uma sequéncia de fungdes M/ — R tal, que,
paratodop € M,

inf f,(p),sup fu(p) € R.
neN neN

Isto é, para todo p € M, o infimo e o supremo das sequéncias de nimeros reais f,(p), n € N,
sdo finitos. Observe-se que uma condi¢do suficiente para que isto ocorra € que, para todo p € M,
exista o limite lim,, ,, f,(p) € R. Neste caso particular dizemos que a func¢do tem “limite pontual”
e definimos a fung¢ao lim,, ., f, : M — R por:

lim £ () = lim fulp), pe M.

n—oo

Também definimos, a partir da sequéncia de fungdes f,,, n € N, as novas fungdes inf,cy fr, SUP,cn fn
liminf,, . fn, limsup,,_, . f, de M em R por:

w0 = ).

neN

[Supfn- (p) = sup{fu(p)}.

neN ] neN
[hgggf fal (0) = Sgg{;gg {fe()}},

[limsup fn- (p) = ;ILIElI{]{SUP{fk(P)}}a

n—o00 k>n
29 (13

p € M. Estas fun¢des sao chamadas, respectivamente, “infimo”, “supremo”, “limite inferior” e
“limite superior” da sequéncia f,,, n € N. Observe-se que,

inf f,, <liminf f,, <limsup f, <sup f, .
neN n—00

n—00 neN
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Note-se também que

sup f, = — inf(—f,) e limsup f, = —liminf(—f,) .
neN neN n—00 n—00

Observe-se, por fim, que a sequéncia f,, n € N, tem limite pontual se, e somente se,

liminf f,, = limsup f, ,
n—r00 n—00

cm qual caso tem-se:

lim f, = liminf f,, = limsup f, .
n—oo n—oo n—oo

Lema 230 Seja M um conjunto ndo vazio qualquer e sejam f,, n € N, funcdes de M em R tais,
que, para todo p € M, vale inf,cy f.(p) € R (isto é, para todo p € M, a sequéncia numérica f,(p),
n € N, é inferiormente limitada). Entdo, para todo a € R,

[gggfz}]aa,oo>>::gggf;4<[a,oo>>.

Demonstracdo: Se p € [infnen fa] ' ([a,00)) entdo, pela defini¢do do infimo de uma sequéncia
numérica, para todo n € N, f,(p) > a. Isto é, paratodo n € N, vale p € f,*([a,00)). Com
i1sso concluimos que

neN

-1
int ] (00 € i £ o).
Seja agora

p € inf f,7([a,00)) .

Entdo, f,,(p) > a paratodo n € N. Ou seja, inf,cy f,(p) > a e, portanto,

-1
ve|mtn] e,
Isto mostra que

neN

inf f,"(a,00)) brég fn] ().

Exercicio 231 Mostre que vale a igualdade
o ({[a,0) : a € R}) =B(R).

O ultimo lema combinado com este exercicio € o Lema 218 implica a mensurabilidade do infimo
de uma sequéncia de fun¢des mensuriveis:

Coroldrio 232 Seja M um conjunto ndo vazio e A C 2™ uma o-dlgebra sobre M. Seja f,, n € N,
uma sequéncia de fungcdes M — R A-mensurdveis tal, que, para todo p € M, inf,cy fn(p) € R. A
funcdo infimo inf, cy f, € igualmente A-mensurdvel.

Demonstragdo: Exercicio.

Usando as relagdes entre inf,cy fp, SUp,cn fn, liminf, .« f, e limsup,,_, f», discutidas acima,
obtemos o seguinte resultado importante:
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Proposicao 233 Seja A C 2M uma o-dlgebra e f, € M(A), n € N, uma sequéncia de funcoes
tais, que, para todo p € M, inf,cy f,.(p),sup,en fu(p) € R. As fungées inf ey fn, Sup,en fo
liminf, o fn, limsup,,_, fn sdo A-mensurdveis. Em particular, se a sequéncia possui limite pon-
tual entdo este é A-mensurdvel.

Observe-se que, em geral, a proposi¢do acima ndo é vélida se A for somente uma algebra de
conjuntos e ndo uma o-dlgebra. Note-se também que se f; : M — R, ¢ € [, é uma cole¢do ndo
enumerdvel de fungdes tal que, para todo p € M, inf,e; fi(p) e sup,c; fi(p) sdo finitos, podemos
definir, de modo andlogo ao feito acima para sequéncias de fungdes, as fung¢des inf;c; f; e sup;c; fi.
Porém, em geral, estas ndo serdo .A-mensuraveis, mesmo as fun¢des f; o sendo para todo i € I,
mesmo se A for o-adlgebra.

2.1.2 O espaco das funcoes mensuraveis com relacao a uma o-algebra de Borel

Recorde-se que, para um espaco métrico qualquer (M, d), 9M(B(M, d)) denota o espaco (vetorial)
de todas as fung¢des B(M, d)-mensurdveis M — R. Como demonstrado no pardgrafo anterior, este
espaco é estdvel com relagdo a limites pontuais. Veremos neste paragrafo que 9t(B(M, d)) é o menor
espaco vetorial de fungdes M — R que tem esta propriedade e contém todas as funcdes continuas
M — R. Deste modo, a mensurabilidade com respeito as o-algebras Borelianas pode ser completa-
mente caracterizada por uma propriedade estrutural (a de fechamento por limites pontuais) de espacos
vetoriais de funcoes.

Lema 234 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer e § um espaco vetorial cujos elementos sdo
fungcoes M — R. Suponha que este espaco contenha a funcdo constante 1 e que seja estdvel com
relacdo a limites pontuais mondtonos crescentes, isto é, para toda sequéncia crescente de fungoes
fn €8, n €N, que possua limite pontual f, vale f € §. Entdo

Dy = {E € B(M.d) : x;; € §} € B(M,d)
€ um sistema de Dynkin.
Demonstragao:
1. Note-se que M € Ds, pois, por hipdtese, x,, =1 € §.

2. Sejaum E € Dz C B(M,d) qualquer, isto &, seja & € B(M, d) tal, que x5 € §. Entdo, como
$ € um espaco vetorial e 1 € §, tem-se que

Logo, E¢ € Dg, isto é, Dy € estdvel com relagdo a operagdo de complemento de subconjuntos.
Recorde-se que E° € B(M,d), ja que B(M,d) é uma o-dlgebra.

3. Seja uma sequéncia disjunta E,, € Dz, n € N. Observe-se que, para todon € N,

XEU-UE, = XEB, T "1t Xg, € Dy,

pois § € um espago vetorial. Note-se também que a sequéncia de fungdes x g, .05, €
n € N, é monotonicamente crescente e vale

nh—g}o XE1U-UE, = Xsup,cy En *

Como, novamente por hipétese, § € estdvel com relagdo a limites mondtonos crescentes, con-
cluimos que sup,,cy &y, € Ds.
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Portanto, Dz € um sistema de Dynkin. [ |

Exercicio 235 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer, E um subconjunto ndo vazio arbitrdrio de
M, e defina a fungdo continua dg : M — [0, 00) por

dg(p) = inf{d(p,p") : p' € E}.

Para todo n € N, seja a funcdo X%L) : M — [0, 1] definida por:

") 1 se ndge(p) >1
Xp (p) = { ndge(p) se ndpe(p) <1

i.) Mostre que Xgl), n € N, é uma sequéncia monotonicamente crescente de funcoes continuas

limitadas.

ii.) Mostre que se E € T4 (isto é, se I/ é aberto) entdo, para todo p € M, tem-se

lim 7 (p) = xp(p) -

n—o0

Corolario 236 Seja (M,d) um espaco métrico qualquer e § um espago vetorial cujos elementos
sdo funcoes M — R. Suponha que este espaco contenha todas as funcoes M — R continuas
limitadas, e que seja estdvel com relacdo a limites pontuais de sequéncias mondtonas crescentes.

Entdo Dg = B(M, d)

Demonstragdo: Pelo ultimo exercicio, vale 7, C Dz. Notando que a funcdo constante 1 € continua e
limitada, pela tltima proposi¢cao Dz € um sistema de Dynkin e assim tem-se que

d(ta) €Dz C B(M,d) .
Finalmente, como 7, € estavel com relacdo a intersecdo, pela Proposicao 45, vale
§(1q) = o(1q) = B(M, d).
[ |

Proposicao 237 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer e § um espaco vetorial cujos elementos sdo
fungcoes M — R. Suponha que este espaco contenha todas as funcoes M — R continuas limitadas,
e que seja estdvel com relacdo a limites pontuais de sequéncias monotonas crescentes. Entdo vale

§ 2 M(B(M, d)).
Demonstracdo:

1. Pelo dltimo coroldrio, para todo Boreliano £ € B(M,d), vale x € §. Como § é um espago
vetorial, disto segue que S(B(M,d))C 5.

2. Pela Proposi¢do 225.(ii), toda fungdo f € 9M(B(M,d)) positiva é o limite pontual de uma
sequéncia mondtona crescente de fungdes simples. Portanto, § contém toda fun¢do mensuravel
positiva.
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3. Seja agora f € MM(B(M,d)) uma fun¢do mensurdvel qualquer. Como B(M,d) é uma o-
dlgebra, pela Proposi¢do 229, 9 (B(M, d)) é um espago de fun¢des. Em particular,

Mas, por construcao, as fungdes 0 V f e 0V (— f) sdo positivas e, portanto,

OV f,0OV(=f)eTF.

Como vale
=0V f=(0V(=f)),
tem-se f € §, ja que § é um espago vetorial. Deste modo fica provado que 9M(B(M, d)) C F.

Corolario 238 Seja (M, d) um espago métrico qualquer. M(B(M, d)) é o menor espago vetorial de
fungcoes M — R que contém todas as funcoes continuas limitadas e é fechado com relagcdo a limites
pontuais de sequéncias de fungoes.

Demonstracdo: Ja sabemos que 9t(B(M, d)) é fechado com respeito a limites pontuais de sequéncias
e que C,(M;R) C M(B(M,d)), onde Cy,(M;R) denota o conjunto de todas as fungdes M — R
continuas limitadas. Seja § um espaco vetorial de fungdes M — R, C,(M;R)C F, que é fechado
com relagdo a limites pontuais de sequéncias de funcdes (em particular, este € fechado com relagao a
limites monétonos crescentes). Pela ultima proposi¢do tem-se entéo que MM (B(M, d))C §. [

Este ltimo coroldrio fornece uma defini¢do equivalente para os espaco de fun¢des mensurdveis
com relacdo a uma o-4lgebra de Borel, como sendo o espago fechado por limites pontuais de sequéncias
que é “gerados” pelas respectivas fungdes continuas, em perfeita analogia com a defini¢do das o-
algebras Borelianas como sendo o-algebras geradas por topologias.

2.2 As funcoes limitadas integraveis com respeito a um conteudo finito

Neste pardgrafo comecaremos a desenvolver a no¢ao de integral de uma func¢do com respeito a um
conteddo. Em particular, nos limitaremos ao caso das func¢des limitadas e contetdos finitos. O ponto
central a ser estudado aqui € a relacdo entre a propriedade de mensurabilidade de fung¢des e a integra-
bilidade destas, ou seja, a existéncia de integrais para tais fungdes.

A nogdo de integral para uma funcdo simples € canoOnica:

Defini¢iio 239 (integral de fung6es simples) Seja M um conjunto ndo vazio e A C 2M uma dlgebra
qualquer sobre M. Seja p um contetido em A. Para toda fungdo f € S(A, ), isto é,

fZCIXE1+"'+CNXEN7

para Ey,...,Exn € A N € N, tais, que u(E),...,u(Ex) < oo, e constantes cy,...,cy € R,
definimos a quantidade

/f(p)u(dp) = cu(E,) ER.

n=1

Esta é chamada “integral” de f com relagcdo ao contetido .

Exercicio 240 Mostre que | f(p)u(dp) ndo depende da representagdo escolhida para f como combinagdo
linear de funcdes caracteristicas.
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A integral [ f(p)u(dp) é, portanto, bem definida para todo f € S(A, i). A integral como fungéo
de S(A, ) em R possu1 as seguintes propriedades basicas:

Exercicio 241 Seja M um conjunto ndo vazio, A C 2™ uma dlgebra e . um conteiido (aqui, ndo
necessariamente finito) em A. Mostre que as seguintes propriedades sdo vdlidas para a integral

[:S(A p) — R:

i.) Linearidade. f — [ f(p)u(dp) é uma operagao linear em S(A, j1), ou seja, para todo f1, fa €
S(A, pn) etodo o € R, vale

/aﬂmww»=:a/}@mmm

/ (f1 + f2)(p)pu(dp) / fi(p)u(dp) + / f2(p)p(dp)

ii.) Positividade. Para todo f € S(A, ), f >0, vale

/&@mmm>o

Note-se que as propriedades i.) e ii.) acima implicam a monotonicidade da integral, isto €, para
todo par de fungdoes fi, fo € S(A, 1) com f; < fo, tem-se que

/ﬁ@wms/ﬁ@ww

A seguir estenderemos a nocao de integracdo para o caso de funcdes limitadas mais gerais que as
simples.

Definicao 242 (integrais superiores e inferiores de funcoes limitadas) Seja M um conjunto ndo va-
zio, A C 2™ uma dlgebra e ;1 um conteiido finito em A. Para toda fungdo limitada f : M — R,
definimos as seguintes quantidades:

(ﬁf@M®)=lﬁ{/ﬂ  Fesu mfsf@eR
/W@mmm = swf [ Powm fGS()MﬁSf}ER

f : fp)p f f(p)p(dp) s@o chamadas, respectivamente, “integral superior” e “integral supe-
rior” de f

Recorde-se que, para um contetido 1 finito qualquer, vale S(A, 1) = S(A). Para toda funcdo
limitada f : M — R existem f! € S(A), f < fte f> € S(A), f* < f . Por exemplo, tais
fﬁ, f" podem ser escolhidas como fun¢des constantes, que sao sempre simples. Assim, as integrais
superiores e inferiores acima estdo bem definidas para func¢Oes limitadas arbitrarias.

Note-se que, para toda funcdo simples f € S(.A), vale trivialmente

# b
/f@M@ﬁz/f@M@ﬁz/ﬂMM@

Utilizaremos esta propriedade como defini¢do de integral de fun¢des mais gerais que as simples:
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Definicao 243 (funcoes integraveis e integrais com respeito a um conteido) Seja M um conjunto
ndo vazio, A C 2™ uma dlgebra e ;1 um conteiido finito em A. Dizemos que uma funcdo limitada
f: M — R é “integrdvel” com respeito a | se vale

4 b
/ F()uldp) = / Fp)u(dp) = / F()uldp)

Neste caso, a quantidade | f(p)p(dp) € R é chamada “integral” de f com respeito a 1. Denotar-
se-d por Jp(11) o conjunto de todas as funcoes M — R que sdo limitadas e integrdveis com respeito

a .

Exercicio 244 Seja A C 2M uma dlgebra e ;. um conteiido finito em A. Para uma funcdo limitada
f M — R fixa, mostre que as seguintes assercoes sdo equivalentes:

i.) f € integrdvel com respeito a yu.

ii.) Para todo ¢ > 0, existem fungées simples f°, f* € S(A) tais, que f* < f < ffe [ —
£ (p)uldp) < e.

iii.) Existe uma sequéncia crescente de fungées simples f° € S(A), n € N, e uma decrescente
ff € S(A), n €N, tais, que, para todon € N, vale f> < f < f* e tem-se

lim [ (ff = f)(p)u(dp) =0.

n—o0

Combinando a parte iii.) do tltimo exercicio com a Proposi¢ao 225.(i) concluimos:

Coroldrio 245 Seja A C 2M uma dlgebra e ;1 um conteiido finito em A. Entdo vale a inclusdo
My (A) C Tp(p), onde My (A) C M(A) é o subconjunto de todas a fungdes A-mensurdveis limitadas.

Também do dltimo exercicio segue o seguinte fato importante:
Lema 246 Para toda dlgebra A C 2M e conteiido 1 em A finito, J,(1) é um espaco de fungoes.
Demonstragao:

1. Sejam duas fungdes f1, fo € J,(u) quaisquer. Sejam flb’n, f;n € S(A), n € N, sequéncias
crescentes € ff,m f§n € S(A), n € N, sequéncias decrescentes tais, que fkf,n < fi< ff’n,

f2b,n S f2 g fg,ne

lim [ (ff, = /1) (Pu(dp) =0,  lim / (fin = F3.0) P)n(dp) = 0.

n—oo

Tais sequéncias sempre existem, pelo Exercicio 244. Obviamente, pela linearidade da integral
de fun¢des simples, vale

ot bon < fut fo < fl+ fi
ti [+ £ = (o + B )uld) =0.
Assim, pelo mesmo exercicio, tem-se que f; + fo € Jp(p).

2. De modo andlogo mostra-se que, para todo o € R, vale af; € J,(u). Com isto fica demons-
trado que J, (1) € um espaco vetorial real.
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3. Para provar que J,(p) é um espago de fungdes, observe-se que
0 < flﬁm v fg,n - flb,n v f;,n
b b
< (flﬁ,n - fl,n) + <f2ﬂ,n - f2,n) :

Em particular, pela monotonicidade da integral de fun¢des simples, vale

lim [ (ff,V i, — FlnV ) @)p(dp) =0.

n—o0

Note-se aqui que ffm Y fg’n, 12V f5, € S(A), pois S(A) é um espago de fungdes. Como a
sequéncia ffn v f§n € S(A), n € N, é decrescente, a sequéncia f7, V 3, € S(A), n € N,
crescente, € vale

BV B < HV B < faV fa

pelo Exercicio 244, tem-se que f1 V fa € Ty(p).

4. De modo similar mostramos que fi A fo € Jp(p).

A integral definida acima no espago vetorial J,(1), onde 1 é um conteddo finito qualquer sobre
uma algebra, tem as mesma propriedades bdsicas da integral de fun¢des simples:

Exercicio 247 Seja M um conjunto néo vazio, A C 2™ uma dlgebra e ji um contetido em A finito.
Mostre que as seguintes propriedades sdo vdlidas para a integral f cTp(p) = R

i.) Linearidade. f — [ f(p)p(dp) é uma operagdo linear em J,(1), ou seja, para todo fi, fo €
Jp(p) e todo o € R, vale

/aﬂmwwo-a/jwmmm,
Lﬂﬁ+ﬁMW@m /ﬁ@mwny/ﬁ@mwy

ii.) Positividade. Para todo f € J,(u), f > 0, vale
/f(p)u(dp) >0.

Recorde-se que da positividade e linearidade da integral segue sua monotonicidade.

Vimos acima que fun¢des mensuraveis limitadas sdo sempre integraveis com relacdo a um contetido
finito. A reciproca é, porém, em geral falsa. Discutiremos a seguir, de modo mais preciso, a relacido
que ha entre integrabilidade e mensurabilidade para o caso de medidas em o-algebras. Em particular
mostraremos que no caso de espaco de medida completos, para fungdes limitadas e medidas finitas,
as nog¢oes de integrabilidade e mensurabilidade sao equivalentes.

Proposicao 248 Seja A C 2™ uma o-dlgebra ;i uma medida finita em A. Para toda funcdo limitada
integrdvel f € J,(p) existe uma fungdo limitada A-mesurdvel [ € M, (A) tal, que

{peM : f(p) # f(p)}te2

€ um subconjunto p-nulo.
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Demonstracdo: Seja f € J,(u) qualquer. Pelo Exercicio 244, existe uma sequéncia ) € S(A),
n € N, crescente e uma sequéncia f? € S(A), n € N, decrescente tais, que f> < f < fte

lim [ (ff— f)(p)u(dp) =0.

n—o0

1. Em particular, tem-se que, para todo € > 0, vale
Tim g ((ff = f2) 7' ([e.00)) = 0.
2. Paratodo k € N, escolha n;, € N tal, que

p((fh = o) Mk 00)) <27F
e defina

E. =limsup E; =infsup E, € A,
l—o0 leN >

onde

Ee=(ff, — f2) (k' 00) € A.

3. Sep ¢ E, entdo, paraum [ € N e todo k > [, vale

(fhe = Fa)0) < k7"

Ou seja, para tais p ¢ E,
lim (4, ~ £2,)() =0.
b

pois fi — f» > 0. Logo, como a sequéncia (f — f,) é decrescente, para todo p ¢ E, vale
lim (f5 — f2)(p) =0.
n—oo

Como f# > f > f°, disto segue que, para todo p € E¢ , tem-se

lim fi(p) = lim fo(p) = f(p) .

4. Como fﬁ e f;:, n € N, sdo fungdes .A-mensuraveis, pois sdo simples, e A é uma o-dlgebra,
tem-se que lim,, o, f% e lim,,_,~, f* sdo .A-mensuréveis, pela Proposi¢do 233. Note-se aqui que
os limites pontuais lim,, o f% e lim,, .o, f’ existem, pois as sequéncias f e 7, n € N, sio
mondétonas. Obviamente, estes limites sao fungdes limitadas, pois f € uma funcio limitada.
Com isso tem-se que f coincide com uma fungdo .A-mensuravel fora do subconjunto ..

5. Finalmente, para ver que F., tem medida nula observe-se que, paratodo [ € N,

M(SUP Ek> < gu(Ek) <

k>l

o
2—k — 21—l
k=l

Logo, para todo [ € N, vale

1 (Ex) < pb (Sup Ek) < 2!
k>l

e, portanto, i (E,,) = 0.
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Corolario 249 Seja A C 2M uma o-dlgebra ;i uma medida finita em A. Toda funcdo limitada
integrdvel f € Jy(p) é M--mensurdvel. Em particular, se (M, A, i) for um espago de medida
completo entdo tem-se Jy(11) = My (A).

Demonstragdo: Seja f € Jy(11) qualquer. Pela tltima proposi¢do existe um fungio femAe
um E € A, u(F) = 0, tais que f e f coincidem fora de E. Assim, para todo Boreliano E € B(R),
tem-se

FHE) = (FHE)NE)U(fH(B)NE) = (fTHE)NE)U(fH(E)NE).

fTUE)NE € A, pois f € My(A) e E € A e f~'(E) N E é subconjunto y-nulo, pois x(E) = 0.
Estes sdo dois casos de subconjuntos p*-mensurdveis, como ja provado anteriormente. Assim, vale
[~ (E) € M, e afungdo f é, portanto, M ,--mensurdvel. Se (M, A, ;1) for um espago de medida
completo entdo, pelo Exercicio 130, A = M,,-. Logo, neste caso, f é A-mensuravel. [ |

Na seguinte proposi¢do, mostraremos que as fungdes integraveis limitadas com respeito a uma
medida 4 finita em uma o-dlgebra A C 2, sdo exatamente as fungdes limitadas mensurdveis com
respeito a o-algebra M ;- dos subconjuntos p*-mensuraveis. Para tal, usaremos o seguinte resultado
preliminar:

Lema 250 Seja A C 2™ uma o-dlgebra ;i uma medida finita em A. Para todo E € M, existem
EcACM *eNGM disjuntos tais, que 1*(N) = 0 (ou seja, N é p-nulo) e E = EUN

Demonstragdo: Seja ' € M- qualquer. Entdo, pela definicio da medida exterior ;*, para todo
e > 0, existe uma sequéncia E,(f) €A keN, tal que E C EY e

= supey By
> WED) < pr(E) +e.
keN

€

Pela o-subaditividade de medidas, tem-se E C ES € Ae w(E. 6)) < w*(E) + ¢. Defina

EO = inf B/ ¢ A .
o0 neN o0

Por construgdo, vale £ C EQ c Ae M(Eég)) = p*(E). Note-se que o fato de p ser um contetido
finito em uma algebra A C 2™ (com efeito, A € uma o-algebra) implica que a medida exterior p* é
finita, pois 4*(-) < p(M). Em particular, tem-se que x*( XX\ E) = 0, pois

WED) = 1 (B) + ' (EQ\E) .
Aplicando a contrugdo de acima ao complemento de & € M+, obtemos £ C EY e
W (ESONE®) = p* (B\(BS)) = 0.

Assim, para (ES”)e € A, vale (EXV)e C E e p*(E\(EXY)*) = 0. u

Proposi¢io 251 Seja A C 2M uma o-dlgebra e i uma medida finita em A. Entdo vale Jy(j1) =
My (M ).

Demonstragdo: Ja mostramos, no ultimo coroldrio, que J,(p) € 9% (M,-). Para mostrar que
My (M) C Tp(p), seja f € My(M,,+) arbitraria.
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. Pela Proposi¢do 225.(i), existe uma sequéncia decrescente ff € S(M 4+) € uma crescente
f2 € 8(M,-), n € N, de fungdes simples tais, que f7 < f < f% ambas uniformemente
convergentes para f.

. Recorde-se que o fato de i ser uma medida finita implica que a também medida exterior u* é
finita. Em particular vale

ti [ (3= £)0)in) =0,

onde [t nas integrais acima denota a medida obtida pela restricdo da medida exterior y* a o-
dlgebra M,-.

. Paraum n € N fixo qualquer, sejam f£ e f’ representadas como

fio= g o o,
b b b

fn = CiXps T T CNXp,

onde Ef, el Efv € My e E*{, el E}’V € M, sdo duas sequéncias de subconjuntos /i*-
mensuraveis.

. Sejam novas sequéncias de subconjuntos Nf,...,]vjﬂv e N, € M, Ef,...,E?V € A,
Ny ... ,NYyEN,CMy-ekE;, ... Ey e Atais, que, paratodo k = 1,..., N, vale

NINE, = NNE, =0,
NUE - B
MU - E.
Tais sequéncias existem, pelo ultimo lema.
. Sejam N* N’ € A tais, que u(N*) = u(N*) = 0e
NG NLCN', RPN CA.
Note-se que tais Nt N’ € A existem, pela defini¢do de subconjuntos y-nulos.
. Defina as constantes
ch=sup f(p) ER, cj=inf f(p) ER.
pEM peM
Tais constantes estdo bem definidas, pois supusemos que a fungdo f € limitada.
. Defina finalmente, para o mesmo n € N fixo, as novas fun¢des simples fﬁ, fg € S(A) por:
fio = dixge+ CﬁXEg\m +oo CgvXE]uv\m ;
o= dxm+ C?XE?\]W + 4+ CI}VXE]bV\Nb :

Por construcao, tem-se que
Rer<it [ Bawndn = [ - mmd)

. Note-se, que as novas sequéncias de fungdes simples f#, f> € S(A), n € N, ndo sdo necessari-
amente mondtonas. Porém, como

lim [ (ff = £2)(p)u(dp) =0,

n—oo

da parte ii.) do Exercicio 244 concluimos que f é integravel com respeito a .
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2.3 Funcoes integraveis gerais e integral de Lebesgue

Baseando-nos nos resultados que obtivemos no pardgrafo anterior sobre fungdes integraveis com
respeito a uma medida finita, elaboraremos uma nocao mais geral de funcdo integravel que abarcara
1.) funcdes ndo limitadas e ii.) conteudos nao finitos. Comecaremos pela primeira generalizagdo,
isto €, introduziremos uma no¢ao de integrabilidade para fun¢des ndo necessariamente limitadas com
respeito a um conteddo (ainda) finito.

Defini¢iio 252 (integral de fungdes positivas com respeito a um conteiido finito) Seja A C 2 uma
dlgebra e ;1 um contetido finito em A. Seja f : M — R uma fungdo positiva tal, que, para todo L. € R
suficientemente grande, vale L \ f € J,(u), onde L denota na férmula L N\ [ a fun¢do constante
L € R. Definimos, neste caso, a integral de f por:

[ tmtn) = fim [ A @) € 0.00).

Obviamente, toda fungdo positiva em J,(u) tem integral no sentido da dltima defini¢do e esta
coincide com a integral anteriormente definida em J,(1). Note-se que fungdes positivas (ndo limita-
das) podem, pela definicdo acima, ter integral infinita. Se A € uma o-dlgebra e 1 uma medida (finita)
entdo as fungdes positivas para as quais a integral da dltima definicao estd definida sdo exatamente as
fungdes positivas M ,--mensurdveis:

Exercicio 253 Seja A C 2™ uma o-dlgebra p uma medida finita em A e f : M — R uma funcdo
positiva. Mostre que f € IM(M,-) se, e somente se, para um Ly € (0,00) e todo L > Ly, vale
LAfe jb(ﬂ)-

Por meio da no¢do de integral de uma fungdo positiva acima definiremos a seguir a integral de
funcdes gerais.

Definiciio 254 (integral com respeito a um contetdo finito) Seja A C 2M uma dlgebra e 11 um
conteido finito em A. Seja f : M — R uma funcdo tal que, para todo L € R suficientemente
grande vale

LAQOVf),LAOV(=f)) € Tn(n)

/ OV HN@udp) = lm [(LAOV ) @uldp) < oo

L—oo

L—oo

/ OV (~MEudp) = lim [(LA©OV(—)p)uldp) < oo

Neste caso definimos

[ tomtan = [0V pwutan - [0V D)@ e k.

Funcgaées deste tipo sdo ditas “integrdveis” com relagcdo ao contetido (finito) ji. O conjunto de todas
as fun¢des M — R que sdo integrdveis com relagcdo a p é denotado por (). Para toda f € I(u) a
quantidade [ f(p)u(dp) € R é chamada, como antes, “integral de f com relagdo a ju”.

Observe-se que vale J, (1) C J(u) e que a integral definida anteriormente para f € J,(u) coincide
com a da dltima definicdo, neste caso especial.

Lema 255 Seja A C 2™ uma o-dlgebra e ji uma medida finita em A. Entédo J(u) é um subespago
vetorial de IM(M ,+) e um espago de fungaes.
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Demonstracdo:

1. Seja f € J(u) qualquer. Ento, pela definicao de J(u), para todo L € R suficientemete grande
vale
LAQOVf),LAQOV(=f)) € Tn(n) -

Logo, pelo Exercicio 253, tem-se que
OV £,0V (—f) € MM,).

Assim, como vale f = (0V f) — (0V (—f)) e M(M,+) é um espago vetorial (ja que M - é
o-dlgebra), concluimos que f € M(M,,-). Portanto, J(u) C IM(M,,-).

2. Sejam f1, fo € J(p) C M(M,,~) arbitrdrias. Para todo L € R, tem-se
LAQOV(fitf2), LAOV(=(f1 + f2))) € Mp(M,) = Tn(11)
e valem as desigualdades

LAOV(fi+f)) < LAOV+0Vf)),
LAOV(=(fi+f2) < LAOV(=fi)+0V(=f))).

Como, para nimeros positivos a, b, ¢ > 0, vale
min{a, b+ ¢} < min{a, b} + min{a, c}

(note-se que isto ndo é verdade em geral para a, b, c € R), concluimos que, para todo L. > 0,
tem-se

LAQOV(fi+fa) < LAQOVfI)+LAQVf),
LAOV(=(fi+/f2) < LAOV(=fi))+LAOV(=f)).

Disto segue, pela monotonicidade e linearidade da integral em J, (1), que

Jovu+pwun < [0V e+ [0V Rmu) <o,
Jovth+ ey < [0V + [0V (L)@ <o

Logo f1 + fo € J(u).

3. De modo andlogo mostra-se que, para toda f € J(u) e todo o € R, vale aof € T(p). Logo,
J(p) é um subespago vetorial de (M ,-). Observe-se que M (M ,-) é um espago vetorial,
pois é uma o-algebra.

4. Sejam f1, fo € I(p) € M(M,,-) arbitrarias. Como (M ,-) é um espago de funcdes, tem-se
que f1 V fo € M(M,,+). Notando que

OV (fivfy) < (OVA)VOV L) <OV AH)+OVf),
OV(=(fivfe)) = OV({(=f)A(=f2) SOV (=f))AOV(=f2)) <0V (=f1)),

tem-se, por argumento andlogo ao do ponto 2. acima, que

/ OV (A V R)Puldp) < / OV 1) p)u(dp) + / 0V £2)(p)uldp) < oo,
/ OV (~(fi v f2)))p)uldp) < / 0V (1)) (p)u(dp) < oo .

Logo, f1 V fa € J(p).
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5. De modo similar mostra-se que fi A fo € J(u) e, portanto, J(i) é um espago de fungdes.

|

A integral definida acima no espago vetorial J(u), onde ;€ uma medida finita qualquer sobre uma

o-algebra, continua tendo as mesmas propriedades bésicas da integral de fun¢des simples considerada
ateriormente:

Proposicio 256 Seja M um conjunto ndo vazio, A C 2™ uma o-dlgebra e ;1 uma medida finita em
A. As seguintes propriedades sdo vdlidas para a integral f :JI(p) — R:

i.) Linearidade. f — [ f(p)p(dp) é uma operagdo linear em I (1), ou seja, para todo I(j1) e todo

a € R, vale
/ af(p)p(dp) = « / f(p)u(dp)

(ﬂﬁt@®mm:=/ﬁ®wm+/h@w®)

ii.) Positividade. Para todo f € 3(u), f > 0, vale

/}@mmm>

Demonstragao:

1. Se a fungdo f € J(u) € positiva, entéo vale f =0V feOV (—f) =0, e, dirctamente da
defini¢do de integral, segue que [ f(p)u(dp) > 0. Isto é, vale a afirmagdo ii.) da proposigao.

2. De modo um pouco mais geral, para f, f' € J(u), f > f' > 0, quaisquer, vé-se diretamente da

definicao de integral que vale
[ toutn) = [ 1)

3. Sejam f, f' € J(u), f, f' > 0, quaisquer. Pela defini¢do de integral, para todo ¢ > 0 existe
L. € (0,00) tal, que para todo L > L., valem as desigualdades:

‘/ﬂMM@—/@Aﬁ@M@)S
L/ﬂmmwa—/wAfwmmwn <
]/u+fmwmm—/@Au+fmmmm>g

WM wWlm wlm

Pela linearidade da integral em J, (1) tem-se que, para todo L > L., vale

2e

[ stan+ [ rowan - [(@an+@amouan) <%
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4. Como as fungdes [+ f', LA (f+ f)e (LA f)+ (LA ) s@o positivas e vale

LA(f+)<S@ANH+ELA)<f+],
pelo ponto 2., tem-se que

JEAG+ @ < [(Lan+@arNendn < [+

Em particular, para todo L > L., vale
€
[+ Pt - [(@an+@are)| <5,
Deste fato combinado com 3. concluimos que

[ o)+ [ ronan - [+ 1w ﬂ<a

Como ¢ > 0 € arbitrario, vale

[+ Pwmtan) = [ rouan + [ rom

. Seja f € J(u) qualquer e sejam g, ¢', h, h’ € J(u) fungdes positivas tais, que
f=9-g=h-1".

Em particular tem-se que
g+h =h+4¢ >0

e do ponto 4. segue que

/ g(p)(dp) — / ¢ (p)u(dp) = / h(p)u(dp) — / W (p)u(dp)

. Sejam agora f, f € J(u) arbitrdrias, isto é, ndo necessariamente positivas. Entdo, obviamente,
vale

V(f+f) =0V (=(f+ 1))
OVf+O0V )=V (=f)+0V(=f)).

f+f

Pelo ponto 5. tem-se entdo que

/ (f + F)@u(dp) = / OV (f + ) (p)u(dp) — / OV (~(f + ') (p)u(dp)
- / OV £+ 0V ) (p)u(dp) — / OV (—f) +0V () (p)yu(dp)

Assim, pelo ponto 4., vale

Ju+rwutan = [0V e+ [0vrmua
=[OV =m@ntn) = [V (=)@l
= | [ovnwmtan - [ovwaan)
+[ [ovrman - [ovErwuan)

_ /ﬂmmmﬁ+/fwmmm
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7. De modo similar mostra-se que, para toda f € J(u) e todo a € R, vale

/ af(p)u(dp) = a / £ (p)u(dp)

e a afirmacdo i.) fica provada.
|

Defini¢ao 257 (Integral de Lebesgue associada a uma medida finita) Seja (M, A, i) um espago de
medida, onde 11 é uma medida finita. O funcional linear positivo [ : I(p) — R, f— [ f(p)u(dp) é
chamado “integral de Lebesgue” associada a medida (finita) .

A seguir generalizaremos a no¢ao de integral de Lebesgue para o caso de medidas ndo finitas. Por
simplicidade técnica, nos restringiremos aqui ao caso dos espacos de medida o-finitos, este sendo o
caso mais relevante para as aplicacdes da teoria da integracao.

Lema 258 Seja (M, A, 1) um espagco de medida o-finito e sejam duas sequéncias crescentes EY EP €

A, /L(Efll)), ,u(Eff)) < oo, n €N, tais, que
sup BV =sup E® = M |

neN neN

Para todo n € N, defina as medidas finitas ,u%) e u ) em A por

p(E)=wENEY), EeA, k=12

Para toda fungdo f € MM(M,,+) positiva vale

lim [ f(p)ul(dp) = lim [ f(p)u?(dp) € [0,00] .

n—oo n—oo
Demonstragdo: Exercicio. Sugestdo: note-se que, para qualquer fungdo positiva f € (M),
[f (p)u%l) (dp), [ f (p)pg)(dp), n € N, sdo sequéncias numéricas crescentes.

O lema acima motiva a seguinte defini¢do de integrabilidade:

Defini¢cao 259 (integrabilidade com relacido a uma medida o-finita) Seja (M, A, 1) um espago de
medida o-finito e seja uma sequéncia crescente qualquer E, € A, u(E,) < oo, n € N, tal, que
sup,eny n = M (esta sempre existe, por defini¢do de o-finitude). Sejam medidas finitas (i, em
A definidas para esta sequéncia como no iltimo lema. Para uma fungdo f € 9M(M ) positiva
qualquer definimos

[ 1omtdn) = i [ £, ) € 0.00].

Dizemos que uma fungdo f € M(M,,+) (ndo necessariamente positiva) é integrdvel com relagdo a
medida |1 se

/ 0V 1) (p)uldp). / 0V (=) (p)uldp) < o0

Neste caso definimos

/ F(p)u(dp) = / 0V 1) (p)uldp) — / 0V (—f))(p)uldp) € R,

a “integral de Lebesgue de f com relagdo a j1”. Denota-se, como antes, por J(j1) o conjunto de todas
as fungoes f € M(M ,-) que sdo integrdveis com relagdo a medida .

105



Note-se que se [ € S(A, u) entdo a nogdo de integral acima coincide com a jd dada anteriormente
para funcdes simples em relagdo a o-algebra A e a medida p. A integral definida acima para medidas
o-finitas quaisquer tem as mesmas propriedades bésicas da integral para medidas finitas:

Proposicao 260 Seja (M, A, 1) um espago de medida o-finito. J(p) é um espago de funcoes e o
funcional [ :3(p) = R, f— [ f(p) ), € linear e positivo.

Demonstragdo: Exercicio.

Exercicio 261 Seja (M, A, 1) um espaco de medida o-finito. Mostre que, para toda fun¢do [ €
M (M) positiva,

[ 1) @—ww{/f :ﬁG&Aw%féf}Gmwk

Observe-se que a igualdade do exercicio acima € usada por alguns autores como defini¢ao da
integral de Lebesgue de fung¢des positivas.

Exercicio 262 Seja (M, A, i) um espago de medida o-finito, f € J(u) e g : M — R uma fungdo
tal, que
{peM : f(p)#9(p)} €N,

(isto é, o subconjunto acima é yi-nulo). Mostre que g € J(11) e vale

/ g(p)u(dp) = / £ (p)u(p)

Em particular, tem-se g € (M ,+).

Sugestdo: Suponha primeiro que a medida y seja finita e demonstre a afimacgdo para f € J,(p) e g
limitada (isto €, f e g sdo fungdes limitadas). Em seguida derive o caso geral deste caso particular.

Encerramos este pardgrafo com um resultado sobre o comportamento da integral de Lebesgue
com respeito a “pushforwards” de medidas:

Proposicao 263 Seja (M, Ay, i) um espago de medida, (M, As) um espagco mensurdvel, f : My —
R uma funcdo As-mensurdvel qualquer e g : My — My uma funcdo As-Ai-mensurdvel tal, que o
espaco de medida (M, As, g.(1t)) seja o-finito, onde g.(j1) é o “pushforward” da medida . através
da fung¢do g. Em particular (M, Ay, 1) é o-finito. Se f o g € J(u) entdo f € I(g.(n)) e vale

/ F(9) (90 )] (dpa) — / [F o gl )uldpy)

Se f > 0 aigualdade acima é valida independentemente da integrabilidade de f o g.

Demonstragdo: Exercicio. Sugestdo: Siga o seguinte roteiro: i.) Suponha primeiro que a medida x
¢ finita, ii) prove a proposic¢éo para fungdes simples f € S(Az) (e g uma fungdo A-.4;-mensuravel
arbitraria), iii.) prove a proposi¢do para fungdes f limitadas arbitrdrias, iv.) prove a proposi¢do para
funcdes f quaisquer (isto é, f ndo € necessariamente limitada), v.) prove, finalmente, a proposicao
para medidas ;o o-finitas (ndo necessariamente finitas).
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2.4 A o-normalidade da integral de Lebesgue

Vimos no tltimo pardgrafo que fung¢des integraveis num espaco de medida o-finito (M, &£, ;1) sdo men-
surdveis com relagdo a o-dlgebra dos subconjuntos p*-mensurdveis, M. Por sua vezes, também
sabemos que, M« sendo uma o-dlgebra, (M) é estavel com relagdo a limites pontuais de
sequéncias. Deste modo, € natural a questdo referente ao comportamento da integral de Lebesgue
com relacdo a tais limites. Comecgaremos o estudo desta questdo demostrando um resultado central
em teoria da integracdo, referente as integrais de Lebesgue de sequéncias monotonicamente crescen-
tes de funcdes positivas, o “teorema da convergéncia mondtona” de Beppo Levi.

Proposicao 264 (teorema da convergéncia monétona) Seja (M, E, i) um espago de medida o-finito
e fn € M(E), n €N, uma sequéncia de fungdes positivas monotonicamente crescente e convergente
pontualmente. Isto é, para todo p € M, tem-se

lim f,(p) = f(p) <oo.

n—oo

Em particular, f > 0e f € M(E), pois £ é uma o-dlgebra. Entdo vale:

/f — tim [ Ju(p)u(dp) € [0.00]

Demonstragdo:

1. Pela monotonicidade da integral de Lebesgue existe o limite lim,,_,o [ f,.(p)p(dp) € [0, 00] e

vale
[ tomtn) = i [ fuoutap).

Deste modo, devemos provar que

[ st < i [ fuutap).

Se lim,, f fn(p)p(dp) = oo ndo hd nada a provar. Suporemos, portanto, que

lim [ f,(p)u(dp) < oo.

n—o0

2. Seja g € S(&, 1) uma fungdo simples positiva, g < f, qualquer. Fixe uma representacdo desta
funcao simples:
g=CXg T T CNXEy >

ondecy,...,cy € R, N € N,e Ey,..., Ey € £ sdo elementos tais, que

w(Er), ..., u(En) < oo

3. Paratodo ¢ € (0,1) e todo n € N, definimos o subconjunto

E&(g) = {peM : (1—2)g(p) < fulp
= [fu—(1—e)g]7'([0,00)) €& .

Pelas hipéteses, tem-se que Eff) (9) € €,n € N, é uma sequéncia crescente tal, que

lim E((g) = sup B (g) = M .

n—oo neN
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Note-se aqui que f,, — (1 —e)g é £-mensurdvel. Em particular, pela o-normalidade de medidas,
paratodok € 1,..., N, vale

im | X op, 4(dp) = lim p(EF(9) N Ey)

n—00 n—+00
= pu(Ey) —/xEku(dp)-

Disto concluimos, pela monotonicidade e linearidade da integral de Lebesgue, que

(1-¢) / g)i(dp) = (1) / lenxm + -+ exm, ] (D)(dp)

= (1—¢) lim [ClXEﬁf)(g)mEl 4ot CNXE,(LE)(g)ﬁEk] (p)u(dp)

n—o0

= (1—¢) lim XE© (9) [CIXEl +ooet CNXEN} (p)u(dp)

n—oo

= lim [ xpe 0 —e)gp)u(dp) < lim [ fo(p)u(dp) .

n—o0 n—oo

Como ¢ € (0, 1) é arbitrério, segue que, para toda g € S(€, i) positiva, g < f, vale

/ g(p)n(dp) < tim [ fo(p)u(dp) .

n—oo

Finalmente, tomando o supremo em relacdo a g, pelo Exercicio 261, tem-se que

/ f(p)(dp) < lim / Ja(p)u(dp) -

A propriedade afirmada no dltimo teorema, o seja, o fato de a integral de Lebesgue comutar com
limites monotonos crescentes, € chamada “o-normalidade” da integral, como também denominamos
a propriedade andloga de medidas. A seguir demonstraremos duas consequéncias importantes do
teorema da convergéncia mondtona, o lema de Fatou e o teorema da convergéncia dominada de Le-
besgue.

Proposicao 265 (lema de Fatou) Seja (M, E, i) um espaco de medida o-finito e f,, € M(E), n € N,
uma sequéncia de fungées positivas tal, que, para todo p € M, sup,cy fn(p) € R (em particular,
tem-se liminf,,_,. f,(p) € R). Entdo vale a desigualdade

lim inf / Fap)uldp) > / [ nf £, ] (p)pa(dp)

n—o0 n—o0

Demonstragdo: Para todo, n € N, defina g, € M(E) por g, = infy>, fr. Em particular g,,, n € N, é
uma sequéncia monotonicamente crescente e vale

liminf f,, =supg, = lim g, .

Recorde-se que g, liminf, .. f, € M(E), pois £ é uma o-dlgebra. Obviamente, vale

liminf f, >0, 0<g, < fo.

n—oo
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Logo, pelo teorema da convergéncia mondtona e monotonicidade da integral, tem-se que

[ vt 1] Guin) = i [ guohutan)

n— 00 n—0o0
— hmjnf/ n(p)p(dp) < 11m1nf/fn
n—o0 n—00

E importante notar que, em geral, o lema de Fatou ndo € satisfeito com igualdade, isto €, o limite
inferior geralmente ndo comuta com a integral de Lebesgue. Isto pode ser facilmente constatado
com exemplos simples. Observe-se que, uma vez estabelicido o lema de Fatou, seguiria facilmente o
teorema da convergéncia mondtona:

Exercicio 266 Demonstre o teorema da convergéncia mondtona usando o lema de Fatou.

Pelo ultimo exercicio vemos que o lema de Fatou e o teorema da convergéncia monétona sao
equivalentes. O préximo resultado € uma condi¢do suficiente para que limites comutem com a integral
de Lebesgue:

Proposiciao 267 (teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Seja (M, E, 1) um espago de
medida o-finito e f, € I(u), n € N, uma sequéncia de fungdes integrdveis ( ndo necessariamente
positivas). Suponha que exista uma fungdo positiva f € M(E) tal, que [ f(p)u(dp) < oo e, para
todon € N, vale

1fl =0V fo+0V (=fu) < f.

Se a sequéncia f,, n € N, converge pontualmente entdo tem-se que lim,,_,, f, € J(u) e

lim [ fu(p)u(dp) = / Tim £, (p)p(dp) -

n—oo

Demonstragao:

1. Se as hipéteses do teorema sdo validas entdo lim,,_,, f, € M(E) e, pela monotonicidade da
integral, tem-se lim,, ., f, € J(1). Note-se aqui que

Ov(nh_}rgofn)—i_ov(_nh_{&fn):JEEO(O\/fn_FOV(_fn))-

2. Sejam as sequéncias de fung¢des integraveis positivas g, g~ € J(u), n € N, definidas por

g;_:f—i_fnv g;:f_fn

Pelo lema de Fatou, concluimos que

[ [tmint 6] p)utep) < timint [ g2 )nc)

n—oo
3. Logo, notando que

liminf g = f + liminf(&f,) ,
n—oo

n—o0

pela linearidade da integral vale

[ o)+ [ [imint ] Gtn) < [ S@ntap) + it [ g o)),
[t + [ [imint-£)] Gutdn) < [ f@n(n) + tmint [(~1)@nldn),
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do que concluimos que

[ 1 2] ) < tmint [ fu)nca)

[ [t 5] Gtap) < timint [~ ) )ute).

Note-se aqui que vale

lim f, =liminf f,, , lim (—f,) = liminf(—f,) ,
n—00 n—00 n—00

n—oo

pois f,, converge pontualmente.

. Pela linearidade da integral e propriedades simples de limites e limites inferiores e superiores,
tem-se

[ i) @ntan = = [ [1m ] ot
iimint [ (~£))u(dp) = —limswp [ fu(p)n(d)

n—0o0 n—o00

e obtemos que

lim sup / fa(p)p(dp) < / [,}E{}ofn]< )u(dp) <hmmf/ Jnlp

. Como sempre vale
lim inf / fa(p)pa(dp) < limsup / fn(p)pe(dp)
n—o0 n—o0

concluimos que

lim [ fu(p)p(dp) = / [Jl”éo fn} (p)u(dp) -

n—o0

Uma aplicacdo importante do teorema de convergéncia dominada € o resultado, dado no coroléario
abaixo, a respeito da derivada de integrais de Lebesgue: Seja (M, £, ) um espago de medida o-finito
e sejam fungdes integraveis f, € M(E), o € R. Se, para todo p € M fixo, a quantidade f,(p) é
diferencidvel com relacdo a o, hd um critério simples que garante que a func¢do F': R — R,

a) = / fa(p)p(dp)

seja diferencidvel e sua derivada uma integral (de Lebesgue) de derivadas:

Corolario 268 (derivadas de integrais) Suponha que existam a € R, € > 0 e uma fungdo positiva
g € Z(u) tal, que, para todo p € M e todo a € (a — €,a + ¢€), vale

dfa(p)
< .
‘ o | S 9P
Entdo F é diferencidvel em a, %a(') € Z (1) e tem-se a igualdade
dF(a) dfa(p)
= dp) .
o | / o | p(dp)
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Demonstracdo:

1. Seja e, # 0, n € N, uma sequéncia qualquer de ndimeros no intervalo (—¢,¢) tal, que
lim,, .., €, = 0 e defina as fungdes

= = (ase, = ) EM(E), mEN.
Como
o T
e £ é uma o-dlgebra, concuimos que %a(') € M(E).

2. Pelo Teorema do Valor Médio, paratodon € Netodop € M, existeum a(p,n) € (a—e,a+¢)
tal, que

gn(p) = d]:iip)

a=a(p,n)

Logo, pelas hip6teses da proposicao, tem-se.

lgn| =0V g +0V (—g,) < g.

3. Note-se que, pela linearidade da integral,

/ gn(p)(dp) = J farea0)pldp) = [ fa(p)p(dp) _ Fla+en) = Fla)

En En

Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada aplicado a sequéncia de funcdes integraveis
Jn, SEEUE que

dfa(- .
"ZOE> = lim g, € Z(p) ,
. Fla+e,) — Fl(a) dfa(p)
Jim ) - / da |,

4. Como o lado direito da dltima igualdade nao depende da escolha da sequencia ¢,, # 0, n € N,
e, — 0, a fungdo F' é deriviavel em a € R e vale

dF(@) | _ [ dfalp)
da a:a_ / do

p(dp) .

a=a

2.5 Continuidade absoluta de medidas e derivadas de Radon-Nikodym

A seguir discutiremos uma aplicacdo do teorema da convergéncia monétona a constru¢ao de medidas
a partir de “densidades” com relacdo a uma medida dada.

Definicao 269 (especificacao de medida por densidade) Seja (M, E, 1) um espago de medida o-
finito e f : M — R uma fung¢do E-mensurdvel positiva. Defina a fungéo f - i : € —10, 00| por

fon(E) = / (o DPuldp),  Ec€.
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Note-se que, pelo Exercicio 262, se fi, fo : M — R s@o duas fungdes £-mensuraveis positivas que
diferem somente em um subconjunto x-nulo entdo tem-se f; - i = fo - p. O teorema da convergéncia
mondtona implica a o-aditividade de f - yem &:

Proposicao 270 Seja (M, E, i) um espago de medida o-finito e f : M — R uma fun¢do E-mensurdvel
positiva. Entdo (M, E, f - ) é um espago de medida.

Demonstragdo: Seja E;, € £, k € N, uma sequéncia de elementos disjuntos de £. Para todo n € N,
defina a fungdo £-mensuravel positiva g, = f - Xur_ By Note-se que, pela linearidade da integral,
vale -

[onntan) =3 [, Dntn) =3 ().

Defina g, = f - Xsupgen Ex © observe-se que, para todo p € M, vale

lim g,(p) = goo(p) -

n—oo

Esta convergéncia se d4 de maneira monotdnica crescente. Portanto, pelo teorema da convergéncia
monadtona, tem-se

f‘M(SUPEk> = / 9oo(p)p(dp)

keN

= lim [ ga(p)u(dp) = f - u(Ex) .
k=1

n—oo

Com isto fica provada a afirmacao. |

A fun¢do f € chamada “densidade” da medida f - 4 com relagdo a medida . Pelo Exercicio 262,
paratodo E € &, u(E) = 0, tem-se:

fu(E) = / (vp - D) p)uldp) = / 0 ju(dp) = 0.

Isto é, todo subconjunto de medida nula com relacdo a medida p € também de medida nula com
relacdo a medida f - u. Este tipo de situacdo motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 271 (continuidade absoluta de medidas) Seja (M, E) um espaco de mensurdvel e sejam
w, v duas medidas o-finitas neste espaco (isto é, (M,E, ) e (M,E,v) sdo espacos de medida o-
finitos). Dizemos que v é “absolutamente continua” com relacdo a i se, para todo E € & tal, que
w(E) =0, vale v(E) = 0. Neste caso, utilizamos a seguinte nota¢do: v << [i.

O seguinte teorema, um resultado central em teoria da medida, com diversas consequéncias im-
portantes, é a reciproca da relacdo f - u << p observada acima, ou seja, este diz que toda medida
absolutamente continua com relacdo a ;. provém de uma densidade:

Teorema 272 (Radon-Nikodym) Seja (M, E) um espago de mensurdvel e sejam i, v duas medidas
o-finitas neste espaco. Se v é absolutamente continua com relagdo a  (isto é, v << L) entdo existe
uma funcdo E-mensurdvel positiva 37‘: : M — [0, 00) tal, que

dv

T du

.u‘
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3—; ¢ a chamada “derivada de Radon-Nikodym” da medida v com rela¢do a medida p. Note-se

g—; nao ¢ definida de modo univoco, mas somente até um subconjunto p-nulo: Para qualquer fungdo
positiva f que coincida com j—” fora de um subconjunto p-nulo, vale
)

como ja observado apés a definicdo da medida f - p acima.
A seguinte proposi¢do descreve a relacdo que hé entre a integral com respeito a uma medida e a
integral com respeito a uma medida absolutamente continua em relagao a primeira:

Proposicao 273 Seja (M, E) um espaco mensurdvel, 1 e v medidas o-finitas neste espaco, v << i,
e g € J(v). Entdo vale g - g—z €J(u)e

/ 9(p)v(dp) = / g j—:(p)u(dp) |

Em particular, se v = f - para uma fungdo £-mensurdvel positiva entdo tem-se

/g(p)[f-u](dp) = /g(p)V(dp) = /g-f(p)u(dp)-

Demonstragdo: Exercicio. Sugestdo: Siga o seguinte roteiro: i.) Suponha primeiro que a medida u é
finita, ii) prove a proposi¢do para fungdes simples g € S(€) e g—: uma fun¢do £-mensuravel positiva
limitada, porém arbitraria (em particular também » é uma medida finita), iii.) usando o teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue, prove a proposi¢cdo para funcoes g limitadas arbitrarias, ainda
no caso de j—: sendo uma fung¢do limitada, iv.) utilizando o teorema da convergéncia mondtona,
prove a proposi¢ao para fungdes f e S—Z ndo mais necessariamente limitadas, v.) prove, finalmente, a

proposicao para medidas ;. o-finitas (ndo necessariamente finitas).

A ultima proposi¢do permite representar integrais relativas a uma dada medida v com relagdo a
uma segunda medida p e pode ser entendida como um tipo de mudanca de coordenadas na integragcdo
de uma funcio.

2.6 Medidas produto e o teorema de Fubini

Definicao 274 (produto de o-algebras) Sejam &,,...,En, N € N, o-dlgebras sobre My, ..., My,
respectivamente. Seja

ExeenEn = {Eyx o x By i By €&,..., Ey € Ex} C My

Entdo definimos
E1®--REN=0(&x---xEN) C oM x My

a o-dlgebra sobre produto cartesiano M, x --- x My gerada por £, * - - - x Ey C 2M> XMy Eqq
é chamada o-dlgebra “produto” das o-dlgebras Ey, . .. Ey.

Observe-se aqui que o produto & * - - - x Ey ja foi introduzido no Lema 35 e comentério apds este,
no contexto (mais geral) de semianeis. Neste pardgrafo, partindo de medidas sobre as o-algebras
E,,...,Ex construiremos uma medida canOnica sobre a o-dlgebra produto, a “medida produto” das
primeiras. Antes de fazé-lo propriamente, discutiremos algumas caracterizacOes uteis das o-algebras
produto. Recorde-se que, pelo Lema 35, & * - - - * £y € um semianel. Portanto, pelas Proposicdes 45
e 40 temos as seguintes caracteriza¢des do produto £ ® - - - ® En:
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Proposicao 275 (o-algebra produto como familia monétona) Sejam &, ..., En, N € N, o-dlgebras
sobre My, ..., My, respectivamente. Entdo tem-se:

E1 @ @ Ey = 0(E ek Ex) = M(R(E %+ % Ex)) .

[Recorde-se que R(E1 % ---xEx) e 0(Ey * - - - x En) denotam, respectivamente, o anel e o sistema de
Dynkin gerados por £, % - - - x Ex. Por sua vez, M(R(Ey * - - - % Ex)) € familia mondtona gerada pelo
anel R(Ey * - En).]

Demonstragdo: Pela Proposi¢do 45 vale & ® - - @ Ey = §(Ep % -+ x Ex), pois &1 * - -+ x Ey € um
semianel e semianéis sdo estdveis com relagdo a intersecdo. Como M; X --- X My € & * -+ - x &y,
a o-dlgebra & ® - - - ® Ey coincide com o g-anel gerado por & * - - - x Ex (que também é gerado por
R(& * -+ - * En)). Portanto, pela Proposigdo 40 vale

EQ-REN=0(E % *EN)=0(R(E1 %+ xEN)) = M(R(Ey x---xEN)) .
[ |
Lema 276 Sejam &, ..., En, N € N, o-dlgebras sobre M, . .., My e sejam familias E.C&,....EnC
En tais, que vale My € E1,..., My € Ex e
a(fjl) =&,... ,J(EN) =&y.
Entdo a familia
{Byx---XEy:FE €&, ..., ExycEn} CE x--xEy C2MxxMy
gera a o-dlgebra produto £, @ - - - R Ep.
Demonstragdo: Exercicio.

Lema 277

i.) O produto de o-dlgebras é uma operacdo associativa: Se Ey, E5 e E3 sdo o-dlgebras sobre M,
M, e Ms, respectivamente, entdo tem-se

(51®52)®53 :51®(€2®€3) =& RE®E
[Aqui os produtos cartesianos (My x Ms) x Ms, My x (My x Ms), My x My x Ms sdo

canonicamente identificados. |

ii.) As o-dlgebras de Borel B(R?), d € N, sdo estdveis com relagdo ao produto de o-dlgebras, no
seguinte sentido:
BRM) @ B(R%) = B(R®T42), dy,dy €N .
Demonstragdo: Exercicio.
No seguinte exercicio introduzimos uma no¢ao de produto para conteidos em semianéis:
Exercicio 278 Sejam Hi,...,Hy, N € N, semianéis e j1, : Hi — [0,00],..., up : Hy — [0, 0]

conteiidos. Defina
:ul**:uNHl**HN% [0,00]

por
Hl*"'*ﬂN(ElX"'XEN):/Ll(El)"',UN(EN)a EleHl,...,ENGHN,

onde, por convengdo
0-00,00-0=0.

Mostre que (1, *- - - |1y € um contetido. Mostre também que este é o-finito se os conteudos i, . . ., [Ly
forem o-finitos.
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Sugestdo: Prove primeiro o caso especial N = 2 e deste deduza, em seguida, o caso geral, por um
argumento de indugdo.

Mostraremos a seguir, por meio do teorema da convergéncia mondtona, que se (i, ..., i forem

medidas em o-dlgebras entdo o “contetido produto” i, * - - - * p, € uma pré-medida:

Proposicao 279 Sejam (M1,E1,111),- .-, (My,En, pin), N € N, espacos de medida. Entdo i, *
Ly , como definido no ultimo exercicio, é uma pré-medida no semianel £; * - - - x En.

Demonstracdo: Sem restricao a generalidade, consideraremos somente o caso N = 2, pois 0 argu-
mento apresentado aqui se estende de maneira simples para qualquer NV € N.

1. Sejam sequéncias E ) ¢ 51, ) ¢ &, n € N, tais, que E(l) Eff), n € N, € uma sequéncia
disjunta de subconjuntos de M1 x My e, para algum F; € &, E5 € & vale

sup BV x E® = Ey x E, .

neN
Temos que provar que

Zﬂl * (B x EY) = Z/h s (EP)

neN neN

= iy * fo(E1 X Ey) = py (E1)pg(Ey) .

Note-se que se i * ,uz(Ey(Ll) X Eq(f)) = oo para algum n € N, entdo esta igualdade vale
trivialmente. Suporemos, portanto, que, para todo n € N, p; * uQ(E,(LU X E,(?)) < 00.

2. Observe-se que, para tais sequéncias ET(LI) € &, ET(?) € &, n e N, tem-se
X (P)XE, (P2) = Y X (P)X @ (p2) , (p1,p2) € My x My .
neN

Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona para a integral com respeito a fiy, para todo
p1 € M, fixo, vale

pa(E2)xp, (p1) = / XE, (P1)XE, (P2) 112 (dp2) = / D xa ()X g (p2)pa(dp2)

neN

= > / X (P1)X s (P2)pa(dpa) = > 1o (EP ) x s (p1) -

neN neN
Note-se aqui que, para qualquer p; € M, fixo, a sequéncia de fun¢des

N
Y xpoP)xze(), NeN,

n=1
em M, é crescente e converge (pontualmente) para x z, (p1)X g, (+)-

3. Novamente pelo teorema da convergéncia monotona, agora para a integral com respeito a jiq,
obtemos

i (Bpp(Ey) = / s (E)x, (p) iy (dpy)

N / D na(EP)x g (p)p (dpr) = D py (B ) o (EP) .

neN neN
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Se (M, &1, p49), ..., (My,En, puy) forem espacos de medida o-finitos entdo iy * -« % uy € a
restri¢ao de uma medida unica na o-algebra produto £ ® - -+ ® En:

Corolario 280 (existéncia e unicidade da medida produto) Sejam espacos de medida o-finitos
(Mlaglvlul)a'"a(MNagNnuN)7 NeN.

Entdo existe uma medida j1, Q- - - Qpuy em (Myx -+ X, My, E1®- - -REN) definida de modo univoco
pela condigdo

M1®"'®NN(E1 ary XEN>:,U1(E1)"'MN(EN)7 Eieé&,...,Exn€éy,
com a convengdo () - 0o = 0o - 0 = 0. Tal medida é o-finita.

Demonstragdo: Pelo tltimo exercicio, fi; * - - - * y,, € um contetido o-finito em um semianel e pela
ultima proposi¢ao este ¢ uma pré-medida. Logo, pelo Corolario 121 segue a afirmacao. [

Exercicio 281 Sejam trés espagos de medida o-finitos (M, E1, ), (Ma, Ea, 11y), (Ms, Es, 115) quais-
quer. Mostre que vale

(11 ® o) ® pg = pq @ (g @ fi3) = iy ® iy @ piz -

A seguir enunciaremos um resultado importante, conhecido como o teorema de Fubini, sobre o
comportamento da integral de Lebesgue com respeito ao produto de medidas do dltimo coroldrio.
Antes de fazé-lo € necessaria alguma preparacdo: Para fungdes f : M; x My — R defina, para todo
p1 € M, etodo py € Mo, as fungdes f,, : My — Re fP2: M; — R:

Ip (p2) = [P2(p1) = f(p1,p2) -

Exercicio 282 Sejam (M, &) e (Ms, &) espagos mensurdveis e f : M; x My — R uma fungdo
(&1 ® &)-mensurdvel. Mostre que, para todo py € M, e todo py € Ms, f,, € uma fungdo E-
mensurdvel e fP? uma funcdo £ -mensurdvel.

Sugestdo: Para todo p; € M, e todo ps € My, note-se que f,, = f o, e fP? = f o2, onde as
fungdes ¢y, : My — My x My e 2 : My — M, x My sdo definidas por

tpy (P2) = 72 (p1) = (p1, p2) -

Teorema 283 (Fubini) Sejam espacos de medida o-finitos (M, E1, 1), (Ma, Es,11y) e seja [ €
J(py ® py). As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

i.) Para py € M fora de um subconjunto ji,-nulo, f,, € J(u,).
ii.) Para ps € M, fora de um subconjunto ji,-nulo, P> € J(u,).
iii.) Defina a funcdo Fy : M, — R por

Fi(py) = /fpl(m)ug(dpz)

se fp, € I(1y) e Fi(p1) = 0 sendo. De modo andlogo, defina Fy : My — R por

Fy(ps) = / S72(p1) ey (dpr)

se fP2 € J(uy) e Fy(pe) = 0 sendo. Entdo Fy € I(py), Fy € I(py) e vale

/f(pl,pz) fy @ po(d(pr, pa)) = /Fl(pl)ul(dpl) = [ Fy(p2)po(dpa) -
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O teorema de Fubini afirma que se a fungdo f € integravel com relagdo a iy ® pu, entdo pode-
mos integrar as varidveis pq, p, separadamente e em qualquer ordem, obtendo assim a integral de f.
Existem casos onde as integrais parciais F7 e F; existem e sdo integraveis, porém,

/ Py (p)a(dpr) # / Fy(p2)pa(dlps)

Nestes, pelo teorema de Fubini, a fungdo f ndo é integravel com relagdo a y; ® p,. O seguinte
exemplo ilustra tal fato:

Exemplo 284 Sejam (M, &y, j1,), (Ma, &, 1y) = (R, B(R), \V) e defina a funcdo (£, )-mensurdvel
fz1,29) = X(0,1] ($1>X(1,oo)($2)(e_r1m2 - 26_2x1x2> , (w1,m2) € R?.

Observe-se que, para todo 1 € R e todo x5 € R, as fungoes f,, : R = Re f*» : R = R sdo
integrdveis. Defina, portanto, as fungoes Fy : R — Re F5 : R — R,

Fi(x) = /fm(xz)m(d@) =X(o,1](96’1)/1 (e7™1%2 — 2e72M172)duy

e %1 e—2LI:1

= X(o,u(ifl)x—l >0,

1
Fy(zg) = /f“(ml)m(dl’l) _X(1,oo)($2)/0 (e7™1%2 — 2e72M12) i

—2x9 —x2
€ — €
= el <0,

As fungoes Fy e Fs sdo também integrdveis, porém vale

[ Rz > 0
enquanto

/FQ(I’Q)[I,Q(dZEQ) <0.
Portanto,

[ R (ae) # [ Fuamp (o).

Note-se que no exemplo acima, por comodidade, escrevemos integrais de Lebesgue com respeito a
medida de Lebesgue-Borel como integrais de Riemann, para o caso especial de funcdes exponenciais.
Demonstraremos mais adiante que o fato de integrais com respeito a medida de Lebesgue-Borel serem
integrais de Riemann também € verdadeiro para qualquer fungao continua com suporte compacto, em
qualquer dimensao.

Por fim, enunciamos a seguir o teorema de Tonelli, uma espécie de reciproca do teorema de
Fubini, isto é, um resultado que relaciona a ndo integrabilidade com respeito a uma medida produto a
divergéncia das integrais iteradas correspondentes.

Teorema 285 (teorema de Tonelli) Sejam espacos de medida o-finitos (M, &1, 11y), (Ma, Es, 11y) €
seja f € M(E; ® &) positiva. As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

i)
E£Oo) = {pl €M : /fp1(P2)M2(dp2> = OO} €&
e /Ll(EYX))) > (0 somente se

/f(plapZ)/h ® pa(d(p1,p2)) = 00 .
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@@ﬁ{mewa:/fwmmmmazm}e&

e 1y (ES®) > 0 somente se

/f(pl,pz)ul ® fpip(d(p1, p2)) = 00

iii.) Se Efoo) €& e M(Ef”)) = 0 entdo F, € M(&,) (onde a fungdo positiva F é definida como
acima) e vale

/&mmmm@uamm»—/ﬂ@mmwnemmy

iv.) Se Eéoo) €&e ,ul(Eéoo)) = 0 entdo F, € M(E,y) (onde a fungdo positiva F é definida como
acima) e vale

/ﬂmmﬁu®%@@mm%i/B@MM®ﬁGNWY

2.7 Comportamento da integral de Lebesgue com respeito a operacoes conve-
xas, desigualdade de Jensen e consequéncias

A seguir discutiremos o comportamento de integrais de Lebesgue com relacdo a operagdes convexas
em R. Dizemos que uma fungéo ¢ : R — R é convexa se, para todo x1, 22 € R e todo a € [0, 1],

plary + (1 — a)rz) < ap(rr) + (1 — a)p(r) .

Observe-se que iterando esta desigualdade, concluimos que, para toda sequéncia finita aq, ...,y >
0 tal, que
ap+--t+ay=1

etodo xy,...,xy € R, vale

olarxy + -+ ayey) < arp(rr) + - + ave(ay) .

Mostraremos a seguir que vale uma desigualdade andloga para integrais de Lebesgue, a desigualdade
de Jensen. Note-se que as somas finitas acima podem ser vistas como integrais de Lebesgue com
respeito a uma medida adequada e esta desigualdade ja € uma instancia da desigualdade, mais geral,
de Jensen.

Exercicio 286 Seja (M, E, j1) um espaco de medida tal, que (M) = 1 (tais espagos de medida sdo
chamados “espaco probabilidades”), f € S(E) e ¢ : R — R uma fungdo convexa. Mostre que

w(/f@uwm)s/poﬂmmww

Note-se que po f € S(E) sempre que f € S(&) e, portanto, o lado direito da desigualdade acima
estd bem definido.
O seguinte resultado € bem conhecido em Analise:

Proposicao 287 Toda fungdo convexa ¢ : R — R é automaticamente continua. Em particular, tais
fungoes sdo mensurdveis.
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Usando este fato e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, mostraremos a seguir que
a desigualdade do ultimo exercicio vale para qualquer f € 9, (E) 2 S(E):

Proposicao 288 Seja (M, E, i) um espago de medida tal, que (M) = 1, f uma fungédo E-mensurdvel
e limitada, e p : R — R uma funcdo convexa. Entdo tem-se:

@ (/f(p) M(dp)> < /sDOf(p)u(dp)-

Demonstracdo: Como a funcdo f é £-mensurdvel e limitada, pela Proposi¢ao 225.(i), existe uma
sequéncia de fungdes simples f,, € S(€) que converge uniformemente para f. Em particular, para
uma constante suficientemente grande C' € (0, 0o) vale

/)| <C, peM,neN.

Note que, como a medida y é finita, tem-se C' € J(u). Logo, pelo teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue, vale
[ 10 ntap) = 1 [ 1.0

Como ¢ é continua, pois €é convexa, tem-se

([ ) i)

Também pela continuidade de ¢, tem-se que a sequéncia p o f,, € S(€), n € N, converge para p o f
e, para algum C' € (0, 00), vale

lpo fulp)| <C, peM,neN.

Observe-se aqui a imagem de um compacto por uma funcdo continua € compacta. Assim, novamente
pelo teorema da convergéncia dominada, ¢ o f € integravel (com efeito, esta funcdo é limitada e
E-mensuravel) e vale

/90 o f(p)u(dp) = lim / o fu(p) u(dp) .
Com as dual ultimas igualdades, a proposi¢@o segue do ultimo exercicio. [

A seguinte proposi¢do generaliza a ultima para o caso de fungdes integraveis gerais, ndo necessa-
riamente limitadas. Para prové-la faremos uso do seguinte lema, um outro resultado bem conhecido
em Analise:

Lema 289 Seja ¢ : R — R uma funcdo convexa. Para todo x( € R fixo, existe oy € R tal, que, para
todo x € R, tem-se

p(r) — p(r0) > oz — T0) -

Note-se que o que este lema diz €, em termos geométricos, € o fato intuitivo de que toda fungao
R — R convexa possui, em todo ponto, uma tangente (ndo necessariamente tnica).

Proposicao 290 (desigualdade de Jensen) Seja (M, E, 1) um espago de medida tal, que (M) = 1,
f€3(n) ey : R — Rumafungdo convexa. Se p o [ € J(u) entdo vale

0 ( [ 1w u(dp)> < [ o st
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Demonstragdo: Note-se que, pelo ultimo lema com xy = f f(p) p(dp) € R, para algum oy € R, vale

(/f dp>>a0f —Ozo/f peM.

Como p(M) = 1, para toda constante C' € R vale C' € J(u) e [ C u(dp) = C. Logo, se po f € T(p),
pela monotonicidade e linearidade da integral concluimos que

[ ¢ ot (/f dp)>ao/f (dp) — ao [ Fp)utdp) = 0.

O seguinte caso particular (p(z) = e”) da desigualdade de Jensen é de grande importincia na
mecanica estatistica cldssica:

Corolario 291 Seja (M, E, 11) um espaco de medida tal, que (M) = 1. Entdo, para toda fungdo

f € 3(n) tem-se
/f p(dp) < log (/ )u(dp))

Demonstracdo: A desigualdade de Jensen para a fungo convexa p(z) = e” implica que

o ([ 10 n(an) < [ utap

e a afirmagdo segue entdo do fato de que o logaritmo é uma fungdo mondtona crescente (0, c0) — R.
|

com a convengdo log(oo) =

Observacao 292 No coroldrio acima, se M ¢é interpretado como o espaco de estados de um dado
sistema fisico (cldssico), f(p) é a energia total do sistema no estado p € M, e a medida . descreve a
probabilidade de ocorréncia de tais estados, entdo a quantidade

—log </ ef(p),u(dp))

€ a chamada “energia livre” do sistema [em unidades tais que a temperatura vezes a constante de
Bolzmann seja 1]. A desigualdade de Jensen corresponde, neste caso, ao fato de a energia livre ser

sempre menor ou igual a energia média,
[ 1) i)

A seguir mostraremos uma outra propriedade importante da energia livre, sua concavidade, que
também é consequéncia direta da desigualdade de Jensen: Seja (M, £, i) um espaco de medida, onde
p é uma medida finita (mas ndo necessariamente vale (M) = 1). Para toda fungdo f € 9,(E) (isto
é, f ¢ limitada e £-mensurdvel) definimos a quantidade

P(f) =log (/ ef(p),u(dp)) eR.

Em particular, se ;1(M) = 1 entdo —P(— f) é a energia livre associada a func@o energia f.

do sistema.
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Proposicao 293 Sejam fungoes f, [ € M(E). Para todo o € [0, 1], vale
(1 =a)P(f) +aP(f) 2 P(L—a)f +af').
Isto é, f — P(f) é uma fungdo convexa M,(E) — R.

Demonstragao: Sejam f, [ € 9, (E) quaisquer. Para todo o € [0, 1], tem-se

| f ef(P) w(dp)
08\ T el =011 (dp)

1 ( [ elf=ar~-a)1(r )e[af’ (1-a)/1(p (dp))
= log 7
e[af +(1—a) f](p) Iu(dp)

= log (/ = dp)) :
-1
. ( / o +H1-) fl(p (dp)) RYCSEOI

Recordem-se aqui a Defini¢do 269 e a Proposi¢do 273. Note-se que para v vale v(M) = 1, por
construcdo. Pelo Corolario 291, tem-se entdo:

P(f) = Plaf + (1 —a)f)

onde

P(f) — Plaf +(1—a)f) > a / (f — ) (p)v(dp)

De modo anélogo, vale também

P(f) —Plaf +(1—a)f) > (1—a) / ('~ Hpw(dp) .

Com efeito, a segunda desigualdade segue da primeira trocando f por f’ e o por (1 — ). Combinando
as duas desigualdades depois de multiplicar a primeira por (1 — «) e a segunda por «, obtemos:

(1 =a)P(f) +aP(f) =Plaf + (1 -a)f) 20,
|

Observe-se que em Mecanica Estatistica a ultima proposi¢do corresponde ao fato de a “fungdo
pressdao” ser uma fungdo convexa da funcdo energia. Uma consequéncia importante, para além da
Mecanica Estatistica, da convexidade de P mostrada acima (e, portanto, do Corolédrio 291) sdo as
chamadas desigualdades de Holder, que serdo provadas e discutidas no préximo paragrafo.

2.8 Espacos L7

Definicao 294 (seminormas £,) Seja (M, &, i) um espago de medida o-finito e seja f uma fungdo
E-mensurdvel. Para todo p € [1,0), a quantidade

e = ([1500man)

é a chamada “seminorma LP” da fungdo f. Se ||f| ., < oo dizemos que f é uma “fungdo LP” ou
“do tipo LP”. LP(u) C M(E) denota o conjunto de todas as fungées [ € M(E) do tipo LP com
relagdo a medida . Note-se aqui que L' (p) = I(u) NIM(E).
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Veremos a seguir que, paratodo p,q € (1,00), 1/p+1/q=1,e f, f' € M(E), vale a desigualdade

/|f~f’| (@)p(dz) = I[f - fll o < Wl go 1151 2o

com a convengdo 0 - co = () para o lado direito da mesma. Tal desigualdade € chamada “desigualdade
de Holder”. Provaremos sua validade primeiro para casos especiais:

Exercicio 295 Suponha que (M) < oo. Usando a convexidade da funcdo P : M(E) — R do
ultimo pardgrafo, prove a desigualdade de Holder para o caso de fungoes f, f' limitadas e uniforme-
mente estritamente positivas (isto é, f(x), f'(x) > € paraum e > 0 e todo x € M).

Sugestdo: Represente f, f' como

1 1
flzepF7 f2:eqF )

onde, p,q € (1,00),1/p+1/q = 1, e F, F’ sdo fungdes £-mensuraveis.

O caso geral das desigualdades de Holder se demostra por limites do caso especial tratado no
exercicio acima:

Lema 296 Seja (M, E, 1) um espaco de medida finito (isto é, (M) < oo). Para todo fi, fo € IM(E)
(isto é, f1, fo sdo limitadas e E-mensurdveis) e todo p,q € (1,00), 1/p+1/q = 1, vale a desigualdade
de Holder.

Demonstracdo: Note-se que, sem restricdo a generalidade, podemos supor que fi, fo > 0. Fixe
p,q € (1,00),1/p+1/q = 1. Paratodo n € N, defina as fungdes fi ., fa,, € M,(E) por

fin=fi+n"" fon=fatnh
Note-se que, por construgdo. tem-se
lim fﬁn:f{oa lim f2q,n:f2q7 lim fl,n' f2,n:f1'f2-
n—00 n—00 n—r00
Como f1, f> sdo limitadas, para algum C' € (0, 00), vale
fl,n(x>pa fQ,n(x)qafl,n : f?,n(x) S C , N € N y L € M.

Como p(M) < oo, vale C' € J(p). Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,
tem-se

Ifi- falln = ,}ggo!\fl,n«fz,n\uu
”lez:p HfQHDI = nh_{gOHfl,nHm HfZ,nHLq :

Notando que f1 ,,, fon > n~!, pelo dltimo exercicio concluimos que

11+ Fall g < NAll o f2ll 2o -
|

Proposicao 297 (Holder) Seja (M, E, i) um espaco de medida o-finito. Para todo f1, fo € M(E) e
todop,q € (1,00), 1/p+1/q =1, vale

1fr- fallr < Wl 121l o

com a convengdo O - oo = 0 para o lado direito desta desigualdade.
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Demonstra¢do: Sem restricdo a generalidade, podemo supor que fi, fo > 0. Fixe p,q € (1,00),

1/p+ 1/q = 1. Suponha também, em um primeiro momento, que p(M) < oo. Para todo n € N,
defina fl,na f2,n € mb(g) por
fl,nin/\fi? f2,nin/\f2-

Pelo teorema da convergéncia monétona, tem-se

Hfl 'f2“£1 - nli_)rgonl,n'fZ,nuﬁl )
[l M fele = Y 1 fonllgn ol

onde 0-00 = 0. Note-se aqui que [ fuall s < Iillgos [ frnlgs < il € portanto, [[funll oo | ol e =
0 sempre que || f1|| -, = 0 ou || f2]| ;¢ = 0. Assim, pelo tltimo lema, vale

1f1 - fall g < M All o 1 f2ll o

onde 0 - oo = 0. De modo andlogo, deduzimos a desigualdade de Holder em espacos de medida
o-finitos do caso especial dos espagos finitos. |

Uma importante consequéncia das desigualdades de Holder s@o as desigualdades de Minkowski,
demonstradas a seguir: Seja (M, £, 1) um espago de medida o-finito, p € [1,00) e f, f': M — R
fungdes £-mensuraveis tais, que

1 e s 1 gp < 00
Isto &, f, f' € L£P(u). Note-se que
|f + 7P <221 VAP < 223517 + 1) -
Portanto, neste caso, lembrando que (a? + bp)% < a+ b paratodo a,b € [0,00),
1+ e < 200N 2o + 171 20) < 00

Com efeito, vale a seguinte desigualdade:

Proposicao 298 (desigualdades de Minkowski) Seja (M, E, 1) um espago de medida, p € [1,00) e
f, [ € LP(u). Entdo vale

1f+ e < WS llgo + 1Nz -

Demonstragdo: Note-se que o caso especial p = 1 segue diretamente da monotonicidade e linearidade
da integral, pois vale

EARSVIESVAR
Seja entdo p € (1,00). Aplicando a desigualdade de Holder para os pares de fungdes |f], | f + f/[P~1
elf'l, |f + f'|P~" com g = -B5 (isto €, 1/p + 1/q = 1) obtemos:

p—1

Jut i s < ([ \f!p(x)u(dx)); (f1r+ rrepan) "

p—1

St i < ([ireenan) ([irrrenen)”

Somando as duas desigualdades, observando que |f + f'| < |f| + |f/], tem-se:

[1s+sv@nn < [+ 17 + £ @

[( [1sveman) « ( [17veman) ’1’]

p—

<(f1r+rreuan)

123

IN



Ou seja, vale
-1
1f+ 0 < UWfllew + 1N 2o) L+ £l

o que implica a desigualdade de Minkowski

1f+ e < Wfllgo + 1N 2o -

Com o resultado acima, para todo p € [1,00), ||-|| ., define uma seminorma:

Lema 299 (M, &, 1) um espagco de medida o-finito. Para todo p € [1,00), LP(u) é um espago
vetorial e ||-|| ., € uma seminorma neste espago, isto é:

i.) Paratodo fy, f, € LP(p), vale ||y + foll oo < [ fill oo + [ 2]l co-

ii.) Paratodo o € Re f € LP(p), vale ||af|| ., = |a| || fll ;o com a convengdo 0 - oo = 0.

Observe-se que, em geral, ||-|| ,, ndo é uma norma, mas somente uma seminorma, pois, || f|| ., =0
ndo implica necessariamente que f = 0.

2.9 O Teorema de Riesz-Markov

Ao longo de toda esta se¢ao (M, d) denotard um espaco métrico o-localmente compacto (Defini¢cdo
181). As medidas consideradas nestes espacos serdo aqui sempre regulares (Definicdo 170(v)). Em
particular, estas medidas p sdo (por definicdo de medida regular) finitas em compactos e o-finitas
(ja que M €, por definicdo de espaco o-compacto, uma unido contdvel de compactos e i € finita
em compactos). Recorde-se que mostramos (Corolario 215) que todo funcional linear positivo @ :
C.(M,d) — R esta naturalmente associado a uma medida /4, regular em B(M, d) que é unicamente
definida pela condicao:

te(O) = sup{P®(f) : supp(f) COe f(M)C[0,1]}, O€rqy.

Neste pardgrafo mostraremos que

B(f) = / FPualdp) . f e CuM,d).

e que transformagdo ® +— pg € uma bijecdo entre os funcionais lineares positivos em C.(M,d) e
as medidas regulares em 3(M, d). Tal resultado corresponde ao célebre teorema de Riesz-Markov,
no caso especial das medidas regulares na dlgebra Boreliana de um espago métrico o-localmente
compacto.

Seja 1 uma medida regular em B(M, d). Paratoda f € C.(M,d) C 9,(B(M,d)), tem-se

supp(0 V f),supp(0 V (—£)) € supp(f) -

Logo, para alguma constante C' € (0, 00), vale

0V £,0V (=) < CXgupp(s) -

Assim,

JOV @R, [0V (-NEId) £ C [ X En(dp) = Cutsupp( ) <
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e, portanto, C.(M,d) C J(u). Com esta observagdo e propriedades bdsicas da integral de Lebesgue,
definimos o funcional linear positivo @, : C.(M,d) — R,

) = / f(p)u(dp)

Mostraremos a seguir que a fungdo ;. — @, € injetora no conjunto das medidas regulares em B(M, d).
Proposicio 300 Seja ji uma medida regular em B(M, d). Entdo vale pig,, = ju.
Demonstragdo: Como pue fig  sd0 o-finitas (ja que sdo regulares e (M, d) o-compacto), pela Proposi¢ao

199, para demonstrar que (i, = p basta provar que estas duas medidas coincidem em abertos.
Observe-se que, pela monotonicidade da integral, para todo f € C.(M,d), supp(f) C 0,0 < f <1,

vale
- / F(p)u(dp) < / Yo)u(dp) = 1(0) .

Logo, para todo O € 74, vale g (0) < 11(O). Sejaagoraum O € Tqeum K € K(M,d), K C O
fixos arbitrarios. Pelo Lema 211, existe f € C.(M,d) com supp(f) € O, 0 < f < 1, tal, que
f(p) = 1sep € K. Neste caso, tem-se f > xj e concluimos que
p(K) = / p(dp) < /f pu(dp) < g, (0) .
Como p € (por definicdo de medida regular) uma medida “tight”, para todo O € 7,4, tem-se que
w(0) = sup{u(K) : K € K(M,d), K C O} < iy (0).
[

Corolario 301 Sejam 1y, j1, duas medidas regulares em B(M,d). Entdo ®, = @, se, e somente

se, iy = fa.

Hy H2

Demonstragdo: Se 1, = |15 sd0 iguais entdo trivialmente vale ¢, = &, . Suponha que ¢, = @,
Pela ultima proposicao, tem-se

2

Hy = He, = He,, = H2 -

H2

Pelo dltimo coroldrio, a transformagédo i — @, que a cada medida regular em B(M, d) associa
um funcional linear positivo em C.(M, d), € injetora. Com efeito, a proposi¢ao precedente afirma que
a transformagdo ® — g (do Coroldrio 215) € a inversa a esquerda da primeira.

Na seguinte proposicdo mostraremos que a transformacdo ® — g4 € também a inversa a direita
de pu — @, o que implica, em particular, que esta tltima € sobrejetora.

Lema 302 Seja um funcional linear positivo ® : C.(M,d) — R. Para toda fun¢ao f € C.(M,d),
f(M,d) C [0,1], e todo € > 0, existem fungées simples f°, f* € S(B(M,d), ug), f2 < f < f£, tais,
que

[ Ewstan < o) <=t [ Fon),
[ = Dl < <.
Demonstracdo: Fixee > 0e f € C.(M,d) tal, que f(M) C [0, 1].
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1. Paraum n € N a ser fixado mais adiante, seja a sequéncia decrescente de abertos
0.1=0020,2---20,
definida por
Op = f1 ((%,oo)) , k=1,...,n,

onde O_; = O, é qualquer aberto tal, que supp(f) € Op e (Oy) < oco. Um tal aberto existe,
porque supp( f) é compacto e o espaco métrico M, localmente compacto. Observe-se que, por
construcdo, O,, = () e, pela continuidade de f, vale

5k+1§0k, k:O,...,n—l.

2. Entdo definimos

= 3 N, €SB,
k=1

o= S o, €SBOMLA).
k=1

Por construgdo, vale f2(p) = =L e fi(p) = Esep € O4_1\Or, k = 1,...,n. Logo, tem-se
fP<f<fie

[ 8= 2aln) = [ xoumaldn) = 1al00) < L1a(00)

Recorde-se que vale 115(0) < oo por simples escolha de O. Portanto, tem-se

/(fati — pg(dp) < e

para n € N suficientemente grande.

3. Defina as fungdes continuas

gki((f—$)\/0)/\l:((f—k_l)/\l)\/(), k=1,....n.

n n n
Note-se que, por construcdo, paratodo k = 1,... ,netodop € M, vale
0 ) p ¢ Ok’—l
ge(p) = f(p) — % , € O1\Oy .
% ) JUAS Ok

Em particular, paratodo k = 1,...,netodo p € Oy_1\Oy, tem-se

B = =galp) =
ou(p) = o)~ "L
gkr1(p) = -+ = ga(p) = 0

Portanto, vale



4. Sejam f;, € C.(M,d), fi,(M) C [0,1], k = 1,...,n, funcdes arbitrrias tais, que supp(fx) C
Oy. Note-se que fr < ngg, k = 1,...,n. Assim, vale ®(f) < n®(gy), pois ¢ é um funcional
positivo. Portanto, tomando o supremo com relagdo a tais fungdes f;, tem-se

1a(00) <n®lg), k=1,....n.

Logo, vale
[ ot = [ 53 oGt
S MITCEES ST
=¢(§¥Q:¢u»

5. De modo andlogo, note-se que supp(ngx) = supp(gr) € Oy—2,k = 1,...,n (jdque supp(gy) C
Op—1). Como vale 0 < ng;, < 1, tem-se n®(gx) < ug(O)_2) e, portanto,

o(f) = @<ng>=%zn®(gk)

% Z 11e(Or—2) < %M@(O—l) + % Z He(Ok-1)

k=1 k=1

IN

= a0+ [ 3" X0, (malc)

— 100 + [ Fonalap

6. Note-se, por fim, que, novamente por simples escolha, vale % e (Op) < € paran € N suficien-
temente grande.

Proposicdo 303 Para todo funcional linear positivo ® : C.(M,d) — Rvale ® = ®,, .
Demonstragdo: Fixe um funcional linear positivo ® : C.(M,d) — R. Seja f e C.(M,d) tal, que

f(M) C [0, 1]. Pelo dltimo lema, para todo £ > 0, existem fungdes simples 2P e S(B(M,d), ig),
12 < < [ tais, que

/ Pualdy) < () <e+ / o (dp) |
[ D < <.

Como, pela monotonicidade da integral, vale

/ £2(p)pg(dp) < / F(p)pa(dp) < / Fi(p)pg(dp)
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tomando o limite de pequenos € > 0, concluimos que
o(7) = [ Fonalan).

Finalmente, observando que toda f € C.(M, d) é combinagdo linear de duas fungdes feC.(M, d)
tais, que f(M) C [0, 1], da linearidade de ® e da integral segue a proposicao. [

Corolario 304 (teorema de Riesz-Markov para espacos c-locamente compactos) Para todo fun-
cional linear positivo ® : C.(M,d) — R existe uma medida regular pi em B(M, d) iinica tal, que

B(f) = / FPualdp) . f e CuM,d).

Demonstragdo: Da Proposi¢ao 303 segue a existéncia de yi5 € do Coroldrio 301 sua unicidade. W

Na seguinte observacao e proposicao, discutimos uma interpretacdo do teorema de Riesz-Markov
em termos da existéncia e unicidade de extensdes o-normais de funcionais positivos em C.(M, d).

Observacao 305 (extensoes c-normais de funcionais positivos) Dado um funcional linear positivo
O : C.(M,d) — R, pelo teorema de Riesz-Markov, podemos naturalmente estendé-lo para um funci-
onal linear positivo ® : L'(j15) — R,

B(f) = / FPa(dp) . e L),

lembrado que C.(M,d) C I(jg), jd que jiq € regular. Recorde-se que L' (j15) = T (g )IM(B(M, d)).
Pelo teorema da convergéncia monotona, vemos que ® é o-normal, isto é, para toda sequéncia mo-
notonicamente crescente f, € L'(ug) tal, que lim,, o, f, € L' (11g) vale

® (Jim f2) = tim 807
Proposiciao 306 Seja ¢ : C.(M,d) — R um funcional linear positivo tal, que
(1) = sup{®(f) : f € Cc(M,d), f(M)C[0,1]} <oo.

Entdo iy é uma medida finita e ® : M,(B(M,d)) C L (ug) — R, como definido na iiltima
observagdo, é o unico funcional I, (B(M,d)) — R linear, positivo e o-normal que estende .
Note-se que My(B(M,d)) C L' (ug), pois jig € uma medida finita, e que C.(M,d) C My, (B(M, d)).
Demonstracdo: Seja @ : C.(M, d) — R um funcional linear positivo tal, que ®(1) < oo.

1. Pela defini¢do de (g, vale g (M) = $(1) < oo.

2. Seja ® : M, (B(M, d)) — R qualquer funcional linear, positivo e o-normal que estenda ®. Pela
tltima observagdo, existe ao menos um tal funcional. Defina ;5 : B(M,d) — [0, 00) por

pg(E) =®(xp), Ee€B(M.d).

Observe-se aqui que, para todo E € B(M, d) tem-se 0 < ®(x ) < oc.
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3. Pela linearidade de ZIS, g € aditivo e vale

M%@) =d(xy) =2(0)=0.

Pela o-normalidade de @, vé-se que pg € o-aditivo, isto €, pz € uma medida. Como

pg(M) = @(xpe) = ®(1) < o0,
g € uma medida finita.

4. E ficil ver que, para toda funcio simples f € S(B(M,d)) C 9,(B(M, d)), vale

B(1) = [ fons(dn).

Como toda f € M,(B(M,d)) é o limite monétono crescente de uma sequéncia de fungdes

simples, pela o-normalidade de ¢ e da integral de Lebesgue, t€ém-se que, para toda f €
M, (B(M, d)) positiva, vale

8(1) = [ fons(dn).

5. Como toda [ € My(B(M,d)) adiferenca f =0V f =0V (—f),evale OV f,0V (=f) >0,
0V f,0V (—f) € M(B(M,d)), pela linearidade de ¢ concluimos que

B(f) = / FPua(dp) . f € MUBOM, ).

6. Como pug € finita em compactos, pois € simplesmente finita, pelo teorema de Riesz-Markov

demonstrado acima, tem-se iz = ftp. Logo, & = ®. Recorde-se aqui que C.(M,d) C

Por uma adaptagdo simples da Proposi¢ao 237, o espago de fun¢des mensuraveis 0, (B(M, d))
pode ser definido como sendo o menor espago de funcodes limitadas M — R que € estavel por limites
mondtonos crescentes, € contém as fungdes constantes e as continuas de suporte compacto. Deste
modo, poderiamos formular um resultado equivalente ao teorema de Riesz-Markov sem nunca fazer
referéncia direta a o-dlgebras, mensurabilidade e medidas. Tal abordagem se presta a generaliza¢des®
de resultados da teoria usual da medida, importantes, por exemplo, para os fundamentos mateméticos
da Fisica Quéntica.

Para concluir esta se¢dao, daremos um aplicacao simples, porém instrutiva e interessante em si, da
Proposi¢do 303, da qual depende diretamente o teorema de Riesz-Markov:

Corolario 307 Para toda f € C.(RY), d € N, vale
/f(:p)/\(d)(dx) = / / f(zy, ... xg)dzy - - - dzg = R(f),

ou seja, a integral de Lebesgue de [ com relagdo a medida de Lebesgue-Borel M ¢ exatamente a
integral de Riemann de f.

Demonstragdo: Pelo Exercicio 216, piy = A, Logo, da Proposi¢do 303 segue a afirmacdo. |

SExiste uma versdo “ndo comutativa” muito satisfatéria da teoria da medida, baseada nas 4l gebras de von Neumann e
seus estados normais.
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3 Apéndice

3.1 Nocoes de topologia em espacos métricos

Definicao 308 (espaco métrico) Seja M um conjunto ndo vazio qualquer. Dizemos que a fungcdo
d: M x M — [0,00) é uma “métrica” em M se esta possui as seguintes propriedades:

i.) Simetria. Para todo p,p’ € M, vale d(p,p’) = d(p/', p).

ii.) Desigualdade triangular. Para todo p,p',p” € M, vale
d(p,p") < d(p,p') +d(p',p") -
iii.) Nao degenerescéncia. Para todo p,p' € M, vale d(p,p’) = 0 se, e somente se, p = p'.
Neste caso dizemos que o par (M, d) é um “espaco métrico” .
Um caso muito importante de espacos métricos € o dos espagos normados:

Definicao 309 (espacos normados) Seja X um espaco vetorial qualquer (real ou complexo). Dize-
mos que a fungdo ||-|| : X — [0, 00) é uma “norma” em X se esta tiver as seguintes propriedades:

i.) Homogeneidade de grau um. Para todo x € X e toda constante o € R, C, tem-se ||ax| =
o - [l

ii.) Subaditividade. Para todo x,x’' € X, vale
[z + 2| < =l + [[']] -
iii.) Nao degenerescéncia. Para todo x € X, vale ||x|| = 0 se, e somente se, v = 0.
Neste caso dizemos que o par (X, ||-||) é um “espaco normado”.
Normas definem naturalmente métricas em espagos vetoriais:
Exercicio 310 Seja (X, ||-||) um espago normado e defina a funcdo dj.| : X x X — [0, 00) por:
dj(@,2") = |lz —2'|| , =" €X.
Mostre que (X, d.) é um espagco métrico.

A métrica dj.| definida no exercicio acima é chamada “métrica associada a norma ||-||”. O seguinte
exemplo de norma € bem conhecido:

Definicao 311 (normas e métricas euclidianas) Para um D € N fixo qualquer, definimos a norma
||l em RP (como espago vetorial real) por:

Ix[l. = V] 2+ -+ |zp2, x=(21,...,2p) €eR" .

Esta norma é chamada “norma euclidiana” em RP. A norma euclidiana nos espacos vetoriais com-
plexos CP, D € N, sdo definidas de modo idéntico. As métricas associadas a estas normas sdo
chamadas “métricas Euclidianas” para RP e CP, D € N,
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A seguir discutimos um exemplo um pouco mais “exético” de métrica, porém muito importante e
bem conhecido:

Definicao 312 (distancia de Hausdorff) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Definimos uma
fungdo dy : 2M x 2M — [0, 00| por: du(0,0) = 0,

se Q) € 2M ¢ ndo vazio, isto é, se Q) # 0, e, para todo par Q, Q) € 2™ de subconjuntos néo vazios,

du (€, ') = max {sup inf d(p,p), sup inf d(p,p’)} )

peq P'eY p'eqy PEQ
du(Q, Q) é chamada “distancia de Hausdorff” entre os subconjuntos Q, ) € 2M,

Exercicio 313 Seja (M, d) um espago métrico qualquer. Mostre que a distdncia de Hausdorff asso-
ciada a este espago é simétrica, isto é, que vale

du(Q, ) =du(,Q), Q,Q c2M |
e que esta satifaz & desigualdade triagular, ou seja, que para todo 2, €V, Q)" € 2M | tem-se
du(Q, Q") < dg(Q,Q") + du(Y, Q") ,

com as convengdes
a<oo e atoo=00, ac€]|0,00].

No seguinte exemplo simples vemos que a “métrica de Hausdorff” em 2%, onde M é um espago
métrico qualquer, é em geral degenerada: Seja M = Re d(z,z') = |z — 2/|, x, 2" € M. Observe-se
que vale

dH([_la 1]7 (_17 1)) =0,

mesmo os subconjuntos [—1, 1], (—1,1) € M = R nao sendo iguais.

Pelo Exercicio 322, a métrica de Hausdorff restrita a subconjuntos ditos “fechados”, definidos
logo abaixo, do respectivo espago métrico é sempre nao degenerada. Portanto, salvo pelo fato de
distancias de Hausdorff poderem ser infinitas, a familia dos fechados de um espaco métrico qualquer
forma um espago métrico com respeito a métrica de Hausdorff. Veremos um pouco mais adiante que
se os fechados €2, Q) € 2™ forem subconjuntos ndo vazios ditos “compactos” entdo sempre tem-se
dy(92,€Y) < oo. Logo, a familia de tais conjuntos forma um espago métrico usual, com respeito
a distancia de Hausdorff. Esta espécie de espaco métrico € importante até mesmo em matemaética
aplicada (por exemplo, na compressao e processamento de imagens).

Definicao 314 (e-vizinhancas) Seja (M, d) um espaco métrico. Para todo p € M e todo € > 0,

definimos
Bp)={p e M : d(p',p) <e} C M,

a chamada “e-vizinhanga de p” ou “bola aberta com centro p e raio €”.

A seguir discutiremos varias no¢des importantes em espacos métricos, envolvendo propriedades
de e-vizinhangas.

Definicao 315 (conjuntos abertos e fechados) Seja (M, d) um espaco métrico.
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i.) Dizemos que o conjunto 2 C M é “aberto” (em (M, d)), se, para todo p € S, existe um € > 0
tal, que B.(p) C €.

ii.) Q2 é “fechado” (em (M, d)), se seu complemento Q¢ = M\SQ for aberto.
iii.) A familia de todos os abertos em (M, d),
74 ={0O C M : O aberto em (M,d)} ,
é chamada “topologia de M associada a métrica d”.

Exemplo 316 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. A desigualdade triangular implica imedia-
tamente que:

i.) Paratodop € M e e >0, B(p) é aberta em (M, d).

ii.) Paratodop € M e e > 0a “bola fechada” definida por

Bp)={peM : dp',p)<e}CM
é fechada em (M, d).
As seguintes propriedades de abertos sa3o muito importantes:

Exercicio 317 Seja (M,d) um espaco métrico qualquer. Mostre que as seguintes afirmacdes sdo
verdadeiras:

i.) Para toda familia de abertos O; € 74,1 € I, a unido U{O; : i € I} C M é um aberto.

ii.) Para toda familia finita de abertos O+, ...,On € 74, N € N, a intersecdo O1N---NOx C M
é um aberto.

Com efeito, no caso de espagos topoldgicos gerais estas propriedades sdo axiomas de tais espacos.
Note-se que, como subconjuntos fechados sdo, por defini¢ao, complementos de abertos, segue destas
propriedades que interse¢des quaisquer e unides finitas de fechados sdo fechadas.

Definicao 318 (fecho e interior) Seja (M, d) um espaco métrico e Q2 C M um subconjunto qualquer:

i)
0° = U B(p) C Q

pEQ,e>0 tais, que Be(p)CQ

é chamado o “interior” de ).

ii.)
Q= (@) 20

é chamdo o “fecho” de ).

Exercicio 319 Seja (M, d) um espaco métrico e Q@ C M um subconjunto qualquer. Mostre que ) é
aberto se, e somente se, vale (2 = €)°, e fechado se, e somente se, ) = ).

Exercicio 320 Seja (M, d) um espaco métrico e 2 C M um subconjunto qualquer. Mostre que €)°
(o interior de §1) é o maior aberto contido em €, e §2 (o fecho de (1) 0 menor fechado que contém ().
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Definicao 321 (conjuntos densos e separabilidade) Seja (M, d) um espaco métrico e 2,Q) C M,
Q' C Q, dois subconjuntos subconjunto. Dizemos que €)' é “denso em Q" se os fechos de Q) e
coincidem. Dizemos que 2 é separdvel se existe um subconjunto ) C Q) enumeravel que seja denso
em ).

Exercicio 322 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Mostre que, para todo par de subconjuntos
fechados 0, Y € 2M | tem-se que Q) = ) se, e somente se, dg (2, Q) = 0.

Exercicio 323 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer, M C M um subconjunto ndo vazio e da
restricdo da métrica d ao subconjunto M. Mostre que (M d) é também um espaco métrico e tem-se

7;={MNO : Ocr4}.

Mostre ainda que se M é fechado em M entdo C' C Mé fechado em (M ,d) se, e somente se, jd for
fechado em (M, d).

Com muita frequéncia ocorre que duas métricas diferentes, d; e ds, em um dado conjunto M
definem a mesma topologia, isto €, vale 74, = 74,. Por exemplo, o seguinte resultado € bem conhecido
em Andlise:

Teorema 324 Seja X um espaco vetorial real ou complexo de dimensdo finita. Se dy e ds sdo duas
métricas em X associadas a duas normas quaisquer em X entdo sempre vale que T4, = Tg,.

Dizemos que uma propriedade de espaco métrico € “topoldgica” se esta ndo depender dos deta-
lhes da métrica deste espaco, mas somente da topologia definida por esta. Como veremos, este € caso
de propriedades importantes como a “convergéncia” de sequéncias, a “continuidade” de fungdes, a
‘compacidade” de subconjuntos, etc. Em particular, pelo dltimo teorema, em espacos normados de
dimensao finita tais propriedades independem totalmente da escolha particular da norma. H4, porém,
outras propriedades importantes de espacos métricos que nao dependem somente das respectivas topo-
logias mas também de outras propriedades das métricas. Este € o caso, por exemplo, da “completeza”
(ou “completude”) de espagos métricos.

Definicao 325 (funcgdes continuas) Sejam (M, dy) e (Ms, ds) espagos métricos.

i.) A funcdo f : My — M, é dite ser “continua no ponto p1 € M,” (em relacdo as métricas d; e
ds), se, para todo € > 0, existe um § > 0 (que pode depender fortemente de p,) tal, que vale

F(Bs(p1)) € Be(f(p1)) -

ii.) f é “continua” se for continua em todo p, € M;.
iii.) C(M;y; Ms) denotard o conjunto de todas as fun¢ées continuas My — M.

iv.) f € C(My; Ms) é dita ser “uniformemente continua” se, para todo € > 0, existe um § > 0 tal,
que, para todo p, € M,

f(Bs(p1)) € Be(f(p1)) -

(Ou seja, a constante 6 > 0 na parte i.) desta definicdo so depende de ¢ > 0, mas ndo de
p1 € My.)

Exemplo 326 Considere-se a métrica (usual) em R definida por d(z,x') = | ", z, 2" € R.

i.) Afuncdo f : R — R, f(x) = z?% z € R, é continua, mas néo uniformemente continua.
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ii.) Afuncdo f: R = R, f(x) = sen(x), x € R, é uniformemente continua.

iii.) Para um espago normado qualquer (X, ||-
mente continua.

), anorma ||-|| : X — R é uma fungdo uniforme-

Seja M um conjunto qualquer ndo vazio e X um espaco vetorial (real ou complexo). Sejam
f1, fo : M — X fungdes quaisquer. Definimos uma nova fungdo f; + fo : M — X por:

(fi+ f2)p) = filp) + falp), PEM .

De modo andlogo, para toda funcdo f : M — X e toda constante (real ou complexa) o, definimos a
funcdo af : M — X por:
(@f)(p) =alf(p), peM.

Com estas operagdes o conjunto de todas as fungdes M — X forma, ele mesmo, um espaco vetorial.

Exercicio 327 Seja (M, d) um espagco métrico e (X, ||-||) um espaco normado. Mostre que C(M; X)
é um subespago vetorial do espago de todas as funcdes M — X, isto é, que C(M; X) é um espago
vetorial com respeito as duas operagoes definidas logo acima.

A continuidade de func¢des pode ser vista, de modo equivalente, como a estabilidade de conjuntos
abertos ou fechados com relagdo a pré-imagem:

Exercicio 328 Sejam (M, d;) e (M, ds) espacos métricos e seja [ : My — My uma fun¢do. Mostre
as trés seguintes propriedades de  sdo equivalentes:

i.) f € continua.

ii.) Para todo aberto Oy € T,4,, a pré-imagem

f7HO02) ={p1 € My = f(p1) € 05} C M,
é aberta, isto é, vale [~1(O) € T4,.

iii.) Para todo subconjunto fechado Co C M, tem-se que sua pré-imagem f~1(Cy) C M, é fe-
chada.

O seguinte corolario € uma consequéncia simples, porém importante, da segunda parte do ultimo
exercicio:

Corolario 329 Sejam (M, dy), (M, dy) e (M, ds) espacos métricos, e sejam fi : Mo — My e fy:
M, — M, fungdes continuas. Entdo a composigcdo foo f1 1 My — M, onde fyo f1(po) = fo(f1(po)),
po € My, também é continua.

Defini¢ao 330 (homeomorfismo) Sejam (M, d,) e (Ms, ds) espagcos métricos. Dizemos que a fungdo
@ My — My é um “homeomorfismo entre os espagos métricos (M, dy) e (Ma, ds)” se esta for
bijetora, continua e sua inversa também for continua. Dizemos que dois espacos métricos sdo “ho-
meomorficos” se existir um homeomorfismo entre eles.

Note-se que se ¢ : M; — M, é um homeomorfismo entdo sua inversa ¢! : M, — M, também
0é.

O seguinte exercicio mostra que os homeomorfismos entre dois espagos métricos sao exatamente
as funcdes continuas bijetoras que identificam (bijetivamente) os abertos destes dois espacos. Por esta
razdo, dizemos que espacos homeomorficos sdo “topologicamente equivalentes”.
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Exercicio 331 Sejam (M, d;y) e (Ms,dy) espagcos métricos homeomdrficos. Mostre que, para todo
homeomorfismo ¢ : My — My a fungdo Oy — ¢(O1) define uma bijecdo 71 — T9. Mostre também
que, reciprocamente, toda funcdo continua bijetora ¢ : My — M tal, que, para todo O, € T4, vale
©(O1) € T9, € um homeomorfisimo.

Definicao 332 (isometrias e espacos métricos equivalentes) Sejam (M, d,) e (Ma, ds) espagos métricos.
Dizemos que a funcdo ¢ : My — My é uma “isometria” se, para todo py,p) € My, vale

d2(90<p1)a%0<p/1)) = dl(plap,l) )

isto é, se esta funcdo preserva distancias. Dizemos que (M, dy) e (Ms,ds) sdo “espacos métricos
equivalentes” se existir uma isometria bijetora My — M.

Exercicio 333 Mostre que toda isometria entre espacos métricos é continua e que a inversa de uma
isometria bijetora é também uma isometria. Em particular, toda isometria bijetora é um homeomor-
fismo e espagos métricos equivalentes sdo sempre homeomorficos.

Definiciio 334 (espacos normados equivalentes) Sejam (X1, ||-||,) e (X2, ||-||,) espagos normados.
Dizemos que estes sdo “espacos normados equivalentes” se existir uma funcdo p : X1 — X que
seja linear, bijetora e preserve a norma, isto é, que seja tal, que, para todo 1 € Xy, valha

I, =zl -

Note-se que se (X1, ||-[|;) e (Xa,]|-]l,) sdo espagos normados equivalentes entdo (X1, d).,) e
(Xa,d).),) sdo espagos métricos equivalentes.

Definicao 335 (sequéncias convergentes e de Cauchy) Seja (M, d) um espaco métrico e seja uma
sequéncia p, € M, n € N.

i.) (Pn)nen € uma “sequéncia de Cauchy” se, para todo € > 0, existe um N, € N tal, que, para
todo n,n' > N, vale d(p,/,p,) < €.

ii.) Dizemos que a sequéncia (p,)nen € “convergente” se existe um p € M tal, que, para todo
€ > 0, existe um N, € N tal, que, para todo n > N, vale d(p,p,) < €. Neste caso usamos a
nota¢do

p= lim p,
n—oo
e dizemos que p é o “limite” da sequéncia (py,)nen-

iii.) Seja Q2 C M um subconjunto ndo vazio e p,, € (), n € N, uma sequéncia convergente. Dizemos
que esta “converge em §)” se vale
lim p, € Q.

n—oo

iv.) Sejam subconjuntos Q C Q C M. Dizemos que Q ¢ “denso” em ) se, para todo p € (), existir
uma sequéncia convergente p, € (), n € N, tal, que valha

lim p, =p.

n—oo
Exercicio 336 Seja M um conjunto ndo vazio qualquer e sejam dy e dy duas métricas em M tais,
que T4, = Ta,. Seja p, € M, n € N, uma sequéncia qualquer.

i.) Mostre que esta sequéncia é convergente em (M, d,) se, e somente se, for convergente em
(M, dy) e que, neste caso, os limites coincidem.
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ii.) Mostre que se M é um espago vetorial e d; e dy sdo métricas associadas a normas em M, entdo
(Pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (M, d,) se, e somente se, for também de Cauchy em

(M, dy).
Observacao 337

i.) Pela primeira parte do iltimo exercicio, a convergéncia de sequéncias em espacos métricos é
uma propriedade topologica.

ii.) O mesmo ndo é verdade, em geral, para a propriedade de Cauchy: Existem conjuntos M,
métricas dy e dy em M, T4, = Tq,, € sequéncias p, € M, n € N, que sdo de Cauchy em
(M, dy) mas ndo o sdo em (M, dy).

iii.) Pela segunda parte do exercicio, a propriedade de Cauchy é uma propriedade topolégica para
sequéncias em espacos normados. Em particular, no caso de espacos de dimensdo finita, devido
ao Teorema 324, ndo é necessdrio especificar a norma com respeito a qual a convergéncia ou
propriedade de Cauchy de sequéncias é considerada.

Exercicio 338 Seja (M, d) um espagco métrico e p, € M, n € N, uma sequéncia convergente. Mostre
que esta é necessariamente de Cauchy e que seu limite é tinico.

Em geral, porém, sequéncias de Cauchy em espacos métricos ndo sdao convergentes. Tal fato
motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 339 (espacos completos e poloneses) Dizemos que um espaco métrico é “completo” se
toda sequéncia de Cauchy neste espaco for convergente. Espacos normados completos sdo chamados
“espacos de Banach”. Um espago métrico completo é dito ser “polonés” se este for separdvel.

Espacos normados de dimensao finita sao sempre de Banach:

Teorema 340 (completude de espacos normados de dimensao finita) 7oda sequéncia de Cauchy
em um espago normado de dimensdo finita é convergente.

Este ultimo teorema € bem conhecido e ndao o demonstraremos aqui.
Exercicio 341 Mostre que espagco normados de dimensdo finita sdo sempre espagos poloneses.

Espacos métricos arbitrarios nao completos podem sempre ser “‘completados”, como mostraremos
a seguir, por meio de um argumento bem conhecido e atribuido a Cauchy.

Seja (M, d) um espago métrico qualquer. Denotar-se-a por (M, d) o conjunto de todas as
sequéncias de Cauchy em (M, d). Dizemos que duas sequéncias de Cauchy (py,)nen, (P),)nen S30
equivalentes se for verdadeiro que

lim d(p,,p,)=0.
n—od

Neste caso escrevemos (P, )neny ~ (P),)nen. Note-se que ~ define uma relagdo de equivaléncia em
V(M,d) e que (pp)nen ~ (P),)nen sempre que (p!),en for subsequéncia de (p,,)nen. Todo p € M
serd visto como a sequéncia constante (p, = p)nen € Y(M,d). Denotar-se-4 por M o conjunto
Y(M,d)/ ~, isto é, a colecdo das classes de equivaléncia de ~. Observe-se que, para todo p,p’ € M,
vale p ~ p’em Y (M, d) se, e somente se, p = p’. Deste modo, M serd identificado com o subconjunto
de M das classes de equivaléncia de sequéncias constantes.

Definimos a fungio simétrica d : Y(M, d) x Y(M,d) — [0, o0) por

d((pn)nen, (D)) nen) = limsup d(p,, p),) -

n—o0

136



Exercicio 342 Para um espaco métrico qualquer (M,d), mostre que d : Y(M,d) x Y(M,d) —
[0, 00) tem as seguintes propriedades:

i.) Para todas sequéncias (pp)nen, (P))nen € Y(M,d) € (Gn)nen, (¢,)nen € V(M,d) tais, que
(pn)nEN ~ (Qn)nEN e (p;—b)nEN ~ (Q;L)neN, vale

d((pn)nen; (p;z)nEN) = d((‘]n)nel\b (Q;)HEN) .

Em particular, d((pa)nexs, (P )nert) = 05¢ (Pa)nert ~ (P )nen:

ii.) Para todas sequéncias (pp)nen; (P}, )nen € Y(M,d),

d((pn)n€N7 (p/n)nEN) =0

somente se (pn)nEN ~ (p;)neN-

iii.) Para todas sequéncias (py)nen, (P),)nens (P )nen € Y(M, d), tem-se

d((Pn)nen, (P )nen) < CZ((I)n)neNa (P )nen) + J((F;)neNa (D) nen) -
iv.) Para toda sequéncia (p,)nen € Y(M,d), vale

lim Ci((pn = pN)nGN: (pn)TLGN) =0.

N—o0

Pelo dltimo exercicio, existe uma métrica d em M definida pela condi¢ao

d([(pn)nen]; [(P))nen]) = CZ<<pn)n€N> (Pr)nen) s (Pr)nens (Pn)nen € (M, d)

onde [(pn)nen] € [(P),)nen] denotam, respectivamente, as classes de equivaléncia das sequéncias de
Cauchy (pn)nen € (py,)Jnen. Esta métrica coincide com a métrica original d em M C M e M € denso
em M (como ja sugerido pela propria notacao).

Mostraremos a seguir que o espago métrico (M, d) é completo.

Lema 343 Para todo espago métrico (M, d), (M, d) é um espago métrico completo.

Demonstragdo: Seja ([(p,g")) ren) Jnen Uma sequéncia de Cauchy qualquer em (M, d). Como (p},)ren ~
(pk)ken para toda subsequéncia (p),)ren de uma sequéncia de Cauchy arbitraria (pg)keny € Y(M, d),
podemos supor, sem restricao a generalidade, que, para todo n € N, vale

dip” ) < 27 Rk e N

Com efeito, toda sequencia de Cauchy (py)ren € V(M,d) possui uma subsequéncia (pg)ren que
verifica a cota acima. Em particular, para todo n € N, tem-se,

d([(p" ke, [P]) = d((p\ Yren, p) < 277

De modo analogo, como toda sequéncia de Cauchy converge se, € somente se, alguma de suas subse-
quencias converge, podemos também supor que

A([(p"kent), [0 per]) < 27 ™}y /€N
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Assim, tem-se que, para todo n,n’ € N,

Al o) = d(pi), )

(
W81, [0 wen)) + d((PY e, (P en]) + d([(0) ] kews [P5V])

< d(lp,
< 2 n' 42 min{n,n’} 4o < < 22 min{n,n'} )

Logo, paratodon € N,

([ kend, (DR )ken]) < A0 rend, DS7]) + A, (947 Jren])
27" + d(p™ (P;(Ck )ken)
< 2 n 4 sup d(pnn)7pl(€k)) < 2~ 22 n
k>n
e, portanto, a sequéncia ([(pé”))keN])neN converge para [(p,(f))keN] em (M,d). O

Definicao 344 (completamento de um espaco métrico) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer,
ndo necessariamente completo. Dizemos que o espago métrico (M, d) é um “completamento” de
(M, d) se M C M é denso em M, a métrica d coincide com d em M, e (M, d) é completo.

Pela discussdo acima, todo espaco métrico possui um completamento. Este € unico até isomor-
fismo de espagos métricos:

Proposicao 345 (existéncia e unicidade do completamento) Seja (M, d) um espagco métrico qual-
quer, ndo necessariamente completo. Entdo existe um espaco métrico (M ,J) completo tal, que
M C M é denso em M e a métrica d coincide com d em M. Isto é, (M,d) possui um comple-
tamento. (]\7[ J) € unico até uma equivaléncia de espacos métricos, ou seja, se um segundo espaco
métrico completo (M',d') também é completamento de (M, d) entdo existe uma isometria bijetora
¢ : M' — M. Neste caso, p pode ser escolhida tal, que ©(p) = p para todop € M C M’ N M.

Demonstragdo: Exercicio.

Exercicio 346 Mostre que se M é um espaco vetorial e d a métrica associada a uma norma ||-|| em
M entdo o completamento (M, d) de (M, d) pode ser escolhido tal, que também M é um espago
vetorial, M um subespago vetorial de M e d a métrica associada a uma norma ||-||~em M. Neste
caso dizemos que (M, ||-||) é um “completamento de espago normado” para (M, ||-||). Demostre
também que dois completamentos de um espago normado para (M, ||-||) sdo necessariamente espagos
normados equivalentes.

De modo alternativo as Definicdes 315 (ii) e 325, € possivel definir conjuntos fechados e fungdes
continuas em termos de convergéncia de sequéncias:

Exercicio 347

i.) Seja (M,d) um espaco métrico, Q2 C M um subconjunto fechado e (py,)nen uma sequéncia de
elementos de (Q, convergente em (M, d). Mostre que esta sequéncia converge em ().

ii.) Sejam (M, dy) e (Ms,ds) dois espagos métricos e f : My — My uma fungdo continua no
ponto py € M. Mostre que, para toda sequéncia (p.,)n,en convergente em (M, dy) tal, que
lim,, o0 P, = p1, tem-se que a sequéncia (imagem) ( f(pl))nen converge em (M, ds) e vale

Tim f(pr) = f (1) -
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Com efeito, as condi¢des no ultimo exercicio para conjuntos serem fechados e funcdes serem
continuas nao sao somente necessarias, mas sao também suficientes:

Teorema 348

i.) Seja (M, d) um espaco métrico e Q2 C M um subconjunto ndo vazio. §) € fechado se, e somente
se, para toda sequéncia p, € ), n € N, que converge em (M, d), vale lim,,_,, p, € €, isto é,
tal sequéncia converge em ).

ii.) Sejam (M, dy) e (Ms, ds) dois espagos métricos e f : My — My uma fungdo. Esta é continua
no ponto p; € M se, e somente se, para toda sequéncia (p.,),en convergente em (M, dy) tal,
que lim,,_,, pl, = p1, a sequéncia (imagem) (f(p!,))nen converge em (Ms, dsy) e vale

nh_{glo f(p;) = f(m) -

Exercicio 349 Seja (M, d) um espaco métrico e Q0 C M um subconjunto qualquer. Mostre que o
fecho de 2 é dado por:

Q={pe M : p= lim p, para uma seq. p, € Q, n € N}.
n—oo

Conclua desta igualdade que 2 é denso em Q. Mostre que se (X, ||-||) € um espago normado e XcXx
um subespaco vetorial entdo o fecho de X também é um subespaco vetorial de X.

Exercicio 350 Seja (M,d) um espaco métrico qualquer e M C M um subconjunto ndo vazio.
Recorde-se que a restricdo da métrica d a M definine um novo espaco métrico (M d) (Ver Exercicio
323.) Suponha que (M, d) é completo. Mostre que se M é b fechado entdo também (M,d) é completo.
Mostre, de modo mais geral, que o completamento de (M d) pode ser identificado com o fecho de M
munido da restricdo da métrica d a este fecho.

Definicao 351 (subsequéncias) Seja M um conjunto ndo vazio qualquer e sejam duas sequéncias
P, € M, n € N, Dizemos que (pl,)nen € uma “subsequéncia” da sequéncia (p,)nen Se existe uma
fungdo k — ny, estritamente crescente fal, que, para todo k € N, vale p), = p,,,. Ou seja, (pl,)nen € a
sequéncia que se obtém a partir da sequéncia (p,)nen eliminado-se os pontos p, com indice n € N

fora do conjunto
{ny : ke N} CN.

Notagdo: “(pn, )ren” denota uma subsequéncia genérica da sequéncia (p,,)nen.
As seguintes propriedades simples de subsequéncias sao bastante tuteis:
Exercicio 352 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer.

i.) Mostre que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy em (M, d) é também uma sequéncia
de Cauchy em (M, d).

ii.) Mostre que toda subsequéncia de uma sequéncia convergente em (M, d) é também uma sequéncia
convergente e tem o mesmo limite da primeira sequéncia.

iii.) Mostre que se uma sequéncia de Cauchy em (M, d) possui uma subsequéncia que converge em
(M, d) entdo também é convergente.
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Defini¢ao 353 (subconjuntos compactos) Seja (M, d) um espagco métrico qualquer. O subconjunto
ndo vazio 2 C M ¢ dito ser “(sequencialmente) compacto”, se toda sequéncia p, € €2, n € N,
possuir uma subsequéncia que converge em ). Se toda sequéncia p, € ), n € N, possuir uma
subsequéncia que converge em M, mas ndo necessariamente em (), entdo () é “relativamente com-
pacto”.

A compacidade e a compacidade relativa de um subconjunto de um espago métrico (M, d) séo
propriedades topoldgicas, isto €, dependem somente da topologia 7,4, € ndo de outras propriedades
da métrica d, ja que se referem somente a convergéncia de subsequéncias, que é uma propriedade
topoldgica, como ja comentado acima.

Exemplo 354 O subconjunto Q2 = (0,1) C R (com a métria usual) ndo é compacto: A sequéncia (de
Cauchy) x,, = 1/n € Q, n € N, ndo possui subsequéncia que seja convergente em ). Com efeito,
todas as subsequéncias de (x,,),en tem como limite o ponto 0 ¢ ).

O seguinte exercio implica que (0, 1) C R €, ao menos, um conjunto relativamente compacto:

Exercicio 355 Mostre que o subconjunto 2 = [0,1] C R é compacto em (R, d), onde a métrica d é
definida por: d(x,x') = |v — 2|, x,2' € R.

Sugestdo: Para uma sequéncia x,, € {2, n € N, arbitrdria fixa, defina intervalos Z;, C €2, k € N, tais,
que:

i.) Zj11 C Iy paratodo k € N.
ii.) 7, k € N, tem comprimento 27,
iii.) Paratodo k£ € N, existem infinitos n € N tais, que z,, € Z.

Por construgdo, existe uma subsequéncia (z,, )ren tal, que, para todo k£ € N, vale z,,, € Zj.
Note-se que tal subsequéncia é uma sequéncia de Cauchy.

Com efeito, obviamente, todo subconjunto de um subconjunto compacto € relativamente com-

pacto. O seguinte exercicio enuncia um espécie de reciproca desta afirmacao:

Exercicio 356 Mostre que o fecho de um subconjunto relativamente compacto de uma espaco métrico
arbitrdrio é um subconjunto compacto dete espago.

Observe-se ainda que hd uma relagdo importante entre compacidade e completeza:

Exercicio 357 Seja (M, d) um espago métrico compacto. Mostre que este espago é necessariamente
completo.

No que segue discutiremos uma defini¢do equivalente de compacidade em espagos métricos que
nao faz referéncia direta a métrica, mas somente a topologia destes espacos. Recorde-se que a com-
pacidade € uma propriedade topoldgica.

Seja (M, d) um espago métrico e 2 C M um subconjunto qualquer. Dizemos que a familia de
subconjuntos O; C M, i € I, é um “recobrimento aberto” de €2 se vale

e O; € 74 (isto é, O; € aberto) paratodo i € I. A compacidade de subconjuntos pode ser caracterizada
pela seguinte propriedade de recobrimentos abertos:
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Exercicio 358 Seja (M, d) um espagco métrico e Q0 C M um subconjunto. Suponha que, para todo
recobrimento aberto de (), O; € T4, 1 € I, existe um subconjunto finito de indices J C I tal, que vale

QQU{OJJEJ}
Mostre que €) é compacto.
Sugestdo: Use a seguinte adaptacdo da sugestdo dada para o exercicio anterior:

1. Por simplicidade e sem perda de generalidade, suponha que (M, d) é um espaco métrico com-
pleto. Com efeito, se (M, d) ndo fosse completo entdo poder-se-ia utilizar o completamento
deste espaco métrico: Pelo Exercicio 323, ) tem a propriedade de recobrimento acima também
no completamento de (M, d).

2. Mostre que €2 € necessariamente fechado.

3. Considere, para todo m € N, o recobrimento aberto de {2 dado por B /,,,(p), p € €2

4. Mostre que, para uma sequéncia qualquer x,, € €2, n € N, existem subsequéncias (d{}j’) keN

desta e pontos p,, € € tais, que :B%T) € Bi/m(pm), k € N, e, para todo m € N, (x%TJrl))keN é

subsequéncia de (z\"”)ren.

. A k
5. Considere a “sequéncia diagonal” (a:%k)) KEN-

Pelo ultimo exercicio, a propriedade dos recobrimentos abertos dada acima para subconjuntos de
um espaco métrico é uma condi¢do suficiente para a compacidade destes. Demonstraremos no final
desta secdo que esta propriedade é também uma condi¢do necessdria para a compacidade em espacos
métricos. Com efeito, para espacos topoldgicos gerais esta propriedade de recobrimentos € a defini¢do
de compacidade, enquanto a Defini¢do 353 se refere a propriedade de “‘compacidade sequencial”. As-
sim, em espagos métricos a compacidade e a compacidade sequencial sdo propriedades equivalentes.
O mesmo nao é verdade em espacgos topoldgicos gerais.

A propriedade de recobrimentos abertos acima € equivalente a seguinte propriedade de subcon-
juntos fechados:

Lema 359 (propriedade da intersecao finita de fechados) Seja (M, d) um espaco métrico. As se-
guintes afirmacoes sdo equivalentes:

i) Paratodo O; € T4, 1 € I, recobrimento aberto de M, existe um subconjunto finito de indices
J C I tal, que vale
M:U{OjijEJ}.

ii) Para toda familia de subconjuntos fechados F; C M, i € I, tal, que para todo subconjunto
finito de indices J C I, vale
{F;:je€J}#0,

tem-se que

Demonstracdo:
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1. Suponha que i.) é verdadeira e considere uma familia de fechados como em ii.). Se valesse
NFi:iel} =10

entao teriamos:
M=0=({F:iel})=U{F:icl}.

Ou seja, FY € 74, ¢ € I, seria um recobrimento aberto de M. Note-se que complementos de
subconjuntos fechados sdo abertos.

2. Neste caso, por i.), existe um J C [ finito tal, que
M:U{Ff:jEJ}.
Disto concluimos que

D= (U{Fj:jeJ}) =n{F:jeJ}.

3. Isto contradiz uma propriedade da familia F; C M, ¢ € I. Portanto, i) implica ii.).

4. A demonstracdo da implicacdo oposta € similar.

Em aplica¢des, a compacidade de conjuntos é muito comumente utilizada sob a forma da segunda
afirmacdo do ultimo lema.

A seguir discutiremos diversas propriedades de subconjuntos de espacos métricos e de fungdes
entre tais espacos, relacionadas a compacidade.

Definicao 360 (subconjuntos limitados) Seja (M, d) um espago métrico qualquer. Dizemos que o

subconjunto Q@ C M é “limitado” em (M, d) se para alguma constante C < oo, tem-se que, para
todo p,p’ € Q, vale d(p,p’) < C.

De modo equivalente, {2 C M € limitado se, e somente se, para todo p € M, existe um R, < 0o
tal, que Q C B, (p).

Exercicio 361 Mostre que a propriedade de ser limitado para um subconconjunto de um espaco
métrico ndo é uma propriedade topologica. Isto é, demonstre que existe um conjunto M, um subcon-
Junto Q C M e duas métricas, d e d', em M tais, que T4 = Ty e S € limitado em (M, d), mas ndo o é
em (M,d).

As seguintes propriedades de compactos sdo muito importantes:
Exercicio 362 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer.

i.) Mostre que todo subconjunto compacto (2 C M é necessariamente fechado e limitado. Su-
gestdo: Para provar que todo compacto é fechado, use o critério do Teorema 348 (i) e o item
(iii) do Exercicio 352.

ii.) Seja K C M compacto e ) C K fechado. Mostre que €} é também compacto. Sugestdo: Use
o critério do Teorema 348 (i).

A primeira parte do ultimo exercicio tem a seguinte consequéncia importante para a métrica de
Hausdorff:
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Exercicio 363 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer e seja KK(M, d) o conjunto de todos os sub-
conjuntos compactos ndo vazios de M. Mostre que, para todo, Q,Q' € K(M,d), vale dy(2,Q) <
o0. Em particular, (IK(M.d), dy) é um espago métrico.

A compacidade € herdada na constru¢do de Hausdorff:
Teorema 364 Se (M, d) é um espagco métrico compacto entdo (K(M, d),dy) também o é.

O ultimo teorema € bem conhecido na teoria de espagos métricos € ndo o demonstraremos aqui,
pois € dado somente como complemento e ndo intervird no que segue. Recorde-se aqui que espagos
métricos compactos sdo automaticamente completos. Em particular, pelo teorema do ponto fixo de
Banach, se a transformacgdo ¢ : K(M,d) — K(M,d) é uma contragio uniforme em (K(M, d), dy)
entdo esta possui um ponto fixo unico. Note-se que € por intermédio desta observacdo que muitos
conjuntos ditos “fractais” sdo definidos e estudados.

Defini¢ao 365 (propriedade de Heine-Borel) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Dizemos
que este espago tem a “propriedade de Heine-Borel” se todo subconjunto fechado e limitado deste
espaco for compacto, isto é, se vale a reciproca da primeira parte do Exercicio 362.

Nem todo espaco métrico possui a propriedade de Heine-Borel:

Exercicio 366 Seja o espaco métrico (M,d), onde M = Q e d(x,2') = |x — 2'|, z, 2’ € M. Mostre
que existe um subconjunto deste espago que é fechado e limitado, porém ndo compacto. Isto é, (M, d)
ndo tem a propriedade de Heine-Borel.

Pelo Exercicio 362, todo espaco métrico compacto possui a propriedade de Heine-Borel. Um
outro exemplo muito importante de espacos métricos com esta propriedade € o dos espagos normados
de dimensao finita:

Teorema 367 (Bolzano-Weierstrass) Todo espagco normado de dimensdo finita possui a propriedade
de Heine-Borel, a saber, todo subconjunto ndo vazio em um tal espaco é compacto se, e somente se,
for fechado e limitado.

O 1ltimo teorema serd provado, em exercicio logo abaixo, para um caso especial.
Um outro fato muito importante a respeito de conjuntos compactos, € que a imagem destes através
de uma funcdo continua é também compacta:

Lema 368 Sejam (M, dy) e (M,,dy) dois espacos métricos e f : My — My uma fungdo continua.
Para todo subconjunto 0y C M, compacto em (My,d,), a imagem f(21) C My é compacta em
<M27 d2)

Demonstracdo: Seja (g, )nen uma sequéncia arbitraria no conjunto imagem f(€;) € M,. Entdo
existe uma sequéncia (p,)neny em Q; C M tal, que ¢, = f(pn), n € N. Como §2; é compacto,
existe uma subsequéncia (p,, )ren que converge em 2. Pelo Teorema 348 (ii), a subsequéncia ¢, =
f(Pn,) € f(4), k € N, converge em M, e tem-se

Jim oo = Jim 50) = £ (Jim i) € S(2).

O

Observe-se que a reciproca do ultimo lema ndo € verdadeira. O lema tem diversas consequéncias
importantes, como, por exemplo, a seguinte propriedade importante de fun¢des com dominio com-
pacto:
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Exercicio 369 Sejam (M, d,) e (Ms,ds) dois espacos métricos, My compacto, e f : M; — M,
uma fung¢do continua bijetora. Mostre que a inversa de f é também continua. Em particular, funcées
My — M, bijetoras continuas sdo sempre homeomorfismos.

Sugestdo: Utilize o fato de que uma fun¢do € continua se, e somente se, as pré-imagens de fechados
através desta funcdo sdo sempre fechadas.

Exercicio 370 Prove o teorema de Bolzano-Weierstrass para (R, d), onde a métrica d é a usual,
definida por: d(x,x') = |z — 2|, x,2' € R.

Sugestdo: Proceda da seguinte forma:

1. Usando o Exercicio 355 e o Lema 368 para fungdes f : R — R continuas adequadas, mostre
que, para todo L > 0, [—L, L] C R é um conjunto compacto.

2. Pelo Exercicio 362 (ii), conclua que todo conjunto €2 C R limitado e fechado é compacto.

Uma propriedade conveniente de espacos métricos compactos, entre vdrias outras, ¢ a de que a
continuidade de func¢des cujo dominio sdo tais espacos € equivalente a continuidade uniforme das
mesmas:

Proposicao 371 Sejam (M, dy) e (M, ds) dois espagcos métricos, sendo o primeiro compacto. Uma
fungéo f : My — My é uniformemente continua se, e somente se, for continua.

Demonstragdo:

1. Como toda fun¢do uniformemente continua € continua, basta provar que toda func¢do continua
f+ My — M, é automaticamente uniformemente continua. Seja entdo f continua e suponha
que esta func¢do ndo é uniformemente continua. Entdo’ existe um ¢ > 0 tal, que, para todo
5 > 0, existem ps, P € M, dl(pg,p%) < &, tais, que vale

da(f(ps), f(P5)) > €. )]

2. Seja <~5n = 1/n,n € N, e considere as sequéncias
pn=p;, € My, p,=p; €M,

n € N. Como M, € compacto, existe uma subsequéncia (p,, )ren que converge em (M ,d;).
Devido a escolha 0 = 4, , a (sub)sequéncia (p], )ren também converge e tem o mesmo limite

que (pnk)keN:
= i _ o
p = lim pn. = lim pl,

3. Como f é continua, o Teorema 348 (ii) implica entdo que
Jim f(pn) = lim f(p),) = f(p) -
—00 k—o0

Em particular, vale
klggo d2(f(p”k>7 f(p;u)) =0,

o que contradiz (1) com § = ¢, paraum k € N suficientemente grande. Portanto, por absurdo,
f € necessariamente uniformemente continua.

"Note-se que a negaciio de uma sentenca do tipo “para todo z vale P” é a snetenca “existe um x tal, que nio vale P”.
Reciprocamente, a negag¢ao de uma sentenga do tipo “existe um x tal, que vale P” é a sentemca “para todo x ndo vale P”.
Consequentemente, para negar uma sentenca que consiste em varios “para todo” e “existe um” diante de uma proposicao

“P” devemos trocar todos os “para todo” por “existe um”, todos os “existe um” por “para todo”, e em seguida negar “P”.
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Demonstraremos a seguir mais algumas propriedades importantes de subconjuntos compactos
de espacos métricos, que serdo usadas para na demonstracao de que subconjuntos compactos tém a
propriedade de recobrimentos abertos enunciada no Exercicio (358).

Defini¢ao 372 (subconjuntos totalmente limitados) Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Di-

z

zemos que o subconjunto Q) C M é “totalmente limitado” em (M, d) se, para todo £ > 0, Existe um
subconjunto (). C M finito tal, que vale

QCU{B.(p):pe}.

Note-se que subconjuntos totalmente limitados sdo necessariamente limitados, mas a reciproca
ndo € verdadeira em geral.

Lema 373 Todo subconjunto compacto em um espaco métrico é totalmente limitado.
Demonstragcdo: Seja 2 C M um subconjunto compacto no espago métrico (M, d).

1. Suponha que este subconjunto nio® seja totalmente limitado. Entdo existe um ¢ > 0 tal, que
para todo subconjunto finito €2 C €2, existe um p € {2 tal, que

p¢ U{B:(p) : p€Q}.
2. Devido a 1., podemos encontrar uma sequéncia p,, € €, n € N, tal, que, para todo n € N, vale

d(pn7pn—1)a d(pn7pn—2)a s ad(pnap2)7 d(pnapl) Z €.
Para tanto, use-se um principio de indugao.

3. Uma sequéncia como em 2. ndo possui, por constru¢ao, subsequéncias convergentes. Ou seja,
neste caso {2 ndo é compacto. Logo, €2 € totalmente limitado se for compacto.

O

Em espagos métricos completos vale a reciproca do ultimo lema:

Exercicio 374 Seja (M, d) um espaco métrico completo. Prove que todo subconjunto totalmente
limitado neste espaco é (sequencialmente) compacto.

Sugestdo: Adapte os passos 3.-5. da sugestdo de resolucdo do Exercicio 358.

Definicao 375 (mimero de Lebesgue de um recobrimento) Seja (M, d) um espaco métrico qual-
quer. Seja O; € 14, 1 € I, um recobrimento aberto de um dado subconjunto 2 C M. Dizemos que
a constante A\ > 0 é um “niimero de Lebesgue” para este recobrimento se, para todo p € (), existe
ip € I tal, que vale By(p) C O,

Lema 376 Para todo recobrimento aberto de um subconjunto compacto em um espaco métrico qual-
quer existe um niimero de Lebesgue \ > 0.

Demonstracdo: Seja 2 C M um subconjunto compacto no espago métrico (M, d).

8Note-se que, logicamente, provar uma implicagdo do tipo “se vale P entdo vale Q” é 0 mesmo que provar que “se
ndo vale (Q entdo ndo vale P”.
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1. Seja O; € 14, @ € I, um recobrimento aberto de {2 e suponha que nao exista um nimero de
Lebesgue A > 0 para este recobrimento. Entdo, para todo n € N, existe p,, € () tal, que, para
todo i € I, tem-se By ,(p,) € O;.

2. Como §2 é compacto, existe uma subsequéncia (p,, )xen que converge em 2. Sejap € Q o
limite desta. Como O; € 74, 7 € I, € recobrimento de €2, existe i, € [ tal, que p € O;,. Como
O;, é aberto, existe ¢ > 0 tal, que B.(p) C O;,,.

3. Como d(py,,p) e 1/ny tendem a zero quando k — oo, segue, pela desigualdade do tridngulo,
que By, (pn,) € B:(p) para k € N suficiente grande. Mas tal conclusdo contradiz a pro-
priedade que define a sequéncia (p,)nen. Logo, existe um nimero de Lebesgue A > 0 para o
recobrimento aberto O; € 74, ¢ € I, do subconjunto 2.

O

Proposicao 377 Seja (M, d) um espaco métrico qualquer. Um subconjunto Q2 C M é compacto se, e
somente, se, para todo recobrimento aberto de (), O; € T4, 1 € 1, existir um subconjunto finito J C |
de indices tal, que vale

Demonstracdo: Ja foi provado em exercicio que todo subconjunto de um espaco métrico com a
propriedade acima para recobrimentos abertos é sempre compacto. Suponha entido que 2 C M seja
compacto e seja O; € 74,7 € I, um recobrimento aberto de 2. Provamos acima que existe um nimero
de Lebesgue, A > 0, para este recobrimento. Como subconjuntos compactos de espagos métricos sao
totalmente limitados, existe um subconjunto finito (2, C €2 tal, que

QCU{Bx(p) :pei}.

Pela defini¢do de ntimero de Lebesgue, para todo p € 2, existe i, € I tal, que B)(p) C in. Em
particular, J = {i, : p € Q2,} C I é um subconjunto finito de indices tal, que

QgU{OJJEJ}
]

Exercicio 378 Seja (M, d) um espagco métrico qualquer. Mostre que toda unido finita e toda intersegdo
arbitrdria de subconjuntos compactos deste espaco é um subconjunto compacto.
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