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1. Notagao para deslocamentos, alongamentos e distor¢oes

Notacao classica:

<
e, 7(P) -
/ e, ¥
e, y
é AN ,, /
b =(8,,8,8,) / ﬂ

Configuracao de referéncia
(ndo deformada)

r(P) = (x(P),y(P),z(P))
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r(P) = (x(P),y(P),z(P))

Configuracao final

r’(P) = (x'(P),y'(P),Z'(P)) (deformada)
z )
7 P’ I
> r'(P) | I

b= (88,8,
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r'(P) = #(P) + U(P)

u(P) = (u(P),v(P),w(P))

u = u(P) = u(x(P), y(P), z(P)) = componente do vetor u segundo a direcio x.
v =v(P) = v(x(P),y(P), z(P)) = componente do vetor 1 segundo a dire¢io y.

w = w(P) = w(x(P),y(P),z(P)) = componente do vetor u segundo a direcdo z.
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4 Configuragao de
! :> referéncia (nao

é’Z #(P) -5 o deformada)

7 e, y

y
€x
X £\
b= (84,8,,8,) 7

Ex, €y, €, = alongamentos das fibras que passam pelo ponto P e que estdo
. . ~ N . . ~ - - -
alinhadas (na configuracdo de referéncia) com as direcdes de ey, ey, €;,

respectivamente.
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4 Configuragao de

P: :> referéncia (nao
= 7 _Ly-” deformada
e, r(P) »4 )
- ey y

>

b= (88,8, 7

Yxy» Vyz» Yzx — distor¢des entre duas fibras que passam pelo ponto P e que estao
alinhadas, na configuragdo de referéncia, com as dire¢des de (€, ,€,), (€, ,€,) e
(e, ,€,), respectivamente.
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2. Familia de alongamentos

7(P) s

g A

7

Sejam:

dl, = comprimento infinitesimal (na configuracdao de referéncia) de uma fibra
que passa por um dado ponto P e estd orientada segundo uma direcdo 7;

dl = comprimento (na configuracao deformada) da mesma fibra.
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Definimos o estiramento da fibra como:

dl

}\:d—lr

E observamos que:

1. A éum adimensional e sempre serd um numero real positivo;
2. Se A > 1, hd um aumento no comprimento da fibra;

3. Se0 <A< 1, hdumadiminuicao no comprimento da fibra;
4

Se A = 1, nao ha qualquer variacdo no comprimento da fibra.

A partir do estiramento A é possivel definir varios alongamentos
relacionados, como:
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Alongamento linear:
_ dl — dlL. _ dl

- - 1=A-1
e=—a. —a. !

Alongamento quadratico (ou de Green):
I S G R A ey
aT 27 warz z|\aL T2

Alongamento natural, logaritmico ou de Hencky:

dl
£, =& = In )= In(A)
r
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* Alongamento hiperbdlico ou de Reiner:

_di—dl o dh

R EL T T T T

* Alongamento de Almansi:

L 1(dDP=(d)? 1 ar\*l 1.
ATt T T e _5[1_<ﬁ>]_§[1_“]

Todos esses alongamentos pertencem a familia de alongamentos dada por:

1
— (A" —-1),sem+* 0
_Jm

Em

In(A),sem =0
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-_—m =-2
_— =
—m = 0
—_— =

——m =2

A (=)
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Observacoes:

Independentemente do alongamento considerado, temos:
A>1 © ¢,>0
A=1 & ¢g,=0

0<A<l & ¢,<0

E possivel mostrar que a familia de alongamentos é continua no pardmetro
m (expoente do estiramento);

Para |e| < 1% e [m| < 2, o erro cometido ao aproximarmos o valor do
alongamento (associado am # 1) com o valor do alongamento linear
(associado am = 1) é inferior a 0,5% em valor absoluto. Assim, em
condicdes de L.G., as diferencas entre os valores dos diversos
alongamentos é insignificante;
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3. Relag¢oes deformag¢oes-deslocamentos em
coordenadas cartesianas

Z
L
F(P) o |
Y \7
g A
. SCé N
/ 1 » \
(A — P) = (dx,0,0) | -A5-®B
(B—P)=(0,dy,0) {4~_//

(C — P) = (0,0,dz)

17/08/2023
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Calculo dos alongamentos:

Al =P
T dl. dxso [[A—P]

gxz}\x_]- }\x

(A—P)=(dx,0,0) = [|A—-P| = |dx]|

(A'—P)=(A'"—A)+(A—-P)— (P —P)

P

! —

(A" = A) = (ug,v4,Wy)
’

/ _ P

(P - P) - (uPJ UPJ WP) /A
A’
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(A'—P")=(uy —up +dx,vy — vp,wy — wp)

ou av _ ow
uAEup+adx vAEvp+adx WA=Wp+adx

a—-pry=[1+ Ju v ow g

~ dx /) \ox)’ \ ox X
A —P'|| = AN CARCUAY dx|
I ~ ox dx ox X
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di_ WA =Pl ou 2+ v 2+ ow\’
Tdl. a0 |[A—P| dx dx dx

o= (1425 (2 (Y ) 2y
g = B 0x 0x 0x

_1)\2 1_1 1+6u2+ 6v2+ 6W2 .
gx'q_z(x_ )_2 0x 0x 0x

17/08/2023
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Linearizando as expressoes de €, e de &, , encontramos:

ou ou

xq = Ox

1+ ou 1=
ox ~ Ox

IR

Ex

Assim, em condicoes de linearidade geométrica, vale:

Ju

Ex = Ex’q Ea
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Procedendo de forma andloga com as fibras tomadas nas duas outras direcoes,
encontramos:

Para o alongamento &,,:

1

2 2 2\ 2
oy —1=( (2 4 (142) (Y 1
v =y \ \ay dy dy

1, 1[/ou\* av\*  [ow\’
Sy’qzz()\y—l)zz @ + 1+@ + E —1
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Para o alongamento &,:

o= (2 () (1422 ) s
fz=%7 27\ oz 0z 0z

1 ., 1[/0u\? v\’ ow\’
gz,q=§(}\z_1)=§ E + E + 1+E -1

_ _Ow
L.G.: E, = 8Z,q = E
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B, \ I\xy
' ‘\II _--0
: o--""" "
> I P’
x o----0
P A
ny+9xy=_
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X

y =

seny) = cos(02y) = (=i )

14" = Pl o ||A" = P'|| = A |dx| = A, dx
|A — P| x x
|B — P||

A py =1 ou\ (dv\ [dw p
w-rra(ie (@) () (52
B Py = ou . ov\ [ow g
o-r=((G)1+G)(5))
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B'— P’ )
IB" — Pl
(considerando dx > 0)

(considerando dy > 0)

(vide slide #16)

(por analogia)
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(IIA’ - P'u) | (ug: - gu) ]
(G G () () ()

( )_ 1 6u+6v+6u 6u+6v6v+aw ow
S T |ay T ax T ax dy * ax dy  ox dy

Linearizando a expressao (admitindo condicdes de L.G.):

_Ou N v
Vay = dy Ox

17/08/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #03

23



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Procedendo de forma andloga com os pares de fibras tomados nas demais
dire¢cOes, encontramos:

Para a distor¢do y,,,:

( )_ 1 6v+6W+6u 6u+6v 6v+6W ow
S T 027 9y T ay ez oy oz | oy oz

Linearizando a expressao (admitindo condi¢des de L.G.):

Jv Jdw

=5t ey
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Para a distorgao y,,:

1 6u+aw+6u6u+6v6v+6waw
A.A |0z 0Ox O0x 0z Ox 0z Ox 0z

sen(Vzx) =

Linearizando a expressao (admitindo condicdes de L.G.):

_ ou N ow
Vex =57 7 ox
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4. Equacgoes constitutivas para materiais com
comportamento elastico-linear

Equacodes
constitutivas
do material

Estado de
deformacodes
(na vizinhanca)
de um ponto
do solido

Estado de
tensdes em
um ponto
do sdlido
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As equacoes constitutivas mais simples sao as que estabelecem relagoes
lineares entre as componentes de deformacao e as componentes de
tensao. No caso mais geral, as relacoes lineares sao dadas por:

€x = A110x + A120y + A130; + A14Txy + A15Ty; + A16T2x
€y = A0y + Ap0y + Ap30, + ApsTyy + ApsTy, + AzeTyy
€, = A310x + A330y + A330, + Az4Tyy + A35Ty; + Az6T
Yy = A410x + App0y + Ay30, + AyaTyy + AysTy; + AseTsx
Yyz = A510x + As20y + A530, + AsyTyy + AssTy, + AseTux

Yox = A610x + A620y + Ae30, + AeaTyy + A5Tyz + A6eTax

17/08/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #03
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Na forma matricial:

F Ex ) A1y A1 Agz A1y Ags Age] ( Ox
€y Ay Azp Azz Azy Azs Age Oy
< €z , — Az1 A3y Azz Azy Azs Asze ) Oz ,
Vxy Ayr Ay Az Agy Ays Ase| | Txy
Yyz Asy Asy; Asz Asy Ass Ase| | Tyz
\Vzx/ Ag1 A6z Asz Acs Ass  Ags! \Tzx/

A matriz [A] traz um total de 36 constantes elasticas, mas para materiais com
comportamento eldstico a matriz [A] é simétrica (A;; = Aj;), o que reduz o
total de constantes eldsticas para 21 (caso mais geral de anisotropia).

17/08/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #03

28



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Quando o material possui planos de simetria elastica, ha uma reducao
ainda maior no numero de constantes eldsticas a serem determinadas,
COMO NOS €asos a seguir:

Materiais ortotropos:

Os materiais ortdotropos possuem trés planos de simetria elastica, os
qguais sao perpendiculares entre si. Considerando que estes planos de
simetria eldstica sejam os planos xy, yz e zx, as equagdes constitutivas
ficam simplificadas para:
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(&xy  [Ar Az Az 0 0 0 7 opy
Ey Ay Ay, Ay O 0 0 ay
J €2 | _ A3y Az, A33 0 0 O ] 9z \
Yxy 0 0 0 Ay 0 0 |7
Vyz 0 0 0 0 Az 0 ||%Tyz
\Yzx/ 0 0 0 0 0 Age. \T zx/

Neste caso, sao necessarias apenas 9 constantes elasticas independentes
para caracterizar o comportamento do material.
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Materiais transversalmente isotropos:

Neste caso, todo plano paralelo a uma dada direcao (que define uma
direcao principal de elasticidade) também serd um plano de simetria
elastica. Considerando que o eixo z seja o que define esta direcao
principal, as equacgdes constitutivas ficam simplificadas na forma:

f Sx \ _All A13 0 0 O i fO-x \
A21 AZZ A23 O O 0 O-y

y
) &, , A31 A32 A33 0 0 0 ) 0, \
Vxy 0 0 0 Asa 0 0 Txy
Vyz 0 0 0 0 Ace 0 Tyz
\Yzx/ | 0 0 0 0 0 Age \T 25/

Sendo: A11 = Azz; A13 — A23; A55 — A66 e A44 — f(A11»A12)

Neste caso, sao necessarias apenas 5 constantes elasticas independentes
para caracterizar o comportamento do material.
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Materiais isétropos:

Neste caso, todo plano é um plano de simetria elastica do material e
equacoes constitutivas ficam simplificadas na forma:

[ €x A1 A Aqs 0 0 0 7 ( Ox
& Ayi Ayy Ay 0 0 0 oy
& | _|431 Aszz Azz 0 0 0 Oz

Ve (~l0 0 0 4, 0 0 [YTof
Vyz 0 0 0 0 A« 0 ||%yz

\Vzx/ 0 0 0 0 0 Agel \Tzx/

Sendo: Ay = Ay = Azs, A1p = A1z = A3, Agy = Ass = Agp €
Ags = f(A11,A12)

Neste caso, sao necessarias apenas 2 constantes elasticas independentes
para caracterizar o comportamento do material.
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Utilizando a nomenclatura classica, e considerando que os eixos x, y e z
referem-se as direcdes 1, 2 e 3 (respectivamente), as equacdes constitutivas
para materiais ortotropos ficam:

T

poo gL Vo Va1 Vi =7

go— vz %2 Va2 Yoy = 223

2 E, VTR TR 237G,

&3 = V130 V230 +03 )’31:_T31
=TT 01—~ 02T~

3 E1 EZ E3 G31

As nove constantes elasticas independentes sao:

Ei, E,, E3, Gy, Gz3, G31, V12, V13, V23.
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Utilizando a nomenclatura classica, e considerando que os eixos x, y e z
referem-se as direcdes 1, 2 e 3 (respectivamente), as equacdes constitutivas
para materiais transversalmente isétropos (sendo o plano de isotropia o
plano xy = 12) ficam:

T
c __|_01 V210 V310 V12:G1_2
1= T — 7% 02— —F
Ey E, ° E3° 12
. = V120 03 V320 y _ T23
s = ——0y + — — —03 23 =
E1 E2 E3 G23
&3 = V130 V230 +03 V31=_T31
= -7 01— L 02T~
3 E1 EZ E3 631

Sendo: E; = E;, Gi3 = G31, V31 = V32 € Gy = E/(2(1 + vy32))
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Utilizando a nomenclatura classica, as equac¢des constitutivas para materiais
isétropos ficam:

1 V \Y Txy
ST T gy T g% Yy =76
Y, 1 Y, Tyz
gy__EGx-l_EJy EO'Z yyz=T
\Y \Y 1 Tzx
sZ———ax—an+EaZ sz=7
Send G = £
et Te D)
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Ou alternativamente:

Oy = 7\(8x + &y + SZ) + 2Ge, Txy = GVxy
o, = Mex + &, + &,) + 2Ge,, Tyz = GYy,
0, = }\(gx + Sy + SZ) + ZGSZ Ty = Gny
Send G=—rt A vE
enao.: = — =
2(1+v) (1+v)(1—-2v)

17/08/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #03

36



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

5. Equacionamento para a soluc¢ao geral de problemas da
Teoria da Elasticidade Classica (TEC)

As seguintes incognitas fazem parte da solucao de um problema da Teoria da
Elasticidade Classica (T.E.C.):

* Campo de tensdes: ay, 0y, 0z, Txy, Txz Ty (S€is fungdes)
e Campo de deformagdes: &y, €y, &2, Viy, Yxzs Vyz (S€is fungdes)

e Campo de deslocamentos: u, v, w (3 funcoes)

Total: 15 fungdes incognitas
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Para a determinacao da solucao do problema sao utilizadas:

1) EquacOes diferenciais de equilibrio: 3 equacdes

0o, 0Ty, 0T,y d0%u
ox dy t 2 +bx_uﬁ
0Tyy 00y 07, d%v
ax dy * 2 +by_uﬁ
0Ty, 0Ty, do, 0w
ox T oy Taz T T H e
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2) Relacdes deslocamentos deformacdes: 6 equacoes

ou _0v g_a_W
gx_a gy_@ Z_5Z
_au v _Bv_l_aw _a_u a_w

Yoy =5y T ax vz =%, " By Yox =52 7 ox

3) Equacgdes constitutivas: 6 equacoes

1 1 1
& =% lox =v(oy +0,)] & = E loy =v(ox +0)] & = E o, = v(ox + 0y)]
T T T
Vxy :% Vyzz% szz%x

Total: 15 equacgdes para 15 fungoes.
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Naturalmente, a solucao procurada também deve satisfazer:
1) As condicdes de contorno do problema;

2) As condicdes iniciais do problema.

1) Condigoes de contorno:

As condicdes de contorno do problema estabelecem que, para todo instante
de tempo t e para todos os pontos situados na fronteira (contorno) do sélido,
sao conhecidos:

a) o carregamento aplicado na fronteira (contorno) do sélido ou

b) os deslocamentos (ou algumas de suas componentes) dos pontos situados
na fronteira (contorno) do sélido, ou

c) alguma relacdo entre carregamento e deslocamentos na fronteira
(contorno) do sélido.
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Ou seja: (a)5(P,t) = T(P)Jji
ou
YV telt,,t;], ¥V Pe 0B =1b)u;(P,t)=1,(Pyt)

ou

) £ (5(P,1),ii(P,1)) =0
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41



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

2) Condigdes iniciais:

As condicoes iniciais do problema estabelecem que no instante inicial

(t = ty) sejam conhecidos o vetor posi¢do e o vetor velocidade de todos
os pontos do sélido.

a) 7(P, ty) = 7(P, ty)

e

o7(P, t)
b) ot

t=t0, V P € ﬁ = - >
_or(P,t)
ot

t=t0 t=t0
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