Integrais Improprias

Vinicius Morelli Cortes

16 de agosto de 2023

1 Introducao

Nosso objetivo, neste texto, é estender a nogdo de integral definida para funcgdes e intervalos ilimitados.
Esta nova nocao de integral é chamada de integral impropria.

2 Integrais improprias em intervalos ilimitados

Definicao 1. Seja f : [a, +00) — R uma fun¢do. Suponha que f seja integravel em [a, f] para todo niimero
real ¢ > a. A integral impropria de f em [a,+o0) é definida por

+00 t
f fx)dx= lim f f(x) dx.
a t—+o00 J g4
Se o limite acima existe e € um nimero real, dizemos que a integral impropria é convergente; caso contrario,
dizemos que é divergente.

Analogamente, se g : (—oo,b] — R é uma funcao integrdvel em [s, b] para todo namero real s < b, a
integral impropria de g em (—oo, b] é definida por

b b
f gx)dx = Slim f g(x)dx.
—00 —T0Js

Definicao 2. Seja f : R — R uma func¢do integrével em qualquer intervalo fechado e limitado. Se as duas
integrais improprias

+00 0
f fx)dx e f fx)dx €8
0 —00
sdo convergentes, definimos a integral impropria de f em R por
+00 0 +00
f fx) dx:f fx) dx+f f(x) dx.
—o0 —o0 0
Observacdo 1. Nas condigdes da Defini¢ao[2} para todo a € R temos
+00 a +00
f fx)dx = f fx)dx+ f(x) dx.
—0o0 —0o0 a

De fato, notemos que

+00 t 0 t 0 +oo
f f(x)deIIiIJ}l f f(x)dxztlir+n (f f(x)dx+f f(x)dx) =f f(x)dx+f fx)dx
a —t®Ja —too\Ja 0 a 0

e, analogamente,

a a 0 a 0 a
f f(x)dx:slim f f(x)dx:slirn (f f(x)dx+f f(x)dx):f f(x)dx+/ fx)dx.
) —T0Js —T\Js 0 0o 0
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Como o
a
f f(x)dx=—f f(x)dx,
0 a
concluimos que

a +00 0 a 0 +00 +00
f f(x)dx+[ f(x)dxzf f(x)dx+[ f(x)dx+f f(x)dx+f f(x)dxzf fx)dx.
—00 a —00 0 a 0 —00

Observacao 2. Se as duas integrais em (I) sao iguais a +oo (respectivamente, —oco), ou ainda se uma delas é
convergente e a outra é igual a +oo (respectivamente, —oo), definimos

+oo +00
f fx)dx=+o0 (respectivamente, f f(x)dx = —oo).

Observacao 3. Se as integrais improprias

+00 0
f fx)dx e f f(x)dx
0 —00

sao convergentes, entao
+00 t
f fx)dx= lim f fx) dx.
—00 t—+oo J_¢
De fato, como os limites

hmff(x)dx e llmff(x)dx

existem, sabemos que

t t 0
tliglf f(x)dx: lim (f f(x)dx+f f(x)dx)

hm f f(x)dx+ hm f fx)dx

f—+00

lim f fx)dx+ lim f fx)dx
s——00 J¢

0 +00
f f(x) dx+f fx) dxzf f(x)dx.
0 —00 —00

+00
A reciproca ndo é verdadeira: a integral imprépria f x dx é divergente, pois
-0
+00 t x2 t t2
xdx = lim xdx= lim —| = lim — =+o0
0 t—+o0 Jg t—+o0 0 t—+oo 2

e, analogamente,

0
f X dx = —oo.
-0
No entanto,
¢ 2 g2
lim xdx= lim (———):0.
t—+o00 J_¢ t—+oco |\ 2 2

Vejamos, a seguir, alguns exemplos.

t t

+00 1 1
Exemplo 1. f —dx= lim —dx= lim Inx
1 X

t—+o00 J1 X t—+00

= lim Int = +oo.
1 t +00
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too ] r1 1
Exemplo 2. f — dx= lim —dx= lim ——
1 x?

t—+o0 J1 x2 t—+o00 X

1 t—+oo

t 3 t
Exemplo 3. f —dx lim —dx— lim =Vx2| = lim —(3 tz—l):+oo
t—+00 J1 \/_ t—+o00 2 ] oo

+00 t t

Exemplo 4. f e *dx= lim e ¥dx= lim —e™*| = lim (1-e¢ ) =1.
0 t—+o0 Jg t—+o0 o [—too

+00
Exemplo 5. f 5 dx

o0 4

No intervalo [0, +oo) temos

t

1
hm —arctan(t/2) =
0 +00 2

+00 t 1 1
f 5 dx= lim 5 dx = lim —arctan(x/2)
0 4+ x t—+o00 Jp + x t—+00 2

Como o integrando é uma funcao par, concluimos que

0 1 +00 1 7T
/ dxz/ dx=—
o0 4+ X2 0o 4+x? 4

+00 1 T
f dx=—.
oo A+ x? 2

€, portanto,

+o0o

Exemplo 6. f xe *dx
0
Usando integra¢do por partes, obtemos

fxe_xdx:—xe_x+fe_xdx:—e‘x(x+ 1 +c,

de modo que

£ r+1
= lim (1—

+00 t
f xe Ydx= lim xe Ydx= lim —e *(x+1)
0 —+00 0 —+00

t—+o0 Jg

+00

Exemplo 7. f sin x dx é divergente, pois o limite
0

t t

lim sinxdx = lim (—cosx)
[—+00 0 [—+00

l1m (1--cost)
0 +00

ndo existe (justifique).

+oo

Exemplo 8. f Inxdx
1
Usando novamente integracdo por partes, temos

flnxdx:xlnx—fdx:xlnx—x+c.

t

f—+00

+00
Logo,[ Inxdx = lim f Inxdx = hm x(nx-1)
1 +00

= lim (t(nt-1)+1)=
t—+00+ N— —r

—+00

1

Page 3



3 Integrais improéprias de funcoes ilimitadas em intervalos limitados

Definicdo 3. Seja f : [a,b) — R uma funcdo ilimitada. Suponha que f seja integravel em [a, ] para todo
numero real f € [a, b). A integral impropria de f em [a, b] é definida por

b t
f f)dx = liI})lf fx)dx.
a =0~ Ja

Se o limite acima existe e € um niimero real, dizemos que a integral impropria é convergente; caso contrério,
dizemos que é divergente.

Analogamente, se g : (a,b] — R é uma funcao ilimitada e integrével em [s, b] para todo ntimero real
s€ (a, b, aintegral impropria de g em [a, b] é definida por

b b
f gx)dx = limf g(x)dx.
a s—atJs

Observacao 4. Assim como fizemos na Deﬁni(;ioe na Deﬁni(;éo se f: (a, b) — R éuma funcao ilimitada
nos intervalos (a,a + 6] e [b— 8, b) para algum 0 < § < b— a, a integral imprépria de f em (a, b) é definida
por

b p b
f fx) dx=f fx) dx+f f(x)dx,
a a 14

sempre que a soma acima fizer sentido, onde p € (a, b).

1 1 1

1 1
Exemplo 9. f —dx=1lim | —dx=limInx
0 X s—0tJs X s—0% s

= lim (-Ins) = +oo.

s—0*

1
=lim-|—=-1
s s—0v2\s?

=1lim 2(1-+s) =
s—0*

1

Exemplo 10 fl L x = lim ! x = lim 1
X . - = _— = —_
P 0 x3 s—0+Js x3 50+ 2x2

1
Exemplo 11. f —dx = lim
xemp 0 VX s—0+ s—0*

1
Exemplo 12. f Inxdx

0
Procedendo como fizemos no Exemplo[8} concluimos que

1

lnxdx = lim lnxdx =lim x(Inx-1)] =lim(-1-s(ns—-1))=lim (-1+s—slns)=—-
s—0* s—0+ s s—0% s—0+ tf;‘

3

Exemplo 13. f
0 V9—x?
Fazendo a mudanca de varidvel x = 3sinu, u € [-7/2,7/2], obtemos dx =3cosudu e

! dx—Sf cosd du=u+c=arcsin(x/3)+c¢
Vo—x2  “J 3cosu B ’
3 t 1 t
Deste modo,f0 m tlLS ; = dx = tli%l arcsin(x/3) . = tliryl} arcsin(t/3) = —
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1

E lo 14. —
xemplo fox(lnx)z

Escrevendo u =In x, obtemos du = % dxe

1 1 1 1
—d = —d = —_-— = —— .
f x(Inx)2 o f u? “ u e Inx e

Agora, vamos escolher um ntimero real a € (0, 1) e analisar separadamente o que ocorre nos intervalos [0, a]
e [a,1]. No primeiro intervalo, temos

“ 1 . [* 1 . 1|1“ (1 1 1
f —dx:hrnf ——dx=lim-—| =lm|[—-—|=——.
o x(nx)? s—0+Js x(lnx)? s—0* Inx|; s—0*\Ins Ina Ina

E, no segundo intervalo,

L | , S| , B 1 1
f dx:hmf — _dx=lim-——| =lim|—-—|=4
« x(nx)? —1-J, x(nx)? t—~1- Inx|, t—1"\lna Int

Concluimos, portanto, que

L | a ] L |
dx = ax+ dx = +oo0.
fo x(In x)?2 . fo x(In x)?2 * fa x(In x)? rETeo

/2
Exemplo 15. f tan x dx
0

sinx

Escrevendo tan x = cosx

e usando a mudanca u = cos x, temos du = —sinxdx e

1
ftanxdx:—f—du:—ln|u|+c:—ln|cosx|+c.
u

/2 t t
Assim, f tanxdx = lim tanxdx= lim (—In|cosx|)| = lim (—In(cost)) = +oo.
0 t—n/2- Jo t—m/2” 0o (—ml2”
/2 t t
Exemplo 16. f secxdx= lim secxdx= lim In|secx+tanx|| = lim In(sect+tant)= +oo.
0 t—m/2= Jo t—m/2” o t—m2”

4 Combinando as definicoes anteriores

As Definigoes|I]e[3|podem ser combinadas de modo similar ao que fizemos na Defini¢do[2]

Definicao 4. Seja f : (a, +00) — Ruma func¢do. Suponha que f sejaintegravel em qualquer intervalo fechado
e limitado contido em (a, +c0) e que f seja ilimitada em (a, a + §] para algum 6 > 0. Se existe b > a tal que
as duas integrais improprias

b +00
f fdx e f fx)dx 2)
a b
sdo convergentes, definimos a integral impropria de f em [a, +00) por

+oo b +00
f fx) dx :f f(x) dx+f f(x)dx.
a a b

Fica a cargo do leitor enunciar versdes das Observagoes|[1} [2| e [3|no contexto da Definicao4} fazendo as
modifica¢bes naturais, bem como elaborar a definicao anédloga para um intervalo da forma (—oo, b).
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+00

Exemplo 17. f Inxdx

+00
Decorre imediatamente dos Exemplos(8|e|12(que f In x dx = +oo0.
0

+00
Exemplo 18. f
1 xlnx
Fazendo a mesma mudanca de varidvel do Exemplo|14} obtemos

1
f dx=In|lnx|+c.
xlnx

Dado um ntimero real a > 1, temos

a 1 a 1
f dx = lim[ dx = lim In|ln x|
1 xIlnx s—1tJ1 xlnx s—1+

e, analogamente,

a

= linll (In(lna) —In(ns)) = +oco
s S

t

= lim (In(nt?) —In(na)) = +oco.
a t—+o00

+00 t
f dx= lim dx= lim In|lnx|
a Xxlnx t—+o00 J, xlnx t—+00

+00
Deste modo, f dx = +oo.
1

xlnx

toIlnx
Exemplo 19. f —dx
0 x
Usando mais uma vez a mudanca de varidavel do Exemplo

1 In x)?
nxdx:(nx) N

X 2
Dado um nimero real a > 0, notemos que
alnx alnx Inx)?|% 1
f —dx = lim —dx = lim (nx) = lim —((In a)2 - (lns)z) =—00
0 X s—0tJs X s—0% g §—072
e, por outro lado,
T In x 'Inx Inx)?|* 1
f —dx= lim —dx= lim (nx) = lim —((In L‘)2 —(In a)z) = +00.
a X t—+o00J,; X t—+00 2 q [—too 2

. . *Olnx
Assim, a integral — dx é divergente.
0 X

+00 1
Exemplo 20. f ——dx
P 0 Vx(x+1)

Escrevendo u = v/x, obtemos du = ﬁ} dxe

1 1
———dx= 2[ du = 2arctan u + ¢ = 2arctan(yv/x) + c.
f\/}(xﬂ) w2 +1

Assim, dado a > 0, temos

a

a 1 . a 1 . _
fo m dx = le%1+ fs m dx = SILI})1+ 2arctan(v/x) ] =2arctan(va)
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e também

+00 1 t 1
fa m dx = tEErnoo fa m dx = tETmZ(arctan(ﬁ) —arctan(v/a)) = & —2arctan(va).

+00 1
Logo, ———dx=
o, e

+00
Exemplo 21. f (In(x+1)—1Inx) dx
0
Usando integracgao por partes (verifique), obtemos
f(ln(x+ D-lnx)dx=x+1DIn(x+1)—xlnx+c¢
=(x+1D(Inx+D)-Inx)+In(x+1)+¢

1
=xln(1+—
X

+In(x+1) +c.

Assim,

t t
1
1+ —) +In(t+1) —Zlnz) =400
t ——

——— —+00
—lne=1

+00
f (In(x+1)—-Inx)dx= lim (xln
1 t—+

1+ l) +In(x + 1))
X

= lim (ln
=+

1

e, analogamente,

1 1 1
f (In(x+1)—Inx)dx = lim (xln(1+—)+ln(x+ 1)
0 s—0* X

1
= lim (21n2 - sln(l + —) —In(s+ 1)) =2In2,
s—0+ S N——

—_—— —0
—0

N

+00

1
pois lirgl sln (1 + —) = 0 (verifique, usando a Regra de L'Hospital). Logo, f (In(x+1)—-1Inx) dx = +oo.
s—0" S 0

5 Critérios de Convergéncia

Frequentemente, estamos interessados apenas em determinar se uma dada integral impropria é conver-

gente ou divergente. Esta tltima secdo é dedicada ao estudo de dois critérios simples para analisar a con-
+00

vergéncia de uma integral imprépria. Os critérios serdo enunciados para integrais da forma f f(x) dx;

a
os outros casos podem ser obtidos fazendo as mudancas naturais no enunciado. O primeiro critério, o
Teoremall} é uma consequéncia da observacao a seguir.

Lema 1. Seja F: [a,+oo0) — R uma fungdo crescente.
(i) SeF élimitada superiormente e S =sup{F(t):t = a}, entdo tliin F(r)=S.
—+00
(ii) SeF ndo é limitada superiormente, entdo tlir+n F(t) = +oo.
—+00

Demonstragdo. (i) Vamos mostrar, por definicao, que tlim F(t) = S. Fixado € > 0, como S—¢ néo é limitante
—+00

superior do conjunto {F(t) : t = a}, existe ty = a tal que F(fy) > S — €. Como F é crescente, temos
t=tg = F(H)<F(ty) = S—e<F(t)<S§S = |F(t)-S|<e.

Logo, lim F(t)=S.
—+o00
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(i) Usaremos novamente a defini¢do. Fixado M > 0, como F ndo € limitada superiormente, existe #, > a
tal que F(fy) > M. Agora, como F é crescente, temos

tzty = F()=zF(ty)>M = F(t)> M.
Isto significa que tlilp F(t) = 400, como desejado. O
—+00

Teorema 1 (Critério da Comparacgdo). Sejam f, g : [a, +oo) — R duas fungoes integrdveis em [a, t] para todo
numero real t > a e tais que 0 < f(x) < g(x) para todo x = a. Entédo temos:

+00 +00
(i) Se f g(x) dx é convergente, entdo f f(x) dx também é convergente.
a a

+00 +0oo
(ii) Sef f(x)dx = +oo, em‘aof g(x) dx = +oo0.
a a
Demonstragdo. Consideremos as fungdes F, G : [a, +0c0) — R dadas por
t t
F(1) =f fx)dx e G(t) =f g(x)dx.
a a

Afirmamos que F e G sdo crescentes. De fato, dados ; = ; = a, temos

1] n 2]
F(t) = fx)dx= fydx+ | f(x)dx=F(t;)

5]

J

-

F(t1) =0

e, analogamente, G(f;) = G(t;). Notemos também que F(¢) < G(¢) para todo t = a, pois

¢ t
F(t):f f(x)dxsf g(x)dx = G(1).

+00
(i) Como, por hipétese, o limite tlim G(t) = f g(x) dx existe e é um niimero real, o Lemaassegura
—+00

a
que G é limitada superiormente; e, como F(¢) < G(¢f) para todo ¢ = a, F também é limitada superiormente.
+00
Aplicando novamente o Lema (1} concluimos que o limite tliI}l F(1) = f(x) dx também existe e é um
— 400

a
+00

namero real, isto €, f f(x) dx é convergente.

a
+00

(ii) Como tli1+n F(r) = f f(x)dx = +o0, 0 Lemagarante que F ndo é limitada superiormente e,

portanto, G também ndo é limitada superiormente. Aplicando mais uma vez o Lema|l, deduzimos que
+o00o

lim G(¢) = g(x) dx = +00, como queriamos. O
t—+00 a

Para aplicar o Critério da Comparacao, é conveniente ter em mente o resultado a seguir, cuja demons-
tracao é deixada como exercicio.

Proposicao 1. Sejar >0 um numero real.

1 1 +00
(i) Ser>1, em‘c”wf —dx=+oc0 ef — dx é convergente.
0o x" 1 X"

11 +00
(i) Se0<r<1, entdo/ — dx é convergente ef — dx = +o0.
o x" 1 X

1 1 +00 1
(iii) Ser =1, entdof —dx:/ — dx = +oo.
0o x" 1 X'
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2

100 cos” x

Exemplo 22. f dx é convergente, pois

1 x3
cos?x 1
0= 7 = 3, Vx>0,
X X
+0o 1
e aintegral f —; dx € convergente.
1 X
+00
Exemplo 23. f dx é convergente, pois
0o x+ef
1
0< =—,Vx=0,
x+e* e*

+00
e a integral f e " dx é convergente, de acordo com o Exemplo
0

+00 14 cos?x _
Exemplo 24. dx = +oo, pois, para todo x = 1,

1 Vx(2-sinx)

1 1+ cos®x 1+cos®x 1
—_— - = - = =
2—-sinx 3 Vx(2 —sinx) 3vx 3vx

1<2-sinx<3 =

3V
+o00 X
Exemplo 25. f ——dx
0 Vxb+1

Para encontrar uma estimativa para o integrando que nos permita aplicar o Critério da Comparacao,
serd conveniente analisar, primeiramente, o intervalo [1, +00). Para todo x = 1 temos

6 6 6 3 1 1
x+1l=2x" = Vx+1l=2x"21 2 0<——=<— = 0<

x+1 x° x6+1 X

IA

1
-

+oo 1 +oo
Como a integral f — dx € convergente, sabemos que f dx também é convergente. Logo,
1 X 1

X
Vx8+1

f+oo X 1 x +00 x
—dx:f —dx+f —dx
0 Vxb+1 0 Vxb+1 1 Vxb+1

é convergente.

LR |
Exemplo 26. f ——dx
-1vx3+1
Fatorando o denominador, obtemos x> + 1 = (x + 1)(x2 — x + 1), isto é,
S+,
=x"—-x+1,Vx#-1.
x+1

E fAcil verificar que x = 1/2 é o inico ponto critico da funcéo f(x) = x> — x+ 1. Como f é um polinémio de
segundo grau com coeficiente dominante positivo, trata-se de um ponto de minimo global. Logo,

fx) = f(1/2) =3/4,¥x€R,
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de modo que

B+1 3 x+1 4 Vx+1 2 1 2
x>-1 = > — 3 < - = <— = 0< < .
x+1 4 x34+17 3 Vi3+l V3 vVx3+1 V3lx+1D
01
Como a integral f - dx é convergente (verifique, usando a mudanca de varidvel u = x + 1), conclui-
-1vVx+
0
mos que [ dx também é convergente.
-1vx3+1

+00 1
Exemplo 27. f —dx
1 Inx

Como a funcdo logaritmo tem concavidade para baixo e a reta tangente ao seu grafico no ponto (1,0)
tem equacao y = x — 1, sabemos que
O<Inx<x-1,Vx>1.

Consequentemente,

1 1
—>— Vx>1.
Inx x-1

2 1 +00 2 1 +00
Agora, como f —dx = f —— dx = +oo (verifique), resulta que | — dx = f —dx = +o0 €,
1 x-1 2 x-—1 1 Inx 2 Inx

+00
portanto, f — dx = +oo.
1 Inx

+00

Exemplo 28. f sin(1/x) dx

1
De acordo com o Limite Trigonométrico Fundamental, sabemos que

sin(1/x sin
SINATY) _ i SOV g
x—+oo0 1/x y—0*+ y

Logo, existe M > 1 tal que

sin(1/x) 1 . 1
x=2M —> ——>-— = sin(1/x) > —.
1/x 2 2x

+00 +oo
Como f —dx = +o00, temos f sin(1/x) dx = +oo. (Outra opc¢do é estudar o crescimento da funcdo
X 1

1
auxiliar f : R — R dada por f(x) =sinx—-3.)

1
Exemplo 29. f _—
o sin(x?%)
Usando novamente o Limite Trigonométrico Fundamental, concluimos que

4

= lim a = lim J

li =1.

x—~0t L x=0"sin(x*) y—0"siny

Logo, existe 0 < 6 < 1 tal que
e 1 1
() X
0<x<6 = sin(x - = >—.
# 2 sin(x*) = 2x3
11 L x
Como f — dx = +oo, temosf ———dx = +oo.
0 X o sin(x4)
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*% cos(1/x)

x
modo semelhante ao que fizemos no Exemplo 28|

Exemplo 30. f dx = +oo, observando que xliercos(l/ X) = lirgl cosy =1 e argumentando de
1 - y—0*

Teorema 2 (Critério do Mé6dulo). Seja f : [a,+00) — R uma funcdo integrdvel em [a, t] para todo ntimero
+00
realt > a. Se f

+00
| f(x)| dx é convergente, entdo f f(x) dx também é convergente e
a a

+00 +00
f fx)dx sf | f(x)|dx.

Demonstragdo. Paratodo x = a temos

—IfI=sf@=sIfx)] = 0= f(xX)+1fx)]=2]fx)I.

+00
Decorre do Critério da Comparacdo que a integral f (f (x) +1f(x)|) dx é convergente; logo, o limite
a

+oo

(f(x)+ If(x)l)dx—f |f(x)|dx

a

+oo

t t t
tErgloof f(x)dx=tgl+nco(f (f(x)+lf(x)l)dx—f If(x)ldx)=f

+00
existe e € um numero real, ou seja, a integral f f(x) dx é convergente. Para encerrar a demonstracio,
a

basta notar que
t
sf |f(x)|dx,Vt=a,
a

t
f fx)dx

e aplicar o Teorema do Confronto. O

+00
Exemplo 31. f cos (x*) dx
1

Vamos usar integracdo por partes de uma maneira conveniente. Para cada ¢ = 1 temos

t t : 2\t t Qi 2 : t2 . I 2
f cos (x?) dx:f l(xcos(xz)) dx = sin () +f sin (x )dx: sin(f) _sin1 +f sin(x )dx.
1 1 X 2x | 1 2x2 2t 2 1 2x2
Como
|sin (x?)] 1 Vx£0
T o2x%2 T 2x¥ x70,

+oo gin (x?)
2x?

aplicando os Critérios da Comparacdo e do Médulo concluimos que f
1

dx é convergente. Deste

modo, o limite

lim
t—+o0o

. tz . t e 2 00 o 2 .

(sm( )_s1n1+f sin (x )dx)zf sm(x)dx_sml
2t 2 1 2x2 1 2x2 2

——

—0

+00
existe e é um ndimero real, isto €, f cos (x*) dx é convergente.
1

Encerramos este texto com dois exemplos que revelam que a reciproca do Critério do Médulo ndo é
verdadeira.

% sinx
Exemplo 32. —dx
1 X

Vamos usar um argumento andlogo ao do exemplo anterior. Para cada ¢t = 1, usando integracao por

partes, temos
t 'cosx cost 'cosx
— dx=cosl— - dx.
1 J1 3 1

I'sinx CcosXx
d 2 2
X X

1 X X
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Como

| cos x| 1
0= 5 s—z,Vx;éO,
X X

% cosx

os Critérios da Comparac¢do e do Médulo asseguram que f dx é convergente e, portanto, o limite
1

x2

Lsinx cost Lcosx +00 cosx
lim —dx= lim (cosl— —f dx)zl—/ dx
1 1

t—+o0 J1 X t—+00 x2 x2
-0
. ) ) . [t sinx 3
existe e € um ntmero real, isto é, —— dx é convergente.
1 X

+%0 | sin x|

Exemplo 33. f dx
1 X

Observamos primeiramente que

'si . 9 . sin?x  |sinx|
sinx| <1 — sin“x <|sinx| = < ,
X X

para todo x > 0. Agora, para cada ¢ = 1 temos

! sin? x r'1-cos(2x 1 ' cos(2x
[( g [floeoen (1 [esen,
1 X 1 2Xx 1 2% 1 2x

e, usando novamente integragdo por partes, a tltima integral do membro direito pode ser escrita como

[t cos(2x) 1 (sin(Zx)
——dx
1 2x 2

3 f ff sin(2x) ) _sin(2f) sin2 f‘ sin(2x)
= + | ——dx|= - + dx.
2x |1 K 1

2x2 4t 4 4x2

de modo que

! sin? x r1 sin(2t) sin2 I'sin(2x
f dx:f —dx— ( )+ —f ( )dx.
1 1 1

X 2x 4t 4 4x2?
Como .
0<|sm(2x)|< 1 VX £0
<———=<—,Vx#0,
4x2? 4x2
L _ i . togin(2x) |
os Critérios da Comparacao e do Médulo mais uma vez asseguram que i dx é convergente. Isto
1 x
implica que
! sin® x 1 sin(2t) sin2 !'sin(2x
lim dx = lim ( —dx— ( )+ —f ( )dx):+oo
i—+c0 )1 X t—+oo\ J1 2x 4t 4 1 4x?
——
—+00 —0 convergente
L o - +o0 | sin x|
e uma segunda aplicacdo do Critério da Comparag¢ao garante que dx = +oo.
1
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