Intervalo de Confianca «

para a media de uma variavel aleatorialéthuer /t: eX

para uma proporcao P = EX Jva ndb X ~vDernoull '(p)

parhmeks  po e P

Na aula passada foi discutida a ideia de estimador
e algumas de suas propriedades.

Variavel aleatoria
AMOQL’E /\/

X
>'<‘Z —D T(X};XZ,.-.;Xh)

X’A Fornece uma estimativa pontual

para um parametro.



Lembrando que temos

Estimadores e

Parametros

Parametro: quantidade desconhecida de uma caracteristica da
populacao e sobre a qual temos interesse.

Exemplos: u - meédia da caracteristica da populagéo:

u . taxa média de glicose de mulheres com idade superior a 60
anos, em certa localidade;

p — proporgéo de “individuos” em uma populagdo com
determinada caracteristica.

p- proporgao de pacientes com menos de 40 anos
diagnosticados com cancer nos pulmdes. 3



At A i 4} ﬁk‘“ﬁk t R X:variavel de interesse : Renda
AL TR AR | oo da populacéo
’H'”“ ]g ﬁ':}::tﬂ‘ de forma independente;

Yt kritd

Para cada elemento selecionado, observamos o valor da
variavel X de interesse.
X i

Obtemos, entdo, uma amostra aleatoria (a.a.) de tamanho »
de X, que representamos por

X Xoy s X, ¢ ¢ .d.
sendo X; a variavel de interesse para o i-e€simo individuo da

amostra.
Uma vez selecionada a amostra saberemos a renda de



Estimador: funcio dos elementos da amostra, construida com a
finalidade de representar, ou estimar, um parametro da
caracteristica de interesse X na populacao.

— Estimador (ou estatistica) = f(X,, X,,...,X ).
TCXI |X2| - 1><h>
Ex.: @média amostral (estimador da média u da caracteristica X

da populacao).
proporc;éo amostral (estimador da proporgao p populacional).

—_ N\
Vamos discutir estes dois exemplos mais importantes: X e p

Estimativa: valor numérico assumido pelo estimador, para a
amostra selecionada.



Suponha que queremos estimar /01,: EX onde Xe' avariavel
aleatoria de interesse.

Digamos X = "renda de um individuo escolhido ao acaso de certa populacao”

V‘
Usamos o estimador X = - > X|
/ (=7
Pelo TLC temos para a diferenca entre X < /LL

o= (X-p)~ N(0)SR)
4 .
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O erro g = Y"/A,

e' uma variavel aleatoria. Pelo TLC podemos estimar a chance dele
ser "grande".

Por exemplo, temos
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Estimativa por intervalo ou
intervalo de confianca

« Para uma amostra observada, os estimadores pontuais
fornecem como estimativa um unico valor numérico para o
parametro.

« Os estimadores pontuais sao variaveis aleatdrias e,
portanto, possuem uma distribuicao de probabilidade, em
geral, denominada distribuicao amostral do estimador.

Ideia: construir intervalos de confianca, que incorporem a
estimativa pontual informagcdes a respeito de sua variabilidade
(erro amostral).

Intervalos de confianca sao obtidos por meio da

distribuicao amostral do estimador pontual.
12



brando: L
Lembrando (Teorema Limite Central)

Se a variavel aleatdria X, na populacao, tem distribuicio
com media u e variancia o2, entao, para uma amostra aleatoria

de tamanho »n de X,

2

X~Nlu -

1\ n

Aproximadamente,
para n grande

e, portanto
4

AR N ©.1)

2 \
o)
—— Aproximadamente,
n para n grande
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Seja P(g) =@a probabilidade da média amostral X estar a
uma distancia de, no maximo ¢, da media populacional u

(desconhecida), ou seja,

A probabilidade P(g) é também denominada coeficiente de
confianga do intervalo, que denotamos por y (gama).

X-€ X+E
X

Desse modo, temos /
) A .
P(e) = P( ‘X—,u‘se)=P(,u—esXs,u+8)
/ 2 VY \

- &
=P 8%525 f\m

=P < < 08
7] |

"a distdncia entre X e M
é menor ou iguala ¢ "

" Intervalo contem ﬁ, "

sendo Z ~ N(0,1).
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Z~NO;31)

_svn o t

J7
o /\/

Denotando

= =~ Determinado a partir da
"Tabela da Normal-Padrdo”
temos que y = P(-z <7 < 2). A= ¥~ @ |

Assim, conhecendo-se o coeficiente de confianca y obtemos z.
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Erro na estimativa intervalar

Jn

Da igualdade z =€ ?, segue que a margem de erro ¢

é dada por
e, 0

Jn'
sendoztalquey =P(z=<Z=<z),comZ~ N, 1).

O intervalo de confianga para a meédia u, com coeficiente de
confianga y esta dado por

T o)

X

o O
X + z—

T Jn |’

sendo o o desvio padrao (conhecido) de X. 20



"amosta aleatoria”

. & -
Antes de selecionarmos uma a.a., a probabilidade de que o
intervalo

— o — o
X - 'X+Z—:|,

i Jn

contenha a média u verdadeira da populacao @
e

Para o valor observadox de X, o intervalo de 95% de confianca
serd [¥-196- T+196-=7;  [-0d5 = 5=1%

n NI



Exemplo

Deseja-se estimar o tempo medio de estudo (em anos) da
populacdo adulta de um municipio. Sabe-se que o tempo de
estudo tem distribuicao normal com desvio padrao o = 2,6
anos. Foram entrevistados n = 25 individuos, obtendo-se para
essa amostra, um tempo médio de estudo igual a 10,5 anos.
Obter um intervalo de 90% de confianca para o tempo médio
de estudo na populacao.

X : tempo de estudo, em anos, entao X ~ N(u; 2,62)

n=25 = x=10,5anos
vy =0,90 = z=1,65
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A estimativa intervalar com 90% de confianca € dada por:

O

Jn

X+ 9]

i

P
l

{10,5—1,65£;10,5+1,65£} =

J25 J25

[10,5-0,86; 10,5+0,86 |-

l9,64; 11,36 ]
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Exemplo um pouco melhor de "media desconhecida mas variancia conhecida"

Exemplo 11.13. Uma mdaquina enche pacotes de café com uma varidncia igual a 100 g°.
Ela estava regulada para encher os pacotes com 500 g, em média. Agora, ela se
desregulou, e queremos saber qual a nova média y. Uma amostra de 25 pacotes apre-
sentou uma média igual a 485 g. Vamos construir um intervalo de confiangca com 95%
de confianca para L.

IC(u; 0,95) =485 £ 1,96 x 2,
ou seja,
IC(u; 0,95) = 1481, 489[,
pois 0. = o/N'n =10/5 = 2g.



Dimensionamento da amostra

"Qual é o n?”

A partirdarelacao ¢ = zi

Jn

o tamanho da amostra n € determinado por

. 2
n=|— 02,
€
onde ¢ € a margem de erro, z € tal que

Y = P(z=<Z=<z), Z~N(0, 1)
e o € o desvio padrao (conhecido) de X.



Exemplo

A renda per-capita domiciliar numa certa regiao tem
distribuicao normal com desvio padrao o = 250 reais e meédia u
desconhecida. Se desejamos estimar a renda média u com
erro ¢ = 50 reais e com uma confiancga y = 95%, quantos
domicilios devemos consultar?

X : renda per-capita domiciliar na regiao = X ~ N(u; 2502)

e =50
vy =0,95 = z2=1,96
n="7?°7?
Entao, z\’ ?
n =2 6% = (1), (250)2 - 96,04
g 50

Aproximadamenteomicilios devem ser consultados.
26



Na pratica, em geral, nao conhecemos a variancia populacional o2.
(Ou seja, tanto quanto J~ sdo desconhecidos)
RESULTADO M

Se X tem distribuicao normal, com média u e variancia o2,

entao, para uma amostra aleatoria de tamanho » de X, temos
que

A distribuicdo t

fu-1 X depende de n,
Distribuicdo T="_ W A x MAS
"t de Student” g2 n=
2 "aproximadamente

Estimador da varidncia O : se 1 for grande”

, D - Xy

n-—1

€ a variancia amostral.

S
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Distribuicao ¢ de Student

0.4

0.3
]

0.2

0.1

0.0
]

« tem caudas mais densas do que a distribuicao normal;

* valores extremos sao mais provaveis de ocorrer com a
distribuicao r do que com a normal padrao;

Vamos considerar agora o caso de "n grande" quando ha' pouca diferenca entre

as duas distribuicoes. 73

Essa questao sera' retomada em "Testes de Hipoteses".



Exemplo

A quantidade de colesterol X no sangue das alunas de uma
universidade tem uma distribuicdo aproximadamente normal com
média e desvio padrdo desconhecidos.

Para estimar a quantidade média de colesterol u é selecionada
uma amostra de 60 alunas. A média e o desvio padrdo amostrais
encontrados séao 182 mgl/dl e 50 mgldl, respectivamente.
Determine um intervalo de confianca com coeficiente de
confianca de 90% para u.

X: quantidade de colesterol no sangue das alunas da
universidade = X'~ N(u, 02)

n=60= x=182es=30
Y= 0,90 = z=1,65, usando a tabela da Nornal Padrdo

Substituindo os valores:

IC(n;90%) = (182 -1,65 29 ; 182+ 1,65 .i) =(171,35;192,25)

V60 A/60 37



Estimador para uma proporcao

Sumonhaque X~ Bernoulli (p)
p=EX parGmeho 02 inleresse

Estimador

b= Lox: = "propore ameshall

I osiais .
onde K X, ... Xw 4o o5 \olores am



A ’ (k— )
Petlo TLC ]D ~ N (:P, P__.?h )

/ta?ox
,]) ~ N (O; :P_CT'A"'__-@) = %emo’

)\

oJ

Intervalo de confianca para p com coefiente de confianca X‘

p-¢€ 2+ € com ”?yoloa"ol.‘e“o,adz do
| l‘ inlervio confer P
0 ? | € ¥

TClps¥]=15-¢5 poef






éx: 6\[7
Tobdi'  =p Vol

\!l/
(v~
e oy (B

"Entao" o intervalo de confianca para p (desconhecido) e’

- B ED 4 3 ED]



Duas solucoes: "Conservadora" e "Otimista"

Conservadora: tomo um intervalo que garante

"Deloabrdidade do
inervdo confer P P( p-€ < ;3\4 }7+£> > 4

< ?e/o menes

\{lu Xi-p) %
7, \ i}

Considero a maior variancia possivel: o Y 1

G- T\ <L -

(v -
¢ = 3YW< éf
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"Solucao Otimista": uso a estimativa de GE_ = 0;5\ = YE-p)

TC[ps = P - éf\/@yﬂg ] 3””\/&1]??]



Exemplo 11.15. Numa pesquisa de mercado, n = 400 pessoas foram entrevistadas so-
bre determinado produto, e 60% delas preferiram a marca A. Aqui, p = 0,6 € um inter-
valo de confianca para p com coeficiente de confiangca ¥ = 0,95 sera

0,6 £ (1,96) 1/N1600 = 0,6 £ 0,049,
ou seja
IC(p; 0,95) = 10,551; 0,649[.

intervalo "conservador" ou "cauteloso"

pois pode ser bem maior que o necessario se p for "pequeno” ou "grande"

Na pratica, o mais frequente e' usar o resultado matematico

FoF ~ N0
P(\’E) 7\

n anrOK ‘

e considerar o "intervalo otimista"

retps - [§ - 0 (TED, 6 - o0 [EP ]



Exemplo 11.16. Suponha que em n = 400 provas obtemos k = 80 sucessos. Vamos obter
um intervalo de confianga para p com ¥ = 0,90. Como p = 80/400 =02eg=1-p=0,8,
entao

0,2 £ (1,645)V (0,2)(0,8)/400 = 0,2 + 0,033,

ou seja,

IC(p; 0,90) = 10,167; 0,233]. ( ”o-A‘rm‘sJa.”)
Usando (11.40) o intervalo conservador €
IC(p; 0,90) = 10,159; 0,241].
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